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Pokazano, wo opis evol�
�Ý statistiqnih moment�v, �k� zvod�t~s� do parametra por�dku,

avtokorel�tora ta funk
�Ý v�dguku, privodit~ do obqislenn� seredn~ogo v�d stepenevoÝ fun-

k
�Ý z drobovim pokaznikom, wo dos�ga
t~s� vikoristann�m vlastivosti samopod�bnosti. U


~omu vipadku reversivni� fazovi� pereh�d \bezlad{lad{bezlad" sposter�ga
t~s� pri zm�n�

temperaturi. Rozvinuta shema zastosovu
t~s� z vikoristann�m drobovih r�vn�n~ Loren
a z

aditivnimi xumami do rozgl�du zadaq� pro kritiqn�st~, �ka samoorgan�zovu
t~s�. Zna�den�

umovi formuvann� lavini pokazu�t~, wo ÝÝ poved�nka kritiqno zale�it~ v�d �ntensivnos-

te� fl�ktua
�� keruval~nogo parametra. Zg�dno z fazovo� d��gramo�, pererivqasti� re-

�im kritiqnosti, �ka samoorgan�zovu
t~s�, real�zu
t~s�, �kwo �ntensivnost� fl�ktua
��

ener��� lavin ta skladnosti Ýhn~ogo ansambl� pereviwu�t~ kritiqn� znaqenn�. V�dtvoreno

stepenevu formu rozpod�lu za rozm�rami lavin, dl� pokaznika �kogo zna�deno zv'�zki z

dinam�qnim pokaznikom, fraktal~no� vim�rn�st� fazovogo prostoru, pokaznikom mul~ti-

pl�kativnogo xumu ta parametrom neaditivnosti.
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VSTUP

Harakterna osobliv�st~ pol~ovogo p�dhodu, vikla-

denogo v qastin� I [1℄, pol�ga
 v tomu, wo v�n dozvol�


pokazati poved�nku na��mov�rn�xih veliqin. Rozd�l

I prisv�qeni� dosl�d�enn� osnovnih statistiqnih

moment�v | parametra por�dku, avtokorel�tora ta

dvoqasovoÝ funk
�Ý �r�na. U rezul~tat� vda
t~s� po-

dati evol�
�� stohastiqnoÝ sistemi ne t�l~ki pri

perehodah, �ndukovanih xumom, a tako� pri fazo-

vih peretvorenn�h. U takomu viklad� mi spoqatku

dosl�d�u
mo prost�xi� vipadok b�logo xumu (roz-

d�l I.A), a pot�m rozgl�da
mo kol~orovi� xum (roz-

d�l I.B). Pri oder�ann� viraz�v dl� xvidkoste� pa-

rametra por�dku ta funk
�Ý �r�na opera
�� usered-

nenn� ne viklika
 obt��en~, tod� �k r�vn�nn� dl�

zm�ni avtokorel�tora m�stit~ seredn
 v�d stepene-

voÝ funk
�Ý z drobovim pokaznikom. �ogo obqislenn�

prisv�qeno rozd�l I.A.1. Vlastiv�st~ samopod�bnosti

dozvol�
 viraziti drobove seredn
 qerez momenti 
�-

logo por�dku. �k nasl�dok oder�u
mo zamknenu sis-

temu r�vn�n~ dl� parametra por�dku, avtokorel�-

tora ta funk
�Ý �r�na. U p�drozd�l� I.A.2 rozgl�nuto

nevpor�dkovanu sistemu, wo ma
 fraktal~nu vim�r-

n�st~ D < 1. Ustanovleno, wo pri malomu qas� avto-

korel�tor zm�n�
t~s� stepenevim qinom, a pri ve-

likomu | eksponen
��no pr�mu
 do sta
�onarnogo

stanu. Dosl�d�enn� vpor�dkovanogo stanu v rozd�l�

I.A.3 pokazu
, wo mul~tipl�kativni� xum transfor-

mu
 pereh�d drugogo rodu v perxi�. Nel�n��ni� ha-

rakter evol�
�Ý sistemi poblizu sta
�onarnoÝ toqki,

�ka v�dpov�d
 nevpor�dkovanomu stanu, privodit~ do

togo, wo eksponenta L�punova nabira
 formi Cal-

l�sa. Z �nxogo boku, vlastiv�st~ samopod�bnosti v�do-

bra�a
t~s� vikoristann�m peretvoren~ Mell�na dl�

opisu sta
�onarnogo vpor�dkovanogo stanu. V rezul~-

tat� z'�sovu
t~s�, wo poblizu 
~ogo stanu sistema

povodit~s� anomal~no | efektivni� dekrement za-

gasann� logarifm�qno zm�n�
t~s� z qasom. �k � v

p�drozd�l� II.B.2 (div. [1℄), dosl�d�enn� kol~orovogo

xumu (rozd�l I.B) dos�ga
t~s� metodom un�f�kovanoÝ

aproksima
�Ý. �ogo vikoristann� v p�drozd�l� I.A.1

pokazu
, wo harakter poved�nki sistemi v nevpor�d-

kovanomu stan� �k�sno ne zm�n�
t~s�. Odnak zafar-

bovuvann� xumu privodit~ do �k�snoÝ zm�ni kartini

vpor�dkuvan�| z p�dviwenn�m temperaturi sistema

spoqatku vpor�dkovu
t~s�, a pot�m rozupor�dkovu-


t~s�. Zaznaqeni� reversivni� pereh�d sposter�ga
-

t~s� lixe za umovi, wo qas korel�
�Ý ne pereviwu


pevnogo kritiqnogo znaqenn�. Wo stosu
t~s� evol�-


�Ý sistemi, to zafarbovuvann� xumu ne zm�n�
 ÝÝ

harakteru, zokrema klas un�versal~nosti sistemi ne

zale�it~ v�d qasu korel�
�Ý.

Na v�dm�nu v�d fazovogo perehodu, �ki� zabezpe-

qu
t~s� zakritiqnim znaqenn�m keruval~nogo para-

metra, v rozd�l� II dosl�d�eno re�im samoorgan�zo-

vuvanoÝ kritiqnosti, �ka ne potrebu
 zovn�xn~ogo

vplivu. U takomu viklad� mi vihodimo z na�prost�-

xoÝ model� formuvann� lavini pri rus� p�sku nahi-

leno� poverhne� (rozd�l II.A). Zna�deno sta
�onarn�

znaqenn� xvidkosti teq�Ý p�sku ta nahilu �ogo po-

verhn�. Vrahuvann� fl�ktua
�� zaznaqenih veliqin

u rozd�l� II.B privodit~ do fazovoÝ d��grami, wo vi-

znaqa
 d�l�nki formuvann� lavini, r�vnova�ni� ta
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zm�xani� stani. Ostann�� v�dpov�da
 perervnomu re-

�imu kritiqnosti, �ka samoorgan�zovu
t~s� � vizna-

qa
t~s� �ntensivnost�mi fl�ktua
�� vertikal~noÝ

komponenti xvidkosti ta nahilu poverhn�. U rozd�l�

II.C pokazano, wo adekvatne zobra�enn� samopod�b-

noÝ poved�nki sistemi potrebu
 vikoristann� drobo-

vogo obernenogo zv'�zku, �ki� sutt
vo modif�ku
 sis-

temu Loren
a.Dl� podaq� rozpod�lu za rozm�rami la-

vin u rozd�l� II.D vikoristano psevdotermodinam�qnu

kartinu Edvardsa, v me�ah �koÝ samoorgan�za
�� pri-

vodit~ do ne�ativnoÝ temperaturi. Pri 
~omu znovu

vikoristano drobovu sistemu Loren
a, de rol~ para-

metra por�dku v�d�gra
 rozm�r lavini, spr��ene pole

zvodit~s� do neaditivnoÝ skladnosti (
omplexity), a

ener���, �ka ne zber�ga
t~s�, 
 keruval~nim paramet-

rom. Zna�deno fazovu d��gramu, wo viznaqa
 r�zn�

d�l�nki poved�nki sistemi zale�no v�d �ntensivnos-

te� xum�v zaznaqenih veliqin. U rezul~tat� z'�sovu-


t~s�, wo samopod�bni� rozpod�l, vlastivi� kritiq-

nost�, �ka samoorgan�zovu
t~s�, zabezpequ
t~s� fl�-

ktua
��mi ener��Ý p�winok, �k� ruha�t~s�. Dosl�-

d�enn� stohastiqnoÝ sistemi v rozd�l� II.E pokazu
,

wo samopod�bni� rozpod�l poda
t~s�, z odnogo boku,

�k rozv'�zok nel�n��nogo r�vn�nn� Fokkera{Planka,

�ke opisu
 poved�nku neaditivnoÝ sistemi, a z �nxogo

| v�dpov�da
 drobovomu r�vn�nn� Fokkera{Planka

dl� pol~ot�vLev�. Z�stavlenn� rozv'�zk�v zaznaqenih

r�vn�n~ privodit~ do sp�vv�dnoxen~ m�� pokaznikom

rozpod�lu za rozm�rami lavin, fraktal~no� vim�r-

n�st� fazovogo prostoru, pokaznikom mul~tipl�ka-

tivnogo xumu, k�l~k�st� r�vn�n~, neobh�dnih dl� zob-

ra�enn� samouzgod�enoÝ poved�nki sistemi v re�im�

kritiqnosti, �ka samoorgan�zovu
t~s�, dinam�qnim

pokaznikom ta parametrom neaditivnosti Call�sa.

C� statt� m�stit~ drugu qastinu ogl�du, poqatogo

v poperedn~omu nomeri. Wob uniknuti povtorenn�

mater��lu, mi vikoristovu
mo r�vn�nn� qastini I,

zastosovu�qi su
il~nu numera
i�.

I. EVOL�C�� STATISTIQNIH MOMENT�V

U rozd�l� II (div. [1℄) mi dosl�dili poved�nku na��-

mov�rn�xih znaqen~ stohastiqnoÝ zm�nnoÝ, wo pred-

stavl�
 pereh�d, �ndukovani� xumom. Na v�dm�nu

v�d 
~ogo, navedeni� ni�qe rozgl�d prisv�qeno vi-

vqenn� statistiqnih moment�v, �k� harakterizu�t~

ne lixe ekstremumi funk
�Ý rozpod�lu, ale sil~-

n�x� zm�ni ÝÝ vigl�du, napriklad, poruxenn� simet-

r�Ý. Bude pokazano, wo pri 
~omu zale�n�st~ momen-

t�v v�d �ntensivnostixumu pro�vl�
 anomal~nu pove-

d�nku, vlastivu fazovomu peretvorenn� [2℄. Takimi

momentami 
 parametr por�dku �(t) � hx(t)i, avtoko-

rel�tor S(t) � h(Æx)

2

i, Æx(t) � x(t) � hx(t)i ta dvo-

qasova funk
�� �r�na G(t; t

0

) � hx(t)x(t

0

)i. Dl� spro-

wenn� mi budemo rozgl�dati 0-vim�rni� prost�r, u

�komu v�dsutn� zale�n�st~ v�d koordinati. Spoqatku

(rozd�l I.A) bude dosl�d�eno b�li� xum [3℄, a v rozd�l�

I.B | kol~orovi� xum [4℄.

A. B�li� xum

Zazviqa�, budemo vihoditi z r�vn�nn� Lan�evena

(137), u �komu mul~tipl�kativna funk
�� ma
 stepe-

nevi� vigl�d (160), a b�li� xum zada
t~s� korel�to-

rom (136). V�dpov�dno do 
~ogo, korel�tor ampl�tudi

mul~tipl�kativnogo xumu g(x(t)) ta poqatkovoÝ fun-

k
�Ý �(t

0

) p�dpor�dkovu
t~s� umov�

hg(x(t))�(t

0

)i = 0; t 6= t

0

: (229)

Useredn��qi r�vn�nn� Lan�evena, dl� perxogo mo-

mentu oder�u
mo _� = hf(x)i, de hf(x)i 6= f(�). Sila

f(x) = ��F (x)=�x zada
t~s� v�l~no� ener��
� Lan-

dau (165), de parametr " v�d�gra
 rol~ bezrozm�rnoÝ

temperaturi, v�drahovanoÝ v�d kritiqnogo znaqenn�.

Userednenn� takoÝ sili da
 skladovu hx

3

i, �ka zvo-

dit~s� do rozkladu za kumul�ntami �hx

2

i � �(�

2

+

S). �k nasl�dok, evol�
��ne r�vn�nn� parametra po-

r�dku nabira
 vigl�du

_� = �

�

" � �

2

�

� 3�S; (230)

de �, S 
 funk
��mi qasu t.

V�dpov�dno do (136) ta (229) ma
mo

hg(x(t))x(t

0

)�(t)i = hg(x(t))x(t

0

)ih�(t)i

+hg(x(t))�(t)i�(t

0

) + hg(x(t))ihx(t

0

)�(t)i = 0:

Tod� r�vn�nn� dl� dvoqasovogo korel�tora ma


formu

�

�t

G(t; t

0

) = f"� 3[�

2

(t) + S(t)℄gG(t; t

0

): (231)

Ot�e, problema pol�ga
 u znahod�enn� r�vn�nn�

dl� var��
�Ý S � hx

2

i � �

2

. Vikoristovu�qi sp�vv�d-

noxenn� dx

2

� (x + dx)

2

� x

2

, de dx viznaqa
t~s�

stohastiqnim diferen
��l~nim r�vn�nn�m (131), dl�

hx

2

i oder�u
mo

d

dt

hx

2

i = 2hxf(x)i + hg

2

(x)i: (232)

P�dstavl��qi s�di viznaqenn� mul~tipl�kativnoÝ

funk
�Ý ta determ�n�stiqnoÝ sili, prihodimo do se-

redn~ogo hx

2a

i z drobovim stepenem, �ke sl�d roz-

klasti za standartnimi kumul�ntami.

1. Obqislenn� drobovogo seredn~ogo

Dopovnimo vih�dni� rozpod�l P (x) dopom��nim

P

q

(x), 0 < q < 1 na osnov� zv'�zku

x

q

P (x)dx � yP

q

(y)dy: (233)

2
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Tod� normovani� rozpod�l P

q

(y) novoÝ stohastiqnoÝ

zm�nnoÝ y � x

q


 takim:

P

q

(y) = q

�1

y

(1�q)=q

P (y

1=q

): (234)

Uvod�qi poznaqenn� h: : :i

q

dl� seredn~ogo za P

q

(y) ta

h: : :i za P (x), oder�u
mo

hx

q

i = hyi

q

; (235)

hx

q

i �

Z

x

q

P (x)dx;

hyi

q

� q

�1

Z

yy

(1�q)=q

P (y

1=q

)dy:

Takim qinom, vikoristann� rozpod�lu (234) dozvol�


zna�ti seredn
 v�d stepenevoÝ funk
�Ý x

q

z drobovim

pokaznikom q < 1.

Odnor�dna funk
�� rozpod�lu samopod�bnoÝ stohas-

tiqnoÝ sistemi ma
 asimptotiku [5℄:

P (x) ' Ax

�2a

; A �

1

2

j1� 2aj b

j1�2aj

; (236)

de stala normuvann� A zada
t~s� parametrom obr�-

zann� b! 0:

2

1=b

Z

b

P (x)dx = 1: (237)

Zastosuvann� (236) dl� 
�logo n > 0 da


hx

nq

i � A

Z

x

nq

x

�2a

dx

= A(1� 2a+ nq)

�1

x

1�2a+nq

: (238)

Tod� z (235) vipliva


hx

nq

i = �

n

(q)hx

n

i

p

n

(q)

; (239)

de pokaznik p

n

(q) ta mno�nik �

n

(q) zada�t~s� vira-

zami:

p

n

(q) =

1� 2a+ nq

1� 2a+ n

;

�

n

(q) = A

n(1�q)

(1�2a+n)

p

�1

n

(q) (1� 2a+ n)

p

n

(q)�1

: (240)

Teper mi mo�emo sformul�vati r�vn�nn� dl� av-

tokorel�tora S = hx

2

i��

2

, �ke �runtu
t~s� na (232),

(239), (240). Zg�dno z rozgl�dom, provedenim u rozd�l�

I.B qastini I, poved�nka sistemi z mul~tipl�kativ-

nim xumom viznaqa
t~s� pokaznikom a, pov'�zanim z

fraktal~no� vim�rn�st� fazovogo prostoru D sp�v-

v�dnoxenn�m (55). Pri 1=2 < a < 1, koli fraktal~na

vim�rn�st~ D < 1, sistema zav�di nevpor�dkovana, �

ÝÝ poved�nka zada
t~s� lixe funk
�
� G(t; t

0

) ta av-

tokorel�toromS(t). Perxi� viznaqa
t~s� r�vn�nn�m

(231), a dl� drugogo z urahuvann�m (232), (239), (240)

ma
mo

_

S = 2S(" � 3S) + �

2

S

p

2

; (241)

�

2

� �

2

(a) = A

2(1�a)p

2

p

�p

2

2

;

p

2

� p

2

(a) = (3� 2a)

�1

;

de pokladeno q = a, n = 2. V d�l�n
� 0 < a < 1=2,

de fraktal~na vim�rn�st~ D > 1, sistema mo�e buti

vpor�dkovano�, � zam�st~ (241) oder�u
mo

_

S = 2S

�

"� 3(�

2

+ S)

�

+ �

1

�

p

1

; (242)

�

1

� �

1

(2a) = A

(1�2a)p

1

p

�p

1

1

;

p

1

� p

1

(a) = [2(1� a)℄

�1

;

de q = 2a, n = 1.

2. Nevpor�dkovana sistema

Ce� vipadok real�zu
t~s� dl� pokaznika a > 1=2,

koli fraktal~na vim�rn�st~ D < 1 � evol�
�� sis-

temi zada
t~s� r�vn�nn�mi (241), (231), wo vizna-

qa�t~ qasov� zale�nost� odno- ta dvoqasovogo kore-

l�tor�v S(t), G(t; t

0

). Formu perxoÝ z nih podano na

ris. 1a, z �kogo baqimo, wo S(t) monotonno zrosta
 do

sta
�onarnogo znaqenn� S

0

, viznaqenogo r�vn�nn�m

" � 3S

0

+ (�

2

=2)S

p

2

�1

0

= 0: (243)

U grani
� S � 1, koli S

p

2

� S � S

2

, r�vn�nn� (241)

da
 stepenevu formu qasovoÝ zale�nosti:

S(t) = Bt

1=(1�p

2

)

;

B �

�

A

2(1�a)

p

2

(1� p

2

)

�

p

2

=(1�p

2

)

;

p

2

� (3 � 2a)

�1

; (244)

de pokladeno S(t = 0) = 0: U protile�nomu raz�

S

0

� S � S

0

ma
mo eksponen
��nu zale�n�st~ (S �

S

0

) / e

��t

, � � 6(2 � p

2

)S

0

� 2(1 � p

2

)". Zg�dno z

(243), zrostann� temperaturi " monotonno zb�l~xu


sta
�onarnu veliqinu S

0

v�d m�n�mal~nogo znaqenn�

(�

2

=6)

1=(2�p

2

)

(div. ris. 1b).

Qasovu zale�n�st~ korel�tora G(t; 0), wo viznaqa-


t~s� rozv'�zkom r�vn�nn� (231), podano na ris. 2 pri

r�znih pokaznikah a, temperaturah " ta odnakovih po-

qatkovih umovah. Harakterno, wo korel�tor G(t; 0)

3
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spoqatku dos�ga
 maksimumu, a pot�m monotonno spa-

da
 do nul�. Zrostann� " ta a p�dsil�
 zaznaqeni�

maksimum.

Ris. 1. Poved�nka avtokorel�tora pri a > 1=2: a) qa-

sova zale�n�st~ S(t) (kriv� 1, 2, 3 v�dpov�da�t~ a = 0:6,

" = 0:2; a = 0:6, " = 0:4; a = 0:9, " = 0:2); b) sta
�o-

narna toqka S

0

zale�no v�d temperaturi " dl� dek�l~koh

znaqen~ pokaznika a.

� �� �� �� �� �� ��

���

���

���

���

���

G  (t,0 )

t

�

�

�

Ris. 2. Qasova zale�n�st~ �r�n�vs~koÝ funk
�Ý v domen�

a > 1=2 dl� dek�l~koh znaqen~ pokaznika a ta tempera-

turi " (kriv� 1, 2, 3 v�dpov�da�t~ a = 0:6, " = 0:4; a = 0:6,

" = 0:2; a = 0:9, " = 0:4.

3. Upor�dkovana sistema

Teper rozgl�n~mo vipadok a < 1=2, �ki� v�dpov�da


fraktal~n�� vim�rnost� fazovogo prostoru D > 1.

Pri 
~omu poved�nka sistemi zada
t~s� diferen
��-

l~nimi r�vn�nn�mi (230), (231), (242), dl� anal�zu

�kih do
�l~no skoristatis� metodom fazovoÝ plo-

wini. �k vidno z fazovogo portreta na ris. 3a, pri

malih temperaturah " 
 lixe odna prit�guval~na

toqka �

0

= 0, S

0

= "=3. Zrostann� " privodit~

do b�furka
�Ý v toq
� �




= [(2 � p

1

)(4 � p

1

)

�1

"

0

℄

1=2

,

S




= (2=3)(4� p

1

)

�1

"

0

, wo v�dpov�da
 temperatur�

"

0

=

4� p

1

2� p

1

�

3

8

(2 � p

1

)�

1

�

2=(4�p

1

)

: (245)

Ris. 3. Fazov� portreti pri a > 1=2: a) a = 0:3, " = 0:2;

b) a = 0:3, " = 0:4.
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�k sv�dqit~ ris. 4, znaqenn� "

0

nesk�nqenno zrosta


z nabli�enn�m pokaznika a do kritiqnoÝ veliqini

a = 1=2. Koordinati s�dla ta vuzla, wo stvor��t~s�

vnasl�dok b�furka
�Ý, viznaqa�t~s� r�vn�nn�mi:

"� �

2

0

� (3=4)�

1

�

p

1

�2

0

= 0;

S

0

= (4�

1

)

�1

(" � 3S

0

)

(p

1

=2)�1

; (246)

�k� vipliva�t~ z (230), (242) pri _� = 0,

_

S = 0. Tem-

peraturn� zale�nost� sta
�onarnih znaqen~ �

0

, S

0

po-

dano na ris. 5, de xtrihova l�n�� v�dpov�da
 s�dlov��

toq
� S, a su
�l~na | vuzlov�� C.

��� ��� ��� ��� ���

���

���

���

���

���

a

ε
�

O rder

D iso rd er

Ris. 4. Fazova d��grama sistemi.

Harakterno, wo podani� pereh�d nale�it~ do per-

xogo rodu, tod� �k vih�dni� x

4

-poten
��l v�dpov�da


neperervnomu peretvorenn�. Takim qinom, pri ma-

lih znaqenn�h pokaznika mul~tipl�kativnogo xumu

(a < 1=2) fl�ktua
�Ý transformu�t~ r�d perehodu,

tod� �k pri a > 1=2 xum uzagal� prign�qu
 pro
es

upor�dkuvann� (div. [2℄).

Rozgl�n~mo qasov� zale�nost� osnovnih statistiq-

nih moment�v. Spoqatku proanal�zu�mo nevpor�dko-

vani� stan, wo v�dpov�da
 toq
� C

0

na ris. 3, u me�ah

velikih qasovih �nterval�v t !1. Na�vn�st~ sered-

n�h drobovogo por�dku v r�vn�nn� (242) ne dozvol�


vikoristovuvati zviqa�ni� metod pokaznik�v L�pu-

nova, wo v�dpov�da
 eksponen
��nim qasovim zale�-

nost�m. Ce mo�na ob��ti, vikoristavxi uzagal~nenu

eksponentu Call�sa [6℄:

e

qt

) exp

q

(t) � [1 + (1� q)t℄

1=1�q

; (247)

de parametr q v�d�gra
 rol~ pokaznika L�punova.

Vona p�dpor�dkovu
t~s� pravilu diferen
��vann�

�

�t

exp

q

(t) =

�

exp

q

(t)

�

q

� exp

q

q

(t): (248)

U grani
�h malih ta velikih qasovih �nterval�v ma-


mo asimptotiki:

lim

t!0

exp

q

(t)! 1 + t;

lim

t!1

exp

q

(t)! [(1� q)t℄

1=1�q

; (249)

perxu z �kih bude zastosovano dl� viznaqenn� mno�-

nik�v L�punova, a za dopomogo� drugoÝ vstanovl�
mo

�ndeks q. Harakterno, wo pri znaqenn�h parametra

q 6= 1 eksponenta Call�sa zm�n�
t~s� za stepenevim

zakonom u grani
� t!1.

Ris. 5. Sta
�onarn� stani sistemi pri a > 1=2: a) pa-

rametr por�dku � zale�no v�d temperaturi " pri r�znih

znaqenn�h a; b) avtokorel�tor S zale�no v�d tempera-

turi " pri r�znih znaqenn�h a.

5
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Budemo xukati rozv'�zki r�vn�n~ (230), (242) u vi-

gl�d�

�(t) = m exp

�

(t); S(t) = S

0

+ n exp

�

(t); (250)

de S

0

= "=3 v�dpov�da
 toq
� C

0

, �ndeksi �, � p�d-

l�ga�t~ viznaqenn�. Osk�l~ki mno�nik n viznaqa


veliqinu popravki v rozklad� (250), to v�n p�dpor�d-

kovu
t~s� umov� n� 1, tod� �k znaqenn� 
dinoÝ skla-

dovoÝ m mo�e buti dov�l~nim. Z f�ziqnogo pogl�du,


e oznaqa
, wo parametr por�dku povodit~s� nel�-

n��no, tod� �k avtokorel�tor | l�n��no. P�dstavl�-

�qi (250) u (230) ta vrahovu�qi skladov� ne viwe v�d

perxogo por�dku za ampl�tudami m;n� 1, ma
mo

3n exp

1��

�

(t) exp

�

(t) = �1: (251)

Tod�, vikoristovu�qi (249), u grani
� velikogo qaso-

vogo �ntervalu oder�u
mo

n

�1

= 3(1� �); � = 2: (252)

P�dstavl��qi (250) v (242), dl� m ta � znahodimo

exp

1��

�

(t)

�

2"n� �

1

m

p

1

exp

p

1

�

(t) exp

�1

�

(t)

�

= �n: (253)

Viwe zaznaqalos�, wo u grani
� malogo qasovogo �n-

tervalu funk
�� exp

1��

�

(t) zvodit~s� do 1 � dl� mno�-

nika L�punova oder�u
mo

3�

1

m

p

1

= �(1 + 2"): (254)

V�dpov�dno, u grani
� velikih masxtab�v qasu ma
mo

exp

p

1

�

(t) exp

�1

�

(t) = 
onst � p

�1

1

, zv�dki

� = 1 + p

1

� 1 + [2(1� a)℄

�1

: (255)

Takim qinom, u grani
� t!1 avtokorel�tor pr�mu


do st��kogo znaqenn� S

0

za g�perbol�qnim zakonom

S(t) = S

0

+ (2=3)(1� a)t

�1

; t!1: (256)

Parametr por�dku spada
 stepenevim qinom

�(t) = �

0

� [2(1� a)℄

2(1�a)

jmjt

�2(1�a)

; t!1; (257)

de ampl�tuda m poda
t~s� r�vn�nn�m (254).

Ot�e, pri malih v�dhilenn�h temperaturi v�d kri-

tiqnoÝ toqki (" < "

0

) sposter�ga
t~s� monotonni�

spad parametra por�dku �(t), tod� �k avtokorel�tor

povodit~s� nemonotonno (div. fazovi� portret na

ris. 3a). Skladn�xa poved�nka statistiqnih momen-

t�v u d�l�n
� " > "

0

, de b�furka
�� privodit~ do vpo-

r�dkuvann�. �k vidno z ris. 3b, fazova plowina roz-

d�l�
t~s� na dv� d�l�nki, wo v�dpov�da�t~ malim ta

velikim znaqenn�m parametra por�dku. U perx�� po-

ved�nka sistemi analog�qna do poperedn~ogo vipadku

" < "

0

. �kwo poqatkov� znaqenn� veliqin zabezpequ-

�t~ potrapl�nn� fazovoÝ toqki do d�l�nki, wo le-

�it~ pravoruq separatrisi, to sistema evol�
�onu


do prit�guval~nogo vuzla C. V�dpov�dna qasova za-

le�n�st~ na ris. 6 (div. krivu 2) pokazu
 kritiqne

upov�l~nenn� poblizu separatrisi C

0

SC na ris. 3b,

�ke pro�vl�
t~s� � v d�l�n
� nevpor�dkovanogo stanu

(kriva 1).

Ris. 6. Qasov� zale�nost� r�znih tra
ktor�� fazovogo

portreta ris.3: a) qasov� zale�nost� parametra por�dku

zobra�eno pri a = 0:3, " = 0:2 ta S(0) = 0 (kriv� 1, 2,

3 v�dpov�da�t~ �(0) = 0:057, �(0) = 0:066, �(0) = 1:0); b)

qasov� zale�nost� avtokorel�tora pri a = 0:3, " = 0:4

ta S(0) = 0 (kriv� 1, 2, 3 v�dpov�da�t~ �(0) = 0:057,

�(0) = 0:066, �(0) = 1:0).
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Provedeni� rozgl�d sv�dqit~ pro te, wo nel�n��na

poved�nka sistemi poblizu nevpor�dkovanogo stanu,

�ki� v�dpov�da
 toq
� C

0

, potrebu
 uzagal~nenn�

eksponenti L�punova v�dpov�dnim virazom Call�sa

(247). Poblizu vuzla C, �ki� v�dpov�da
 vpor�dko-

vanomu stanov�, parametr por�dku ta avtokorel�tor

nabuva�t~ sk�nqennih znaqen~, wo dozvol�
 vikoris-

tovuvati l�n��ne nabli�enn�. U rezul~tat� v eks-

ponent� (247) sta
 sutt
vo� lixe druga skladova,

wo poda
 �dro peretvorenn� Mell�na. Odnak �kwo

eksponenta Call�sa harakterizu
t~s� odnim znaqen-

n�m parametra q, to peretvorenn� Mell�na m�stit~

Ýh spektr:

�(t) = �

0

+

Z

m

q

t

q

dq; (258)

S(t) = S

0

+

Z

n

q

t

q

dq: (259)

P�dstavl��qi 
� viznaqenn� v l�nearizovan� r�v-

n�nn� (230), (242), dl� ampl�tud m

q

; n

q

� 1 oder-

�u
mo

�

q=t+ 2�

2

0

�

m

q

� 3�

0

n

q

= 0; (260)

h

4�

0

(" � �

2

0

) � �

1

�

p

1

�1

0

p

1

i

m

q

+

�

q=t+ 2("+ �

2

0

)

�

n

q

= 0: (261)

C� sistema ma
 rozv'�zok za umovi


 = (" + �

2

0

)

"

1�

s

1�

8�

2

0

(2" � �

2

0

)� 3�

1

�

p

1

0

p

1

" + 2�

2

0

#

; (262)

de vvedeno stalu 
 = �q=t. V rezul~tat� parametr po-

r�dku (258) ta avtokorel�tor (259) zm�n��t~s� po-

blizu vpor�dkovanoÝ toqki C tak:

�(t) = �

0

+m exp (�
t ln t) ; (263)

S(t) = S

0

+ n exp (�
t ln t) ; (264)

de ampl�tudi m, n v�dpov�da�t~ �ndeksov� q = �
t.

Qasov� zale�nost� funk
�Ý G(t; 0) zobra�eno na

ri
. 7. Koli " < "

0

, wo v�dpov�da
 fazovomu portretu

na ris. 3a, pri velikih poqatkovih znaqenn�h para-

metra por�dku �(0) sposter�ga
t~s� monotonne spa-

dann�, a z �ogo zmenxenn�m z'�vl�
t~s� maksimum

(div. ris. 7a). Taka poved�nka zalixa
t~s� pri pere-

hod� do upor�dkovanoÝ d�l�nki " > "

0

(ri
. 7b), wo

v�dpov�da
 fazovomu portretov� na ris. 3b.

Ris. 7. Qasova zale�n�st~ korel�tora G(t; 0): a)

a = 0:3, " = 0:2, S(0) = 0 (kriv� 1, 2, 3 v�dpov�da-

�t~ �(0) = 0:098, �(0) = 0:4, �(0) = 0:97); b) a = 0:3,

" = 0:4, S(0) = 0 (kriv� 1, 2, 3 v�dpov�da�t~ �(0) = 0:057,

�(0) = 0:066, �(0) = 1:0).

B. Kol~orovi� xum

Opisu�qi perehodi, �ndukovan� kol~orovimxumom

(p�drozd�l II.B.2 qastini I), mi pokazali, wo sistema

real�zu
 reversivni� pereh�d| upor�dkuvann� pro-

t�ka
 lixe pri znaqenn�h pokaznika mul~tipl�ka-

tivnogo xumu, obme�enih verhn�m � ni�n�m znaqen-

n�mi. Tut mi pobaqemo, wo pri vkl�qenn� korel�-


�� xumu statistiqna kartina, opisana v rozd�l� I.A,

tako� privodit~ do reversivnogo peretvorenn�, �ke,

odnak, v�dpov�da
 obme�enomu �ntervalov� tempera-

turi, a ne pokaznika. Na v�dm�nu v�d sta
�onarnogo

vipadku d-vim�rnogo prostoru, rozgl�nutogo v [2,7{9℄,

budemo dosl�d�uvati evol�
�� 0-vim�rnoÝ sistemi

[4℄.

�k � ran�xe, opixemo stohastiqnu sistemu r�vn�n-

n�m Lan�evena (137), u �komu sila zada
t~s� v�l~-

no� ener��
� (165), mul~tipl�kativna funk
�� ma


vigl�d (160), a xum poda
t~s� pro
esom Ornxta�na{

7
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Ulenbeka (189). Vikoristovu�qi nabli�enn� un�f�-

kovanoÝ aproksima
�Ý kol~orovogo xumu, oder�u
mo

do r�vn�nn� (192), userednenn� �kogo da


h�(x) _xi = hf(x)i: (265)

P�dstavl��qi s�di viraz (191) dl� �(x) ta vino-

s�qi znak poh�dnoÝ za qasom za userednenn�, p�sl�

rozkladu za kumul�ntami otrimu
mo

[�+ �(�

2

+ S)℄ _� + ��

_

S = �(" � �

2

) � 3�S; (266)

de vvedeno poznaqenn�:

� = 1� "� (1� a); � = � (3� a): (267)

Dl� konstru�vann� r�vn�nn� avtokorel�tora viko-

ristovu
mo dopom��ni� stohastiqni� pro
es dy �

�dx, dl� �kogo vrahuvann� skladovih odnogo po-

r�dku za dt da
 dy

2

� (y + dy)

2

� y

2

= �

2

dx

2

+

(2��=3)dx

4

+ (�=3)

2

dx

6

. Nehtu�qi vneskom x

6

� 1,

oder�u
mo r�vn�nn�

2��

�

�+ 4�

�

1

3

�

2

+ S

��

_� + �[�+ 4�(�

2

+ S)℄

_

S

= 2

h

�"(�

2

+ S) �

�

��

�"

3

�

(�

4

+ 6�

2

S + 3S

2

)

i

+hx

2a

i; (268)

de ostann�� qlen zada
t~s� virazom (239).

1. Nevpor�dkovana sistema

�k � dl� b�logo xumu, nevpor�dkovana sistema rea-

l�zu
t~s� v d�l�n
� pokaznik�v a > 1=2, wo v�dpov�da


fraktal~n�� vim�rnost� D < 1. Evol�
�� takoÝ sis-

temi zada
t~s� r�vn�nn�m

_

S

�

�

2

+ 2�S

�

= S

�

" � S

�

3�

"�

�

��

+ �

2

S

p

2

; (269)

rozv'�zann� �kogo podano na ris. 8. Baqimo, wo av-

tokorel�tor monotonno dos�ga
 sta
�onarnogo stanu,

viznaqenogo r�vn�nn�m

"�

�

3�

"�

�

�

S

0

+ �

2

S

p

2

�1

0

= 0; (270)

de S

0

6= ��=4�. Na ris. 9 navedeno zale�n�st~ sta
�o-

narnih stan�v v�d temperaturi " ta qasu korel�
�Ý � .

Baqimo, wo zrostann� oboh parametr�v ", � zb�l~xu


sta
�onarne znaqenn� S

0

.

0 2 4 6 8

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

S
0

S

t

Ris. 8. Qasova zale�n�st~ avtokorel�tora S pri

" = 0:6, � = 0:5, a = 0:8.

Ris. 9. Sta
�onarn� stani sistemi pri a = 0:8: a) za-

le�n�st~ S

0

v�d keruval~nogo parametra pri r�znih � ;

b) zale�n�st~ S

0

v�d qasu korel�
�Ý xumu pri r�znih ".

Pri malomu qas� t � 1 real�zu
t~s� grani
� S �

1, u �k�� S

p

2

� S � S

2

, � r�vn�nn� (269) privodit~

do stepenevoÝ zale�nosti

S = Bt

1

1�p

2

; B =

�

2(1� p

2

)�

2

�

�

1

1�p

2

; t! 0: (271)
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U protile�nomu raz� S � S

0

� S

0

ma
mo eksponen-


��nu poved�nku

S � S

0

/ e

��t

;

� =

�" + S

0

(3 � "�=�)� �

2

p

2

�=2 + 2�S

0

; t!1: (272)

2. Upor�dkovana sistema

Pere�d�mo do vipadku a < 1=2, koli fraktal~na

vim�rn�st~ D > 1 � sistema upor�dkovu
t~s�. Tod� ÝÝ

dinam�ka opisu
t~s� r�vn�nn�mi:


(�; S) _� = �[�� �

2

� 3S℄[�+ 4�(�

2

+ S)℄

�2��

h

"(�

2

+ S) �

�

1�

�"

3�

�

(�

4

+ 6�

2

S + 3S

2

)

i

����

1

�

p

1

+1

; (273)

�(�; S)

_

S =

h

"(�

2

+ S) �

�

1�

�"

3�

�

(�

4

+ 6�

2

S + 3S

2

)

i

�[�+ �(�

2

+ S)℄ � �

2

�

�+ 4�

�

�

2

3

+ S

��

[" � �

2

� 3S℄

+[�+ �(�

2

+ S)℄�

1

�

p

1

; (274)

wo viznaqa�t~ parametr por�dku ta avtokorel�tor.

Tut mno�niki, �k� zada�t~ xvidk�st~ zm�ni veli-

qin, ma�t~ vigl�d:


(�; S) = [�+ �(�

2

+ S)℄[�+ 4�(�

2

+ S)℄

� 2�

2

�

�

�+ 4�

�

�

2

3

+ S

��

; (275)

�(�; S) =

h

�

2

+ 2�(�

2

+ S)

i

[�+ �(�

2

+ S)℄

� ��

2

�

�+ 4�

�

�

2

3

+ S

��

: (276)

Oder�ana sistema diferen
��l~nih r�vn�n~ roz-

v'�zu
t~s� metodom fazovoÝ plowini, vikoristann�

�kogo pokazu
, wo zafarbovuvann� xumu nesutt
vo

zm�n�
 vigl�d fazovogo portreta, navedenogo na

ris. 3. Rozgl�n~mo spoqatku sta
�onarni� stan, u

�komu _� = 0,

_

S = 0. Malim znaqenn�m parametra

" v�dpov�da
 
dina osobliva toqka z koordinatami

�

0

= 0; S

0

=

1� "� (1 � a)

1� 2"� (1� 2a=3)

"

3

; (277)

wo harakterizu�t~ nevpor�dkovani� stan. Pod�bno

do b�logo xumu p�dviwenn� parametra " privodit~

do b�furka
�Ý v toq
� " = "

0

. U rezul~tat� vinika�t~

s�dlo ta vuzol z koordinatami, wo zada�t~s� r�vn�n-

n�mi:

[�� �

2

0

� 3S

0

℄[�+ 4�(�

2

0

+ S

0

)℄

= 2�

h

"(�

2

0

+ S

0

) �

�

1�

�"

3�

�

(�

4

0

+ 6�

2

0

S + 3S

2

0

)

i

+���

1

�

p

1

0

; (278)

h

"(�

2

0

+ S

0

)�

�

1�

�"

3�

�

(�

4

0

+ 6�

2

0

S

0

+ 3S

2

0

)

i

�[�+ �(�

2

0

+ S

0

)℄ = �

2

0

�

�+ 4�

�

�

2

0

3

+ S

0

��

�[" � �

2

0

� 3S

0

℄� [�+ �(�

2

0

+ S

0

)℄�

1

�

p

1

0

: (279)

Zg�dno z fazovo� d��gramo� na ris. 10, pri veli-

kih pokaznikah a zrostann� qasu korel�
�� xumu �

monotonno zvu�u
 d�l�nku vpor�dkuvann�. Z �nxogo

boku, zmenxenn� znaqenn� a zabezpequ
 nemonotonne

rozxirenn� d�l�nki vpor�dkuvann�, tak wo pri sta-

lomu qas� � zrostann� "

0

privodit~ spoqatku do vpo-

r�dkuvann�, a pot�m do rozupor�dkuvann�. Takim qi-

nom, pri znaqenn�h parametra korel�
�Ý � , obme�e-

nih zverhu � znizu, upor�dkovani� stan vinika
 ta-

ko� na sk�nqenomu v�dr�zku znaqen~ temperaturi ".

�nakxe ka�uqi, fazovi� pereh�d pro�vl�
 reversiv-

ni� harakter, odnak, na v�dm�nu v�d perehodu, �ndu-

kovanogo xumom, obme�ena d�l�nka parametr�v sis-

temi v�dpov�da
 vpor�dkovanomu stanov�. Na�b�l~xe


e pro�vl�
t~s� na temperaturnih zale�nost�h sta-


�onarnih znaqen~ parametra por�dku (ris. 11a) ta

avtokorel�tora (ris. 12a), tod� �k na v�dpov�dnih za-

le�nost�h v�d qasu korel�
�Ý (div. ris. 11b, 12b) re-

versivni� harakter perehodu ne pro�vl�
t~s�.

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

d
is

o
rd

e
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e
r

ε
0

τ

 a = 0.1

 a = 0.2

 a = 0.3

Ris. 10. Fazova d��grama sistemi.

Dosl�d�enn� evol�
�Ý sistemi poblizu sta
�onar-

nih toqok dos�ga
t~s� vikoristann�m eksponenti

Call�sa (250) ta peretvoren~ Mell�na (258), (259),

uvedenih u p�drozd�l� I.A.3. Poblizu sta
�onarnoÝ

toqki, wo v�dpov�da
 nevpor�dkovan�� faz�, dl� amp-

l�tud zale�noste� (250) oder�u
mo

9
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m

p

1

=

(� + �S

0

)(� + 4�S

0

)

���

1

;

n =

1

��p

1

(�+ �S

0

)(� + 4�S

0

)

�=2� " + 2�S

0

; (280)

tod� �k pokazniki viznaqa�t~s� virazami (252)

(255), wo v�dpov�da�t~ asimptotikam �(t) / t

�2(1�a)

,

S(t) / t

�1

, vlastivim b�lomu xumu. �z fazovogo port-

reta, navedenogo na ris. 3b, vidno,wo vpor�dkuvann�

sistemi potrebu
 pereviwenn� poqatkovim znaqen-

n�m parametra por�dku kritiqnoÝ veliqini �




, �ka

v�dpov�da
 peretinann� separatrisi z v�ss� abs
is.

Zg�dno z ris. 13 zrostann� qasu korel�
�Ý privodit~

lixe do slabkogo zb�l~xenn� kritiqnogo znaqenn�

�




. Dosl�d�enn� evol�
�Ý sistemi poblizu vpor�d-

kovanogo stanu pokazu
, wo, nezva�a�qi na znaqne

uskladnenn� formal�zmu, zafarbovuvann� xumu ne

zm�n�
 vigl�du zale�noste� (263), (264).

Takim qinom, zafarbovuvann� xumu privodit~ do

�k�snoÝ zm�ni harakteru fazovogo perehodu, �ki� sta


reversivnim. Odnak osk�l~ki klas un�versal~nosti

ne zm�n�
t~s�, to dinam�ka sistemi ne zazna
 �k�s-

nih zm�n.

Ris. 11. Sta
�onarn� stani sistemi pri a = 0:2; a) pa-

rametr por�dku zale�no v�d temperaturi; b) parametr

por�dku zale�no v�d qasu korel�
�Ý xumu (tonk� l�n�Ý v�d-

pov�da�t~ s�dlov�� sta
�onarn�� toq
�, tovst� | prit�gu-

val~nomu vuzlu).

Ris. 12. Sta
�onarn� stani sistemi pri a = 0:2; a) av-

tokorel�tor zale�no v�d temperaturi; b) avtokorel�tor

zale�no v�d qasu korel�
�Ý xumu (tonk� l�n�Ý v�dpov�da-

�t~ s�dlov�� sta
�onarn�� toq
�, tovst� | prit�guval~-

nomu vuzlu).

0.0 0.1 0.2 0.3

0.00

0.05

0.10

0.15

η
c

τ

 a = 0.25

 a = 0.2

 a = 0.1

Ris. 13. Kritiqne znaqenn� parametra por�dku �




za-

le�no v�d qasu korel�
�Ý xumu � pri " = 0:5 ta r�znih

pokaznikah mul~tipl�kativnogo xumu a.

II. KRITIQN�ST^, �KA

SAMOORGAN�ZOVU�T^S�

Odnim �z osnovnih u�vlen~ suqasnoÝ f�ziki 
 kon-


ep
�� fazovogo perehodu, zg�dno z �ko� mala zm�na

10
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keruval~nogo parametra (napriklad, temperaturi)

mo�e privesti do �k�snoÝ perebudovi sistemi, �kwo

zovn�xn�� vpliv zabezpequ
 kritiqne znaqenn� 
~ogo

parametra. Osnovna osobliv�st~ fazovogo perehodu

pol�ga
 v tomu, wo v�n rozviva
t~s� kritiqno |

utvorenn� novoÝ fazi privodit~ do samopod�bnoÝ

strukturi, u �k�� v�dsutn�� harakterni� masxtab

[10℄. Formal~no vlastiv�st~ samopod�bnosti vira�a-


t~s� odnor�dn�st� funk
�Ý rozpod�lu P (x) za ampl�-

tudo� x g�drodinam�qnoÝ modi, wo v�dpov�da
 za vpo-

r�dkuvann�:

P (x=x




) = x

�




P (x): (281)

Zg�dno z (281), zm�na masxtabu x




vipadkovoÝ veli-

qini x privodit~ do mul~tipl�kativnoÝ zm�ni �mo-

v�rnosti ÝÝ real�za
�Ý P , �ka harakterizu
t~s� pokaz-

nikom � . Uvod�qi masxtabnu zm�nnu y � x=x




ta

funk
�� rozpod�lu P(y) � y

�

P (y), mo�na perepisati

(281) u vigl�d�

P (x) = x

��

P(y); (282)

z �kogo vipliva
 osnovna vlastiv�st~ samopod�bnih

sistem: u me�� velikih ta malih znaqen~ stohastiq-

noÝ zm�nnoÝ x, koli funk
�� P(y) mo�na poklasti

stalo�, rozpod�l P (x) nabira
 stepenevogo vigl�du.

�k � vs� fazov� perehodi, pro
es samoorgan�za
�Ý

potrebu
 �ntensivnogo zovn�xn~ogo vplivu. Ostann�m

qasom, odnak, vi�vleno bezl�q sistem, u �kih samo-

organ�za
�� prot�ka
 spontanno. �skravim pro�vom

takoÝ poved�nki, v�domim �k kritiqn�st~, �ka samo-

organ�zovu
t~s� (SOK), 
 zemletrusi ta sn�gov� la-

vini. Okr�m togo, re�im SOK pro�vl�
t~s� pri te-

q�Ý sipkih mater��l�v nahileno� poverhne� (v�doma

model~ sandpile) [11{14℄, prirodnomu v�dboru v b�o-

log�qnih sistemah [15℄, l�sovih po�e�ah, prot�kann�

r�dini v poristih seredoviwah � t. �n. (div. [16℄).Sut-

t
va osobliv�st~ SOK pol�ga
 v pererivqastomu ha-

rakter� pro
esu, wo v�dpov�da
 re�imov� perem�xu-

vann�: osnovni� qas disipa
�� protid�
 spontannomu

nakopiqenn� ener��Ý, � sistema perebuva
 v peredkri-

tiqnomu stan�; spontanno mo�e viniknuti nekompen-

sovane nakaquvann� ener��Ý, �ke privodit~ do samo-

organ�za
�Ý; p�sl� 
~ogo prot�gom qasu s v�dbuva
t~s�

rozr�dka nakopiqenoÝ ener��Ý, pro �ku govor�t~ �k

pro lavinu rozm�rom s. Taka poved�nka sistemi, wo

samoorgan�zovu
t~s�, viznaqa
t~s� funk
�
� rozpo-

d�lu tipu (282)

P (s) = s

��

P(x);

x � s=s




: (283)

Tut kritiqni� rozm�r s




pov'�zani� �z rozm�rom sis-

temi L ta harakternim qasom t




� L

z

sp�vv�dnoxen-

n�m s




� L

D

� t

D=z




, D | fraktal~na vim�rn�st~,

z | dinam�qni� pokaznik. Zg�dno z [17℄, tipov� zna-

qenn� zaznaqenih pokaznik�v stanovl�t~ � = 3=2,

D = 4, z = 2. Z �nxogo boku, ske�l�n�ov� sp�vv�dno-

xenn�, dopovnen� r�vn�nn�m spri�n�tlivosti ta se-

redn~ogo rozm�ru lavini, da�t~ virazi [17℄

� = 1 +

z

D

;

� = 2

�

1�

1

D

�

: (284)

Odnim z na�b�l~x rozvinutih metod�v, �k� dozvol�-

�t~ podati osnovn� osoblivost� SOK, 
 pol~ova shema

[17,18℄, u me�ah �koÝ rol~ parametra por�dku v�d�gra


gustina aktivnih vuzl�v �

a

, a keruval~ni� parametr

zvodit~s� do pol� gustini ener��Ý �, �ke zber�ga
t~s�.

Re�im SOK poda
t~s� �k rezul~tat konkuren
�Ý m��

�ntensivnost�mi nakaquvann� ener��Ý h ta disipa
�Ý

�. Na poved�n
� sistemi kritiqno zumovl�
t~s� na-

�vn�st~ zakonu zbere�enn�: ener��� ne znika
, koli

h = � = 0, a v model� sandpile nakaqu
t~s� v sis-

temu, zabezpequ�qi sta
�onarni� re�im pri � > h,

h! +0, �! +0. Perxi� vipadok harakterizu
 kri-

tiqni� stan [17,18℄, u �komu neodnor�dn�st~ poqat-

kovogo rozpod�lu ener��Ý privodit~ do nemarkovs~-

koÝ skladovoÝ ta prostorovoÝ zale�nosti parametr�v

zadaq�. Pri vim�rnost�, wo pereviwu
 kritiqne zna-

qenn� d




= 4, 
e� vipadok zvodit~s� do kartini fa-

zovogo perehodu Landau, u me�ah �koÝ �

a

� (� � �




)

dl� aktivnogo stanu (� > �




) ta �

a

= 0 | dl� pogli-

na�qogo (� < �




). Prin
ipovo �nxu kartinu sposte-

r�ga
mo v sistemah, wo v�dpov�da�t~ model� sandpile,

�ka pripuska
 take nakaquvann� ener��Ý h! +0, wo ÝÝ

gustina dos�ga
 kritiqnogo znaqenn� �




. U 
~omu raz�

seredn� gustina aktivnih vuzl�v nabira
 vigl�du

h�

a

i = h=�, tak wo spri�n�tliv�st~ �

0

� �h�

a

i=�h

dor�vn�
 �

0

= �

�1

. U rezul~tat� funk
�� v�dguku na

velikih v�dstan�h r 
 tako�: �(r) � r

2�d

e

�r=�

, de

d | vim�rn�st~ prostoru, � � �

�1=2

| korel�
��na

dov�ina, �ka ne zvodit~s� do harakternogo rozm�ru

L � �

�1=�

. Poved�nka sistemi, wo viznaqa
t~s� umo-

vami sta
�onarnosti � transl�
��noÝ �nvar��ntnosti

[18℄, harakterizu
t~s� naborom kritiqnih pokazni-

k�v � = 
 = Æ = 1, � = 2, � = 1=2, � = 0, vlastivih

teor�Ý seredn~ogo pol� [17℄.

Torka�qis~ �nxih p�dhod�v, zaznaqimo, wo b�l~-

x�st~ �z nih bula zastosovana do na�popul�rn�xoÝ

ta prostoÝ model� sandpile, �ku dosl�d�eno �k anal�-

tiqno [19,20℄, tak � qisel~no [21{23℄. Anal�tiqne zob-

ra�enn� zvodit~s�, �k pravilo, do pol~ovih meto-

d�v, perxi� z �kih [24℄ �runtu
t~s� na nel�n��nomu

r�vn�nn� difuz�Ý. Odnak vikoristann� odnoparamet-

riqnogo p�dhodu ne dozvol�
 vrahuvati osnovnu osob-

liv�st~ sistem, �k� samoorgan�zovu�t~s�, | samouz-

god�eni� harakter dinam�ki lavin, zumovleni� zvo-

rotnim zv'�zkom m�� v�dkrito� sistemo� ta navko-

lixn�m seredoviwem. Zm�stovn�xu kartinu da
 vi-

koristann� dvoparametriqnih shem [12,13,25℄.Ce do-

s�ga
t~s� za dopomogo� kal�bruval~nih pol�v (tipu

xvidkosti ruhu p�sku ta visoti �ogo poverhn�) abo

11
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mater��l~nih pol�v, wo zvod�t~s� do k�l~kosti p�-

winok, wo ruha�t~s� (rozm�ru lavini) � t. �n. Viko-

ristann� teor�Ý seredn~ogo pol� pokazu
, wo samopo-

d�bni� re�im dinam�ki sipkogo seredoviwa v�dpov�-

da
 ad��batiqn�� poved�n
�, pri �k�� harakterni� qas

zm�ni parametra por�dku znaqno pereviwu
 v�dpo-

v�dni� masxtab keruval~nogo parametra. Povna kar-

tina samoorgan�za
�Ý potrebu
 vikoristann� tripa-

rametriqnogo p�dhodu.

C� qastinu prisv�qeno pol~ovomu zobra�enn�

SOK u me�ah standartnogo p�dhodu [26℄, �ki� viko-

ristovu
 �k kal�bruval~n�, tak � mater��l~n� kompo-

nenti.

Pokazano, wo, dosl�d�u�qi formuvann� odinoq-

noÝ lavini, sl�d vikoristovuvati perx� z 
ih kom-

ponent, rol~ �kih v�d�gra�t~ skladov� xvidkost� ta

nahil sipkoÝ poverhn� (div. rozd�li II.A | II.C).

�kwo nas 
�kavit~ povna kartina SOK, wo zvodi-

t~s� do rozpod�lu za rozm�rom lavin, to potr�bno

rozgl�dati mater��l~ne pole, �ke �vl�
 sobo� k�l~-

k�st~ ruhomih p�winok (rozd�li II.D ta II.E). Na os-

nov� naoqnih zobra�en~ u rozd�l� II.A rozvinuto sa-

mouzgod�enu teor�� sta
�onarnogo potokovogo stanu,

�ka zvodit~ zadaqu formuvann� odinoqnoÝ lavini do

ener��Ý, �ka zber�ga
t~s� v p�dhod� [18℄. Rozd�l II.B

prisv�qeno vrahuvann� aditivnih xum�v dl� kompo-

nent xvidkosti ta nahilu p�sku. Pokazano, wo zros-

tann� �ntensivnosti fl�ktua
�� privodit~ do po�vi

lavini nav�t~ pri v�dsutnost� nakaquvann� ener��Ý,

priqomu xum keruval~nogo parametra v�d�gra
 kri-

tiqnu rol~. Taki� fl�ktua
��ni� re�im harakte-

rizu
 vipadok h ! +0 [18℄, pri �komu rozpod�l pa-

rametra por�dku nabira
 stepenevogo vigl�du z 
�-

loqislovim pokaznikom. Osk�l~ki naspravd� 
e� po-

kaznik drobovi�, to v rozd�l� II.C provedeno uzagal~-

nenn� sistemi Loren
a, �ke da
 zmogu prirodnim

xl�hom opisati real~nu kartinu stvorenn� lavini.

Zg�dno z rozd�lom II.D, take uzagal~nenn� dozvol�


zobraziti poved�nku ansambl� lavin. Ce dos�ga
t~s�

na osnov� p�dhodu Edvardsa [27,28℄, �ki�, za analog�
�

�z zviqa�no� termodinam�ko�, opisu
 rozpod�l p�wi-

nok za ener���mi neaditivnoÝ sistemi [29℄. Take po-

dann� sta
 mo�livim pri vikoristann� drobovoÝ sis-

temi Loren
a, de rol~ parametra por�dku v�d�gra


rozm�r lavini, spr��ene pole zvodit~s� do neadi-

tivnoÝ skladnosti (
omplexity), a ener���, �ka ne zbe-

r�ga
t~s�, 
 keruval~nim parametrom. Zna�deno fa-

zovu d��gramu, wo viznaqa
 r�zn� d�l�nki poved�nki

sistemi zale�no v�d �ntensivnosti xum�v zaznaqe-

nih veliqin. U rezul~tat� z'�sovu
t~s�, wo rozpo-

d�l (283), vlastivi� SOK, zabezpequ
t~s� fl�ktu-

a
��mi ener��Ý ruhomih p�winok. Vikoristann� sto-

hastiqnoÝ sistemi v rozd�l� II.E pokazu
, wo 
e� roz-

pod�l 
, z odnogo boku, rozv'�zkom nel�n��nogo r�v-

n�nn� Fokkera{Planka, �ki� opisu
 poved�nku nea-

ditivnoÝ sistemi [29℄, a z drugogo | v�dpov�da
 dro-

bovomu r�vn�nn� Fokkera{Planka dl� pro
es�vLev�,

�k� harakterizu�t~s� dinam�qnim pokaznikom z 6= 2

[30℄. Z�stavlenn� rozv'�zk�v zaznaqenih r�vn�n~ pri-

vodit~ do netriv��l~nih zv'�zk�v m�� pokaznikom � u

rozpod�l� (283),fraktal~no� vim�rn�st�D fazovogo

prostoru, harakteristiqnim pokaznikom mul~tipl�-

kativnogo xumu, k�l~k�st� r�vn�n~, neobh�dnih dl�

zobra�enn� samopogod�enoÝ poved�nki sistemi v re-

�im� SOK, dinam�qnim pokaznikom z ta parametrom

neaditivnosti Call�sa.

A. Formuvann� sta
�onarnoÝ lavini

Neha� u dov�l~ni� moment qasu t poverhn� nahilu

p�sku zada
t~s� zale�n�st� y = y

t

(x). Tod� pot�k

p�sku opisu
t~s� gorizontal~no� ta vertikal~no�

komponentami xvidkosti _x � �x=�t, _y � �y=�t ta

nahilom poverhn� y

0

� �y=�x. U pripuwenn� disipa-

tivnogo harakteru evol�
�� zaznaqenih stepen�v v�-

l~nosti opisu
t~s� debaÝvs~kimi r�vn�nn�mi

d _x

dt

= �

_x

�

x

; (285)

d _y

dt

= �

_y

�

(0)

y

; (286)

dy

0

dt

=

y

0

e

� y

0

�

S

; (287)

de �

x

; �

(0)

y

� �

S

| qasi relaksa
�Ý komponent xvid-

kosti ta nahilu v�dpov�dno. Zg�dno z (285)|(287), u

stan� spoko� skladov� xvidkosti 
 _x = _y = 0, a

r�vnova�ni� nahil y

0

= y

0

e

6= 0 v�d�gra
 rol~ keru-

val~nogo parametra, znaqenn� �kogo zada
t~s� zov-

n�xn�mi umovami.

Osk�l~ki ruh p�winok uzdov� r�znih napr�mk�v ne


 nezale�nim, r�vn�nn� (285) sl�d dopovniti veliqi-

no� f = _y=
, wo stanovit~ silu r�dkogo tert� vzdov�

os� y (
 | k�netiqni� koef�
�
nt). U rezul~tat� oder-

�u
mo

�

x

�x = � _x + a

�1

_y; (288)

de a � 
=�

x

. Zg�dno z r�vn�nn�m difuz�Ý _y = Dy

00

, wo

harakterizu
t~s� koef�
�
ntom D, sila tert� vizna-

qa
t~s� krivizno� sipkoÝ poverhn�:

f = (D=
)y

00

: (289)

U sta
�onarnomu potokovomu stan� �x = 0 rozv'�zok

r�vn�nn� (288) viznaqa
 dotiqnu y = ax + 
onst, tak

wo sila tert� f = �

�1

x

_x propor
��na gorizontal~n��

komponent� xvidkosti p�sku. Vrahovu�qi zale�n�st~

(289) ta vikoristovu�qi pravilo diferen
��vann�

dy

0

=dt = _y

0

+ y

00

_x, z (287) otrimu
mo r�vn�nn� dl�

zm�ni nahilu:

�

S

_y

0

= (y

0

e

� y

0

)� (�

S

=D) _x _y: (290)

Pod�bno mo�na zna�ti r�vn�nn� dl� vertikal~noÝ

12
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komponenti xvidkosti:

�

y

�y = � _y +

�

y

�

x

y

0

_x;

1

�

y

�

1

�

(0)

y

 

1 +

y

0

e

a

�

(0)

y

�

x

!

: (291)

Tut mi znehtuvali vneskami viwih por�dk�v

prostorovo-qasovih poh�dnih ta vveli perenormova-

ni� qas relaksa
�Ý �

y

, zale�ni� v�d nahilu y

0

e

, �ki�

zada
t~s� zovn�xn�mi umovami.

R�vn�nn� (288), (290), (291) stanovl�t~ osnovu dl�

samouzgod�enogo opisu potoku p�sku. Õhn� v�dm�nna

osobliv�st~ pol�ga
 v tomu, wo pered nel�n��nimi

qlenami v (290), (291) sto�t~ r�zn� znaki, tod� �k

(288) l�n��ne. Ostann
 oznaqa
, wo na poqatkov�� sta-

d�Ý lavina poqina
 poxir�vatis~ uzdov� dotiqnoÝ

y = ax+ 
onst. znak \-" pered ostann�m qlenom u r�v-

n�nn� (290) mo�na rozgl�dati �k vi�v prin
ipu Le-

Xatel~
 | osk�l~ki zrostann� nahilu spri�
 for-

muvann� lavini, to komponenti xvidkosti _x ta _y

protid��t~ �ogo zb�l~xenn�. Pozitivni� zv'�zok _x

ta y

0

z _y u r�vn�nn� (291) 
 priqino� samoorgan�za
�Ý,

wo privodit~ do viniknenn� lavin.

U bezrozm�rnomu vigl�d� r�vn�nn� (288), (290),

(291) zvod�t~s� do sistemi Loren
a

_u = �u + v; (292)

� _v = �v + uS; (293)

Æ

_

S = (S

e

� S) � uv; (294)

de vvedeno parametri � � �

y

=�

x

; Æ � �

S

=�

x

,

masxtabovan� veliqini u� (�

y

=�

x

)

1=2

(�

S

=D)

1=2

_x,

v� (�

y

=�

x

)

1=2

(�

S

=D)

1=2

_y=a ta S � (�

y

=�

x

)y

0

=a 
 kom-

ponentami xvidkosti ta nahilom, toqka oznaqa


poh�dnu za bezrozm�rnim qasom t=�

x

. U zagal~nomu

vigl�d� sistema (292)|(294) ne ma
 anal�tiqnogo

rozv'�zku, ale pri � � 1; Æ � 1 mo�na vikoristati

ad��batiqne nabli�enn�, u me�ah �kogo l�v� qastini

r�vn�n~ (293), (294) poklada�t~s� r�vnimi nulev�.

U rezul~tat� prihodimo do zale�nosti S ta v v�d

gorizontal~noÝ xvidkosti u:

S =

S

e

1 + u

2

; v =

S

e

u

1 + u

2

: (295)

Z� zrostann�m u v �nterval� v�d 0 do 1 nahil S mono-

tonno spada
, a xvidk�st~ v zb�l~xu
t~s� (pri u > 1

ma
mo dv=du < 0, � pot�k p�sku sta
 turbulentnim).

P�dstanovka drugogo r�vn�nn� (295) v (292) da
 r�v-

n�nn� Landau{Halatnikova

_u = �

�E

�u

(296)

z k�netiqno� ener��
�

E =

u

2

2

�

S

e

2

ln

�

1 + u

2

�

: (297)

Pri S

e

< 1 zale�n�st~ E(u) 
 monotonno zrosta-

�qa, tak wo sta
�onarna xvidk�st~ u

0

= 0, i lavina

ne utvor�
t~s�. Taki� stan v�dpov�da
 poglinal~n��

struktur�, dosl�d�en�� u [18℄. �kwo nahil S

e

pere-

viwu
 kritiqne znaqenn� S




= 1, k�netiqna ener���

ma
 m�n�mum, wo v�dpov�da
 komponentam xvidkosti

u

0

= v

0

= (S

e

� 1)

1=2

ta nahilu S

0

= 1.

Podani� s
enar�� zada
 nadkritiqni� re�im for-

muvann� lavin, �ki� v�dpov�da
 fazovomu perehodu

drugogo rodu [25℄. Ce vipliva
 z rozvinenn� k�netiq-

noÝ ener��Ý (297) za stepen�mi u

2

, �ke privodit~ do

formuli Landau. V rezul~tat� dl� kritiqnih po-

kaznik�v oder�u
mo znaqenn� 
 = 1, Æ = 3, � = 1=2,

�k� zb�ga�t~s� z rezul~tatami teor�Ý seredn~ogo pol�

[17℄. Odnak pokaznik � = 1=2 u dva razi menxi�,

an�� u [17℄, osk�l~ki vikoristani� parametr por�dku

(xvidk�st~) ne zvodit~s� do k�l~kosti aktivnih vuz-

l�v.

Formuvann� lavin stanovit~ subkritiqni� re�im

samoorgan�za
�Ý, �komu v�dpov�da
 fazovi� pereh�d

perxogo rodu. Dl� vrahuvann� 
�
Ý obstavini pri-

pustimo, wo efektivni� qas relaksa
�Ý �

x

(u) zb�l~-

xu
t~s� v�d znaqenn� �

x

(1+m)

�1

, m > 0 do �

x

zg�dno

z r�vn�nn�m

�

x

�

x

(u)

= 1 +

m

1 + u

2

=u

2

�

; (298)

de 0 < u

�

< 1. Tod� k�netiqna ener��� (297) 
 sklado-

vo�

�E =

mu

2

�

2

ln

�

1 +

u

2

u

2

�

�

; (299)

a sta
�onarn� znaqenn� xvidkosti ma�t~ vigl�d

u

m

0

= u

00

�

1�

q

1 + u

2

�

u

�4

00

(S

e

� S




)

�

1=2

; (300)

2u

2

00

� (S

e

� 1) � S




u

2

�

; S




� 1 +m;

de verhn�� znak v�dpov�da
 nest��komu stanov� u

m

, pri

�komu k�netiqna ener��� E+�E ma
 maksimum, ni�-

n��| st��komu u

0

. V�dpov�dn� znaqenn� sta
�onarnogo

nahilu dor�vn��t~

S

�

=

1 + u

2

00

�

q

(1 + u

2

00

)

2

� (1� u

2

�

)S

e

1� u

2

�

: (301)

St��komu stanov� v�dpov�da
 menxe znaqenn� S

�

, �ke

plavno spada
 v�d veliqini

S

0

m

= 1 + u

�

p

m=(1 � u

2

�

) (302)
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pri

S

e

= S

0




; S

0




�

�

1� u

2

�

�

(S

0

m

)

2

; (303)

do graniqnogo znaqenn� S

�

= 1 pri S

e

!1. Zale�-

nost� u

0

; u

m

ta S

0

v�d S

e

podano na ris. 14.

Zg�dno z opisano� kartino�, formuvann� lavin

poda
 �skravo vira�ene g�sterezisne �viwe: seredo-

viwe, �ke spoqatku perebuva
 u stan� spoko�, poqi-

na
 ruh t�l~ki pri nahil�, wo pereviwu
 kritiqne

znaqenn� S




= 1+m, tod� �k nahil, wo v�dpov�da
 zu-

pin
� lavini, harakterizu
t~s� menxim znaqenn�m

S

0




(div. (302), (303)). Maksimal~no g�sterezis pro-

�vl�
t~s� v grani
� �

S

=�

x

! 0, a z� zb�l~xenn�m pa-

rametra ad��batiqnosti Æ � �

S

=�

x

petl� g�sterezisu

zvu�u
t~s�.Wo stosu
t~s� vikoristanoÝ viwe umovi

malosti v�dnoxenn� �

y

=�

x

� �, to �ogo zrostann� pri-

vodit~ do zm�ni fazovogo portreta lixe na stad�Ý

xvidkoÝ zm�ni veliqin, tod� �k un�versal~na d�l�nka

ne zm�n�
t~s�.

Ris. 14. Zale�n�st~ S

0

v�d (a) xvidkoste� u

e

, u

m

, (b)

r�vnova�nogo nahilu S

e

. Str�lki pokazu�t~ petl� g�ste-

rezisu.

B. Fl�ktua
��ne formuvann� lavini

Rozgl�n~mo vpliv aditivnih xum�v na skladov�

xvidkosti u, v ta nahil S. Z 
�
� meto� vve-

demo v prav� qastini r�vn�n~ (292)|(294) stohas-

tiqn� skladov� I

1=2

u

�, I

1=2

v

�, I

1=2

S

� (tut �ntensivnost�

I

u

, I

v

, I

S

vim�r��t~s� v odini
�h (�

x

=�

y

)(D=�

S

),

a

2

(�

x

=�

y

)(D=�

S

), a

2

(�

x

=�

y

) v�dpov�dno, �(t) | Æ-

korel~ovana stohastiqna zm�nna) [31℄. Tod� v me�ah

ad��batiqnogo nabli�enn� r�vn�nn� (293), (294) pri-

vod�t~ do qasovih zale�noste�

v(t) = �v + ~v�(t); S(t) =

�

S +

e

S�(t);

�v � S

e

ud(u); ~v �

p

I

v

+ I

S

u

2

d(u); (304)

�

S � S

e

d(u);

e

S �

p

I

S

+ I

v

u

2

d(u);

d(u) � (1 + u

2

)

�1

:

Tut determ�n�stiqn� skladov� zvod�t~s� do r�vn�n~

(295), a fl�ktua
��n� vipliva�t~ �z v�domoÝ vlas-

tivosti aditivnosti dispers�� �auss�vs~kih vipadko-

vih veliqin [31℄. Takim qinom, siner�etiqni� prin-


ip p�dpor�dkuvann� peretvor�
 aditivn� xumi ver-

tikal~noÝ skladovoÝ xvidkosti v ta nahilu S v mul~-

tipl�kativn�. V rezul~tat� virazi (292), (304), (304)

da�t~ r�vn�nn� Lan�evena

_u = f(u) +

p

I(u) �(t); f � �

�E

�u

; (305)

de sila f zada
t~s� ener��
� E, wo viznaqa
t~s�

formulo� (297), a efektivna �ntensivn�st~ xumu za-

da
t~s� r�vn�nn�m

I(u) � I

u

+

�

I

v

+ I

S

u

2

�

d

2

(u); (306)

�ke vipliva
 �z zaznaqenoÝ vlastivosti aditivnosti

�ntensivnoste� xum�v.Wob uniknuti neporozum�nn�,

sl�d v�dznaqiti, wo p�dstanovka (304), (304) u (292)

privodit~ do stohastiqnoÝ dobavki

h

I

1=2

u

+

�

I

1=2

v

+ I

1=2

S

u

�

d(u)

i

�(t); (307)

kvadrat ampl�tudi �koÝ v�dr�zn�
t~s� v�d efektiv-

noÝ �ntensivnosti xumu (306). Wob�l~xe, bezpose-

redn
 vikoristann� ad��batiqnogo nabli�enn� v r�v-

n�nn�h (293), (294) da
 fl�ktua
��n� dobavki za-

le�noste� (304) u vigl�d� ~v � (I

1=2

v

+ I

1=2

S

u)d(u),

e

S � (I

1=2

S

� I

1=2

v

u)d(u), wo v�dr�zn��t~s� v�d (304).

Ostann� z 
ih dobavok �vno nef�ziqna, osk�l~ki vi-

klika
 povnu kompensa
�� fl�ktua
�� nahilu

e

S pri

gorizontal~n�� skladov�� xvidkosti u =

p

I

S

=I

v

.

Formal~no� priqino� zaznaqenoÝ supereqnosti 
 ne-

mo�liv�st~ zastosuvati zviqa�n� metodi anal�zu do

r�vn�n~ Lan�evena (div. [31℄).
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R�vn�nn� Lan�evena (305) ma
 nab�r rozv'�z-

k�v, rozpod�l �kih zada
t~s� v�dpov�dnim r�vn�nn�m

Fokkera{Planka

�P (u; t)

�t

=

�

�u

�

�f(u)P (u; t) +

�

�u

[I(u)P (u; t)℄

�

:

(308)

U sta
�onarnomu stan� �mov�rn�st~ rozpod�lu P (u; t)

ne zale�it~ v�d qasu, � viraz, wo stoÝt~ u f�gurnih

du�kah pravoÝ qastini (308), zvodit~s� do nul�. V

rezul~tat� prihodimo do sta
�onarnogo rozpod�lu

P (u) = Z

�1

expf�U (u)g; (309)

de Z | normuval~na stala. Efektivna ener���

U (u) = ln I(u) �

u

Z

0

f(u

0

)

I(u

0

)

du

0

;

f � �

�E

�u

; (310)

viznaqa
t~s� poqatkovim znaqenn�m (297) ta �nten-

sivn�st� xumu (306). Komb�nu�qi 
� virazi, mo�na

zna�ti �vni� vigl�d zale�nosti U (u), odnak vona

nadto velika, wob ÝÝ navoditi tut. R�vn�nn�, wo vi-

znaqa
 polo�enn� ekstremum�v 
�
Ý zale�nosti ta

rozpod�lu P (u), ma
 vigl�d

x

3

� S

e

x

2

� 2I

S

x+ 4(I

S

� I

v

) = 0;

x � 1 + u

2

: (311)

Takim qinom, vigl�d rozpod�lu P (u) ne zale�it~

v�d �ntensivnosti xumu I

u

gorizontal~noÝ skladovoÝ

xvidkosti u i viznaqa
t~s� veliqino� nahilu S

e

ta

�ntensivnost�mi xum�v I

v

, I

S

vertikal~noÝ skladovoÝ

v ta nahilu S. Tomu bez utrati zagal~nosti mo�na

poklasti I

u

= 0, � r�vn�nn� (297), (310), (306) privo-

d�t~ do virazu dl� efektivnoÝ ener��Ý

U (u) =

1

2

�

u

4

2

+ (2� S

e

� i)u

2

(312)

+ (1� i) (1� S

e

� i) ln(i + u

2

)

�

+I

S

ln[g

2

S

(u) + ig

2

v

(u)℄;

i � I

v

=I

S

:

Zg�dno z (311), efektivna ener��� (312) nabuva
 m�n�-

mal~nogo znaqenn� v toq
� u = 0, �kwo nahil S

e

ne

pereviwu
 kritiqnogo znaqenn�

S




= 1 + 2I

S

� 4I

v

; (313)

�ke zrosta
 z� zb�l~xenn�m �ntensivnosti fl�ktua-


�� nahilu ta zmenxu
t~s� z� zrostann�m �ntensivno-

sti fl�ktua
�� vertikal~noÝ xvidkosti. Pri 
~omu

p�sok perebuva
 v spokoÝ. Umovi stvorenn� lavini

legko zna�ti u prostomu vipadku I

v

= 0, koli go-

rizontal~na xvidk�st~ 
 tako�:

u

2

�

=

1

2

h

S

e

� 3 +

p

(3� S

e

)

2

+ 4(2S

e

� 3 + 2I

S

)

i

;

(314)

�ki� vipliva
 z (311) p�sl� viluqenn� koren� u

2

= 0.

M�n�mal~ne znaqenn� 
�
Ý xvidkosti

u

2




=

1

2

h

(S

e

� 3)�

p

(S

e

+ 7)(S

e

� 1)

i

(315)

dos�ga
t~s� na pr�m�� (313), de I

v

= 0. Pri S

e

< 4=3

koren� u




sta�t~ kompleksnimi, a pri S

e

> 4=3 |

d��snimi, priqomu u

+

= �u

�

. Takim qinom, u tri-

kritiqn�� toq
�

S

e

= 4=3;

I

S

= 1=6 (316)

v�dbuva
t~s� stvorenn� lavini.Pri vikonann� umovi

(313) kor�n~ u = 0 v�dpov�da
 m�n�mumu efektivnoÝ

ener��Ý (312) dl� S

e

< 4=3, tod� �k pri S

e

> 4=3 v�n

v�dpov�da
 maksimumu, a koren� u

�

| simetriqnim

m�n�mumam.

Zna�demo umovi �snuvann� koren�v u

�

. Poklavxi

diskrim�nant r�vn�nn� (311) r�vnim nulev�, oder�u-


mo virazi

I

S

= 0;

I

2

S

� I

S

�

27

2

�

1�

S

e

3

�

�

S

2

e

8

�

+

S

3

e

2

= 0; (317)

ostann�� z �kih da
 zale�n�st~

2I

S

=

�

27

2

�

1�

S

e

3

�

�

S

2

e

8

�

�

(

�

27

2

�

1�

S

e

3

�

�

S

2

e

8

�

2

� 2S

3

e

)

1=2

: (318)

Vona v�dpov�da
 dzvonopod�bn�� kriv�� S

e

(I

S

), �ka

peretina
 gorizontal~nu v�s~ u toqkah I

S

= 0 ta

I

S

= 27=2 � nabuva
 maksimal~nogo znaqenn� S

e

= 2

pri

I

S

= 2: (319)
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Pri I

v

= 0 
� kriva torka
t~s� pr�moÝ (313) u toq
�

(316).

Rozgl�n~mo teper zagal~ni� vipadok, koli �snu-

�t~ obidva mul~tipl�kativn� xumi I

v

; I

S

6= 0. Pri


~omu veliqini I

S

, S

e

, u

2

, U zam�n��t~s� perenor-

movanimi znaqenn�mi

~

I � I

S

=a

2

,

~

S

e

� S

e

=a, ~u

2

=

(1 + u

2

)=a � 1,

e

U=

~

I, de a = 1 � i, i � I

v

=I

S

< 1. U

rezul~tat� d�� xumu vertikal~noÝ xvidkosti v zvo-

dit~s� do perenormuvann� ekstremal~nogo znaqenn�

gorizontal~noÝ skladovoÝ u veliqino� (a

�1

� 1)

1=2

,

tak wo d�l�nka rozhod�enn� ~u � 0 sta
 nedos��no�.

�z urahuvann�m zaznaqenih zam�n umova ekstre-

mumu zagal~noÝ ener��Ý (312) privodit~ do r�vn�nn�

u = 0 ta (311). �ogo anal�z pokazu
, wo umova �s-

nuvann� nul~ovogo rozv'�zku viznaqa
t~s� virazom

(313), a trikritiqna toqka ma
 koordinati:

S

e

=

4

3

(1� I

v

);

I

S

=

1

6

(1 + 8I

v

) : (320)

Pri f�ksovanih znaqenn�h �ntensivnosti I

v

fazova

d��grama nabira
 vigl�du (ris. 15), de l�n�Ý 1, 2 v�d-

pov�da�t~ utrat� st��kosti sistemi (viwe v�d pr�-

moÝ 1 
 st��ki� potokovi� stan, ni�qe v�d krivoÝ

2 | r�vnova�ni�, a m�� nimi rozm�wu
t~s� a dvo-

fazna d�l�nka). Pri I

v

< 1=4 situa
�� pod�bna vi-

padku I

v

= 0 | lavina vinika
 t�l~ki pri fl�-

ktua
��h nahilu I

S

, �k� pereviwu�t~ kritiqne zna-

qenn� (div. ris. 15a). Z� zrostann�m fl�ktua
�� ver-

tikal~noÝ xvidkosti do I

v

> 1=4 situa
�� zm�n�
-

t~s� dokor�nno | nav�t~ pri v�dsutnost� fl�ktua-


�� nahilu I

S

sta
 mo�livim spontanne viniknenn�

lavini (div. ris. 15b). Zg�dno z (320), trikritiqna

toqka potrapl�
 na v�s~ I

S

pri intensivnost� I

v

= 1,

a z pereviwenn�m kritiqnogo znaqenn� I

v

= 2 sta
�-

onarni� stan r�vnovagi vzagal� znika
 (ris. 15
).

Navedeni� rozgl�d pokazu
, wo disipativna dina-

m�ka potoku p�sku na poverhn� poda
t~s� shemo� Lo-

ren
a, v me�ah �koÝ gorizontal~na ta vertikal~na

skladov� xvidkosti v�d�gra�t~ rol~ parametra po-

r�dku ta spr��enogo pol�, a nahil poverhn� 
 keru-

val~nim parametrom. Dosl�d�enn�, provedene v roz-

d�l� II.A, demonstru
, wo dl� formuvann� lavini za

v�dsutnosti xumu nahil y

0

e

, wo zada
t~s� zovn�xn�mi

umovami, ma
 pereviwuvati kritiqne znaqenn�

y

0




= (�

x

�

y

)

�1=2


: (321)

U rezul~tat� na�b�l~x zdatnimi do stvorenn� sta-


�onarnoÝ lavini 
 sipk� seredoviwa z malimi zna-

qenn�mi k�netiqnogo koef�
�
nta 
 ta velikimi qa-

sami relaksa
�Ý �

x

, �

y

xvidkosti teq�Ý. Pri v�dsut-

nost� xumu formuvann� lavini stanovit~ fazovi�

pereh�d, zumovleni� zovn�xn�m vplivom, �ki� zabez-

pequ
 nahil, wo pereviwu
 kritiqne znaqenn� (321).

Pri vkl�qenn� aditivnih xum�v stohastiqni�

vpliv gorizontal~noÝ xvidkosti sta
 nesutt
vim, a

fl�ktua
�Ý vertikal~noÝ xvidkosti ta nahilu na-

buva�t~ mul~tipl�kativnogo harakteru. Dl� bez-

rozm�rnih �ntensivnoste� xum�v me�a d�l�nki stvo-

renn� lavin zada
t~s� r�vn�nn�m

I

S

= �

1

2

+ 2I

v

; (322)

wo vipliva
 z (311) pri x = 1 (u = 0) ta S

e

= 0.

Takim qinom, za v�dsutnosti fl�ktua
�� nahilu la-

vina stvor�
t~s�, �kwo �ntensivn�st~ xumu verti-

kal~noÝ xvidkosti pereviwu
 znaqenn�

I

v0

=

1

4

D


2

�

x

�

y

�

S

; (323)

�ke v�dpov�da
 toq
� O na ris. 16. Zagalom formu-

vann� lavini zabezpequ
t~s� fl�ktua
��mi �k ver-

tikal~noÝ xvidkosti, tak � nahilu poverhn� p�sku, �n-

tensivnost� �kih obme�eno umovo� (322). Zm�xani�

stan vinika
 pri dos�gann� znaqen~

I

v1

=

D


2

�

x

�

y

�

S

;

I

S1

=

3

2




2

�

x

�

y

; (324)

wo v�dpov�da�t~ trikritiqn�� toq
� T na ris. 16.

�kwo �ntensivn�st~ xumu vertikal~noÝ xvidkosti

pereviwu
 we b�l~xe znaqenn�

I

v2

= 2

D


2

�

x

�

y

�

S

; (325)

�ke v�dpov�da
 fl�ktua
��m nahilu I

S2

= 6


2

=�

x

�

y

(toqka C na ris. 16), to st��ki� stan r�vnovagi sta


nemo�livim.

Zaznaqimo, wo re�im SOK viznaqa
t~s� radxe ne

potokovim stanom lavini, a pererivqastim re�imom

ÝÝ formuvann�, �ki� v�dpov�da
 d�l�nkam sp�v�snu-

vann� faz A ta N (lavinoutvorenn� ta v�dsutnosti

lavini) na ris. 15, 16. Zg�dno z provedenim anal�-

zom, zaznaqeni� pererivqasti� re�im real�zu
t~s�

v d�l�n
�, obme�en�� pr�mo� (322) ta kub�qno� para-

bolo�

I

v

= I

S

"

1�

�

2

27

�

1=2

p

I

S

#

; (326)

de vikoristano bezrozm�rn� veliqini I

v

, I

S

. V�dpo-

v�dna fazova d��grama, wo pokazana na ris. 16, ma


netriv��l~ni� vigl�d (osoblivo v d�l�n
� I

v1

� I

v

�

I

v2

).
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a

Is0 3 6 9 12

S0

0

1

2

3

4 1

2

A

N

A + N

T

C

b

Is0 3 6 9 12

S0

0

1

2

3

4
A

N

A + N

1

2T

C

c

Is0 3 6 9 12

S0

0

1

2

3

4

A
A + N

C

1

Ris. 15. Fazova d��grama pri f�ksovanih znaqenn�h I

v

:

a) I

v

= 0; b) I

v

= 1; 
) I

v

= 2. Kriv� 1 ta 2 viznaqa�t~

me�u faz stab�l~noÝ lavini (A) ta ÝÝ v�dsutnosti (N).

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

0

4

8

12

Iv

C

T

I s

N

A

A  + N

O

Ris. 16. Fazova d��grama sistemi pri S

0

= 0 ta

I

s

; I

v

6= 0 (T | trikritiqna toqka; C | kritiqna toqka).

C. Drobova sistema Loren
a

Dl� podal~xogo dosl�d�enn� sistemi, �ka samo-

organ�zovu
t~s�, sl�d zna�ti rozpod�l �mov�rnosti

(309), vigl�d �kogo viznaqa
t~s� efektivno� ener-

��
� (310). Pri I

u

; I

S

� I

v

oder�u
mo viraz

P (u) � I

�1

v

(1 + u

2

)

2

exp

�

I

�1

v

Z

f(u)(1 + u

2

)

2

du

�

;

f(u) � �u+

S

e

u

1 + u

2

; (327)

wo sutt
vo v�dr�zn�
t~s� v�d odnor�dnoÝ funk
�Ý (283)

samopod�bnoÝ sistemi. Fl�ktua
�Ý nahilu I

S

� I

u

; I

v

privod�t~ do rozpod�lu:

P (u) � I

�1

S

�

1 + u

2

u

�

2

� exp

�

I

�1

S

Z

f(u)(1 + u

2

)

2

u

2

du

�

� u

�2

: (328)

Takim qinom, zrostann� �ntensivnosti fl�ktua
��

nahilu zumovl�
 vstanovlenn� samopod�bnogo re-

�imu, �komu v�dpov�da
 odnor�dna funk
�� z 
�lim

pokaznikom 2.

Odnak u zagal~nomu vipadku 
e� pokaznik povi-

nen buti ne 
�lim, a drobovim (tak, u rozpod�l� (283)

ma
mo � � 3=2). Wob viluqiti take obme�enn�, za-

m�nimo parametr por�dku u v nel�n��nih skladovih

r�vn�n~ (292){(294) stepenevim mno�nikom u

a

z po-

kaznikom 0 � a � 1. Tod� z urahuvann�m stohastiq-

nih dobavok osnovn� r�vn�nn� nabira�t~ vigl�du

_u = �u + v +

p

I

u

�(t);

� _v = �v + u

a

S +

p

I

v

�(t); (329)

Æ

_

S = (S

e

� S) � u

a

v +

p

I

S

�(t);

de vikoristano bezrozm�rn� zm�nn�. F�ziqni� sens

provedenoÝ zam�ni pol�ga
 v tomu, wo vimoga samopo-

d�bnosti dos�ga
t~s� v me�ah pripuwenn� pro drobo-

vi� harakter pozitivnogo ta ne�ativnogo zvorotnih

zv'�zk�v. Tod� umova ad��batiqnosti �; Æ � 1 privo-

dit~ do r�vn�nn� Lan�evena (por. z (305))

_u = f

a

(u) +

p

I

a

(u)�(t); (330)

de sila f

a

(u) ta �ntensivn�st~ xumu I

a

(u) viznaqa�-

t~s� �k

17



O. �. OL�MSKO�, D. O. HARQENKO

f

a

(u) � �u+ S

e

u

a

d

a

(u);

I

a

(u) � I

u

+

�

I

v

+ I

S

u

2a

�

d

2

a

(u);

d

a

(u) �

�

1 + u

2a

�

�1

: (331)

V�dpov�dni� rozpod�l (por. z (309))

P

a

(u) =

Z

�1

I

a

(u)

exp f�E

a

(u)g ; (332)

de Z | statistiqna suma, zada
t~s� efektivnim po-

ten
��lom

E

a

(u) � �

u

Z

0

f

a

(u

0

)

I

a

(u

0

)

du

0

: (333)

Toqki ekstremumu 
~ogo rozpod�lu viznaqa�t~s� r�v-

n�nn�m

2aI

S

u

2a

+

�

1 + u

2a

�

2

u

1�a

�

S

e

� u

1�a

�

1 + u

2a

��

= 2a(I

S

� 2I

v

); (334)

zg�dno z �kim umova u = 0 v�dpov�da
 me�i d�l�nki

stvorenn� lavin

I

S

= 2I

v

: (335)

Kritiqn� znaqenn� parametr�v stanu viznaqa�t~s�

umovo� j

du

dS

e

j =1, wo privodit~ do r�vn�nn�

u

2(1�a)

�

1 + u

2a

�

2

��

2 + a

�1

�

+

�

a

�1

� 1

�

u

�2a

�

�

1

2

S

e

u

1�a

�

1 + u

2a

� ��

3 + a

�1

�

+

�

a

�1

� 1

�

u

�2a

�

= 2aI

S

: (336)

Virazi (334){(336) uzagal~n��t~ r�vn�nn� (311),

(322), (326), wo v�dpov�da�t~ vipadku a = 1.

Anal�z navedenih viraz�v pokazu
, wo rezul~tati

rozd�lu II.B malo zm�n��t~s� pri perehod� do za-

gal~nogo vipadku 0 � a � 1. Na�sutt
v�xa zm�na

sposter�ga
t~s� dl� zale�nosti sta
�onarnoÝ xvid-

kosti u

0

v�d nahilu S

e

| z� zmenxenn�m pokaznika

a < 1 znaqenn� u

0

sta
 v�dm�nnim v�d nul� u vs~omu

�nterval� zm�ni S

e

(div. ris. 17). Zb�l~xenn� �nten-

sivnosti xumu vertikal~noÝ xvidkosti I

v

viklika


monotonne zrostann� u

0

, tod� �k z� zb�l~xenn�m I

S

stvor�
t~s� bar'
r poblizu toqki u = 0. Pri 
~omu

zale�n�st~ u

0

(S

e

) vtraqa
 monotonni� vigl�d pri

znaqenn�h I

S

, wo v�dpov�da�t~ d�l�n
� viwe v�d pr�-

moÝ (335) (div. ris. 18). �k � za v�dsutnosti xumu

(ris. 14), ni�n� g�lki krivih v�dpov�da�t~ nest��kim

znaqenn�m parametra por�dku, a verhn� | st��kim.

Zg�dno z ris. 19, d�l�nka v�dsutnosti lavin rozm�wu-


t~s� pri prom��nih znaqenn�h parametr�v stanu S

e

,

I

v

, I

S

. Fazova d��grama, wo viznaqa
 stani sistemi

zale�no v�d �ntensivnoste� xum�v I

v

, I

S

, nabuva
 vi-

gl�du, pod�bnogo do vipadku a = 1, odnak pri a 6= 1

pr�ma (322) transformu
t~s� v (335) (por. ris. 20

ta 16). Zg�dno z ris. 21 zrostann� xumu vertikal~noÝ

xvidkosti I

v

zb�l~xu
 d�l�nku stvorenn� lavin.

0.0 0.5 1.0 1.5

0 .0

0.4

0 .8

S 0

u

Ris. 17. Zale�n�st~ sta
�onarnoÝ xvidkosti u v�d na-

hilu S

0

pri a = 0; 0:5; 0:7; 0:9; 1:0 zverhu donizu.

a

S00 1 2 3 4

u

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8 1

2
3 4

b

S00 2 4 6 8

u

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

2
3

4

Ris. 18. Zale�n�st~ sta
�onarnoÝ xvidkosti u v�d na-

hilu S

0

: a) pri a = 0:75; I

v

= 1 (kriv� 1 { 4 v�dpov�da�t~

I

S

= 1; 2; 3; 5); b) pri I

v

= 1; I

S

= 5 (kriv� 1 { 4 v�dpo-

v�da�t~ a = 0:25; 0:5; 0:75; 1:0.
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0.0

0.4

0.8
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1.6

2.0
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3
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S0

Iv

Is

Ris. 19. Trivim�rna fazova d��grama (domen v�dsut-

nosti lavini roztaxovu
t~s� p�d poverhne�).

D. Samopod�bni� rozpod�l lavin

Viwe mi dosl�dili pro
es formuvann� odinoq-

noÝ lavini. Pere�d�mo teper do rozgl�du samopod�b-

nogo ansambl� lavin, wo harakterizu
t~s� rozpod�-

lom (283). Doder�u�qis~ metodu, vikladenogo v roz-

d�l� II.B, budemo vrahovuvati xumi vs�h stepen�v v�-

l~nosti, a tako� drobovi� zvorotni� zv'�zok, uve-

deni� u rozd�l� II.C.Osnovo� naxogo anal�zu 
 sis-

tema Loren
a, odnak teper siner�etiqn� parametri

harakterizu�t~ ne sipke seredoviwe, a ansambl~ la-

vin, �ki� u me�ah p�dhodu Edvardsa [27,28℄, uzagal~-

nenogo na neaditivnu sistemu, zobra�eni� za ana-

log�
� z termodinam�qno� sistemo�. Ce dozvol�


opisati zm�nu rozm�ru lavini, neaditivnoÝ sklad-

nosti (
omplexity) ta k�netiqnoÝ ener��Ý sipkogo se-

redoviwa. U me�ah siner�etiqnogo p�dhodu zazna-

qen� stepen� v�l~nosti v�d�gra�t~ rol~ parametra po-

r�dku, spr��enogo pol� ta keruval~nogo parametra

v�dpov�dno.

Poperedn�� rozgl�d pokazu
, wo siner�etiqni�

prin
ip p�dpor�dkuvann� ta drobovi� harakter zvo-

rotnogo zv'�zku zumovl�
 mul~tipl�kativni� harak-

ter xumu. Dal� mi pobaqimo, wo 
e 
 priqino� nea-

ditivnosti termodinam�qnoÝ sistemi, tak wo, za Cal-

l�som [29℄, neobh�dno provesti userednenn� z� stepe-

nem q 6= 1. Tak, k�netiqna ener��� ruhu seredoviwa

zada
t~s� virazom

�

q

�

X

i

�

i

p

q

i

; (337)

de p

i

| �mov�rn�st~ ruhu i-oÝ qastinki z ener��
�

�

i

. M�ro� bezladu 
 skladn�st~ (
omplexity) sistemi,

�ka, za analog�
� z entrop�
� Call�sa [29℄, zada
t~s�

r�vn�nn�m

�

q

� �

P

i

p

q

i

� 1

q � 1

: (338)

Ostann�m parametrom povnogo naboru stepen�v v�l~-

nosti siner�etiqnoÝ sistemi 
 rozm�r lavini s.

�duqi za neodnorazovo vikoristano� shemo� Lo-

ren
a, zobrazimo samouzgod�enu poved�nku sistemi

naborom r�vn�n~ (por. z (329)):

�

s

_s = �s + a

s

�

q

+

p

I

s

�(t);

�

�

_

�

q

= ��

q

+ a

�

s

�=2

�

q

+

p

I

�

�(t); (339)

�

�

_

�

q

= (�

e

� �

q

) � a

�

s

�=2

�

q

+

p

I

�

�(t):

Tut �

s

, �

�

, �

�

| qasi relaksa
�Ý v�dpov�dnih veli-

qin, a

s

, a

�

, a

�

| pozitivn� parametri zvorotnogo

zv'�zku, I

s

, I

�

, I

�

| v�dpov�dn� �ntensivnost� xumu,

� | pozitivni� pokaznik, �

e

| k�netiqna ener���,

�ka zada
t~s� zovn�xn�m vplivom. Harakterna osob-

liv�st~ perxogo z 
ih r�vn�n~ pol�ga
 v tomu, wo

vono privodit~ do l�n��nogo zv'�zku m�� rozm�rom

lavini s ta skladn�st� �

q

pri v�dsutnost� xumu. Z

�nxogo boku, dva ostann� r�vn�nn� (339) m�st�t~ nel�-

n��n� zv'�zki m�� termodinam�qnimi veliqinami �

q

,

�

q

ta rozm�rom lavini s. Z v�ddalenn�m v�d sta
�o-

narnogo stanu ne�ativni� zvorotni� zv'�zok rozm�ru

lavini ta skladnosti z ener��
� privodit~, v�dpo-

v�dno do prin
ipu Le-Xatel~
, do zmenxenn� ener-

��Ý. Z �nxogo boku, pozitivni� zvorotni� zv'�zok roz-

m�ru lavini ta ener��Ý z� skladn�st� zumovl�
 zros-

tann� ostann~oÝ, wo, svo
� qergo�, 
 priqino� samo-

organ�za
�Ý ansambl� lavin.

Perehod�qi do anal�zu sistemi (339), zruqno

vvesti bezrozm�rn� veliqini, v�dnos�qi qas t do mas-

xtabu �

s

, a zm�nn� s, �

q

, �

q

, I

s

, I

�

, I

�

| do znaqen~

s

s


� (a

�

a

�

)

�

1

�

; �

s


q

� a

�1

s

(a

�

a

�

)

�

1

�

;

�

s


q

� a

�1

s

a

�(

1

�

+

1

2

)

�

a

�(

1

�

�

1

2

)

�

;

I

s


s

� (a

�

a

�

)

�

2

�

; I

s


�

� a

�2

s

(a

�

a

�

)

�

2

�

;

I

s


�

� a

�2

s

a

�(

2

�

+1)

�

a

�(

2

�

�1)

�

(340)

v�dpov�dno. U rezul~tat� sistema (339) nabuva
 vi-

gl�du

_s = �s + �

q

+

p

I

s

�(t);

#

_

�

q

= ��

q

+ s

�=2

�

q

+

p

I

�

�(t); (341)

�

_

�

q

= (�

e

� �

q

) � s

�=2

�

q

+

p

I

�

�(t);

de vvedeno v�dnoxenn� qas�v relaksa
�Ý

# � �

�

=�

s

; � � �

�

=�

s

: (342)

R�vn�nn� (341) ma�t~ vigl�d (329) pri zam�n� veli-
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qin s, �

q

, �

q

, �=2, #, � na u, v, S, a, �, Æ v�dpov�dno.

�k v�domo [17℄, sistemi, wo pro�vl��t~ re�im

SOK, pod�l��t~ na dva klasi: determ�n�stiqn�, �k�

p�dvladn� vplivu zovn�xn~ogo seredoviwa (do n~ogo

nale�at~ model� ruhu m��faznoÝ me�� u vipadkovomu

seredoviw�, model~ evol�
�Ý Beka-Sneppena ta �n.);

sistemi z� stohastiqno� dinam�ko� (zemletrusi, l�-

sov� po�e�� ta �n.) Vikoristann� r�vn�n~ (341) do-

zvol�
 prirodnim xl�hom zobraziti obidva zazna-

qen� klasi. Perxi� z nih real�zu
t~s� pri v�dsut-

nost� fl�ktua
�� (I

s

; I

�

; I

�

= 0) za umovi, wo qas

relaksa
�Ý keruval~nogo parametra (ener��Ý) perevi-

wu
 v�dpov�dn� qasi �nxih stepen�v v�l~nosti (sklad-

nosti ta rozm�ru lavini): �

�

� �

�

; �

s

; okr�m togo,

parametr zovn�xn~ogo vplivu �

e

povinen pereviwu-

vati kritiqne znaqenn� �




= 1. Tod� sistema (341)

poda
 divni� atraktor, wo v�dpov�da
 re�imov� SOK

perxogo klasu. Vkl�qenn� fl�ktua
�� z �ntensiv-

nost�mi I

s

; I

�

; I

�

6= 0 zabezpequ
 stohastiqnu pove-

d�nku, �ka nav�t~ za v�dsutnosti zovn�xn~ogo vplivu

(�

e

= 0) mo�e viklikati samoorgan�za
��. Takim qi-

nom, 
e� vipadok v�dpov�da
 re�imov� SOK drugogo

klasu.

Urahovu�qi, wo problemu divnogo atraktora Lo-

ren
a dobre dosl�d�eno [32℄, obme�imos� rozgl�dom

stohastiqnoÝ sistemi, dl� �koÝ spravedlivimi 
 ad�-

�batiqn� umovi #; � � 1. Tod� dva ostann� r�vn�nn�

(341) privod�t~ do zale�noste� (por. z (304))

�

q

(t) = �

q

+

e

�

q

�(t); �

q

(t) =

�

�

q

+

~

�

q

�(t); (343)

de determ�n�stiqn� ta fl�ktua
��n� skladov� vizna-

qa�t~s� r�vn�nn�mi tipu (304):

�

q

� �

e

s

�=2

d

�

(s);

e

�

q

�

p

I

�

+ I

�

s

�

d

�

(s);

�

�

q

� �

e

d

�

(s);

~

�

q

�

p

I

�

+ I

�

s

�

d

�

(s); (344)

d

�

(s) � (1 + s

�

)

�1

:

Zavd�ki d�Ý siner�etiqnogo prin
ipu p�dpor�dku-

vann�, fl�ktua
�Ý skladnosti ta ener��Ý, �k� spo-

qatku nad�len� aditivnim harakterom, sta�t~ mul~-

tipl�kativnimi. Vikoristovu�qi determ�n�stiqn�

skladov� skladnosti ta ener��Ý, legko baqiti, wo

efektivna temperatura Edvardsa T � �

�

�

q

=��

q

na-

buva
 ne�ativnih znaqen~.

Podani� re�im samoorgan�za
�Ý v�dpov�da
 zviqa�-

nomu fazovomu perehodu sistemi, p�dvladn�� zovn�x-

n~omu vplivu �

e

> �




. Dl� podann� re�imu SOK p�d-

stavmo virazi (343), (344) u perxe r�vn�nn� (341), wo

privodit~ do r�vn�nn� Lan�evena tipu (305). Tod�,

za povno� analog�
� z rozgl�dom u rozd�l� II.C, pri-

hodimo do stohastiqnogo r�vn�nn� (330), de efek-

tivna sila ta �ntensivn�st~ xumu zada�t~s� r�vn�n-

n�mi (331) z toqn�st� do zam�ni, opisanoÝ p�sl� sp�v-

v�dnoxen~ (342), tobto veliqini s, �

q

, �

q

, �=2 sl�d

zam�niti na u, v, S, a v�dpov�dno. �k rezul~tat, v�d-

pov�dno do rozd�lu II.C, vpliv vipadkovogo rozkidu

rozm�r�v lavini ne 
 sutt
vim, tod� �k xum ener��Ý

ta skladnosti spriqin�
 kritiqni� efekt.Navedenu

kartinu zobra�eno na ris. 20 u plowin�, �ka stvo-

rena v�dpov�dnimi �ntensivnost�mi xumu I

�

; I

�

an-

sambl� lavin. Zm�xanu d�l�nku A+N, �ka pov'�zu
-

t~s� z perervnim re�imom, obme�eno pr�mo� (335)

ta dzvonopod�bno� krivo�, wo opisu
t~s� r�vn�nn�m

tipu (326). Zg�dno z ris. 21, de pokaznik a ma
 buti za-

m�neni� na �=2, zrostann� vipadkovogo rozkidu zna-

qen~ skladnosti rozxir�
 d�l�nku SOK uzdov� os�

pokaznika � .

Iv0 1 2 3 4 5 6

Is

0

10

20

30

40

50

A
N

A + N

0.0 0.5 1.0 1.5

0

1

2

3

4

5

1 2

3

4

Ris. 20. Fazova d��grama dl� sistemi z S

0

= 0 ta

I

s

; I

v

6= 0 pri a = 0:5; 0:75; 1:0 (punktirn�, su
�l~n� ta

xtrihov� l�n�Ý v�dpov�dno). Znaqki v�dpov�da�t~ krivim

1{4 na ris. 22.

a0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Is

0

10

20

30

Ris. 21. Fazova d��grama u plowin� I

S

� a pri

I

v

= 2; 3; 4; 5; 6 znizu doverhu (d�l�nku v�dsutnosti la-

vini roztaxovano vseredin� krivih).

Rozgl�n~mo teper rozpod�l rozm�r�v lavini, wo vi-

pliva
 z r�vn�n~ (331){(333):
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P (s) =

Z

�1

I(s)

exp

8

<

:

S

Z

e

f(s

0

)

I(s

0

)

ds

0

9

=

;

;

f(s) � �s + �

e

s

�=2

d

�

(s); (345)

I(s) � I

s

+ (I

�

+ I

�

s

�

) d

2

�

(s); d

�

(s) � (1 + s

�

)

�1

:

U re�im� SOK harakterna ener��� nabuva
 nul~ovogo

znaqenn� �

e

= 0, i rozpod�l (345) povodit~s�, �k poka-

zano na ris. 22 dl� r�znih �ntensivnoste� xumu ener-

��Ý ta skladnosti. Vidno, wo stepeneva zale�n�st~,

�ka vlastiva re�imu SOK, sposter�ga
t~s� v me�ah

s � 1 ta I

s

; I

�

� I

�

. Tut rozpod�l (345) zvodit~s�

do kanon�qnogo vigl�du (283), de drugi� mno�nik 


takim:

P(s) =

d

�2

�

(s)

Z

exp

8

<

:

�I

�1

�

S

Z

e

d

�2

�

(s

0

)

(s

0

)

��1

ds

0

9

=

;

;

d

�

(s) � (1 + s

�

)

�1

: (346)

Legko baqiti,wo v�dhilenn� 
~ogo mno�nika v�d sta-

loÝ o
�n�
t~s� qlenom � s

2��

, �ki� zb�l~xu
t~s� z�

zmenxenn�m � ta zrostann�m rozm�ru lavini do gra-

niqnih znaqen~ s � 1, tobto z v�dhilenn�m v�d d�-

l�nki SOK. Ce p�dtverd�u
t~s� ris. 23, de v�dhi-

lenn� Æ� nahilu zale�nosti P (s), wo viznaqa
t~s�

(345) v l�n��n�� d�l�n
�, v�d zadanogo znaqenn� � po-

dano zale�no v�d samogo parametra � . V�dpov�dno do

navedenoÝ o
�nki, v�dhilenn� Æ� nabuva
 maksimal~-

nogo znaqenn� Æ� < 10

�1

� pri nevelikih znaqenn�h

� < 1 abo pri velikih �ntensivnost�h xumu I

S

� 10

3

.

P

s

�

3

4

2

��

��

�

��

��

��

��

��

��

�

�

�

���������
������

Ris. 22. Funk
�� rozpod�lu (345) pri � = 1:5 ta re�i-

mah, ukazanih toqkami na ris. 20: 1) I

v

= 0; I

S

= 50

(SOK); 2) I

v

= 0:5; I

S

= 30 (A+N); 3) I

v

= 1; I

S

= 5 (N);

4) I

v

= 2; I

S

= 0:5 (A).

τ0.4 0.8 1.2 1.6

δτ

0.02

0.04

0.06

0.08

Ris. 23. V�dhilenn� Æ� l�n��nogo nahilu krivoÝ 1

z ris. 22 v�d parametra � zale�no v�d pokaznika �

(I

S

= 10; 50; 10

3

zverhu donizu).

E. Neaditivny� ansambl~ lavin

V�dm�nno� osobliv�st� virazu (346) 
 ta obstavina,

wo v me�ah s � 1, I

s

; I

�

� I

�

, �k� v�dpov�da�t~

re�imov� SOK, vono vira�a
t~s� qerez standartnu

gamma{funk
�� �(x) ta drobovi� �nte�ral I

2��

�s

po-

r�dku 2� � (div. dodatok B v [1℄):

P(s) =

d

�2

�

(s)

Z

exp

�

�

�(2� � )

I

�

I

2��

�s

d

�2

�

(s)

�

: (347)

Z �nxogo boku, v�domo [30℄, wo virazi takogo

tipu oder�u�t~ �k rozv'�zki drobovogo r�vn�nn�

Fokkera{Planka

D

�

t

P(s; t) = D

�=2

�s

fsP(s; t)

+

I

�

� (�=2)

D

�=2

�s

�

d

2

�

P(s; t)

�

�

; (348)

de drobova poh�dnaD

�

x

zada
t~s� virazom (B.4).�kwo

pomno�iti r�vn�nn� (348) na s

$

ta useredniti za s,

v�dpov�dno do viznaqen~

jsj � hs

$

i

1

$

; hs

$

i �

1

Z

�1

s

$

P(s; t)ds; $ > 0; (349)

oder�u
mo

jsj

z

� t; z =

�

�

; (350)
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de z | dinam�qni� pokaznik. Ce sp�vv�dnoxenn�

v�dpov�da
 grani
� velikogo qasu, de sutt
vim 


lixe difuz��ni� vnesok. Sum�sni� rozv'�zok r�vn�n~

(347), (350) ta (B.3) da
 sp�vv�dnoxenn� 2�� = �=2 =

z�=2, z �kih vipliva


� = 2�

z�

2

: (351)

Por�vn��qi 
e� viraz z v�domim sp�vv�dnoxenn�m

(284), oder�u
mo

�z =

4

D

: (352)

Seredn~opol~ov� veliqini � = 1 ta D = 4 privo-

d�t~ do dinam�qnogo pokaznika z = 1, �ki�, v�dpo-

v�dno do (350), nale�it~ do bal�stiqnoÝ poved�nki,

wo protile�na do re�imu SOK. Z �nxogo boku, dro-

bove r�vn�nn� Fokkera{Planka (348) v�dpov�da
 zvi-

qa�nomu difuz��nomu re�imov� z z = 2 lixe tod�,

koli � = 1=2.

Oqevidna priqina takoÝ nev�dpov�dnosti | v ne-

uzgod�enomu vikoristann� zviqa�nih r�vn�n~ (284)

dl� sistemi Loren
a (341).U 
�� sistem� stohastiqn�

stepen� v�l~nosti s, �

q

ta �

q

qislom n = 3 slu�at~

�k r�zn� prostorov� napr�mki. Odnak stohastiqni�

pro
es real�zu
t~s� dl� ko�noÝ z 
ih zm�nnih u plo-

win�, wo zada
t~s� samo� zm�nno� ta ÝÝ spr��enim

momentom. Wob�l~xe, mul~tipl�kativni� harakter

xumu, �ki� viznaqa
t~s� pokaznikom a u virazah

(331), privodit~ fraktal~nu vim�rn�st~ ko�noÝ plo-

wini do znaqenn� 2(1 � a) [5℄. Takim qinom, frak-

tal~na vim�rn�st~ fazovogo prostoru, u �komu v�dbu-

va
t~s� evol�
�� stohastiqnoÝ sistemi, dor�vn�
:

D = 2n(1� a); (353)

de n = 3 dl� vikoristanoÝ sistemi Loren
a. P�d-

stanovka 
�
Ý vim�rnosti u viraz (352) privodit~ do

zv'�zku �z = 2, �ki�, na v�dm�nu v�d oder�anogo viwe

sp�vv�dnoxenn� �z = 1, spravedlivi� u na�prost�-

xomu vipadku � = 1, z = 2, wo ma
 v�dnoxenn� do

odnogo stohastiqnogo stepen� v�l~nosti (n = 1) z

aditivnym xumom (a = 0). U zagal~nomu vipadku

r�vn�nn� (351){(353) da�t~

� = 2

�

1�

1

2n(1� a)

�

: (354)

V�dpov�dn� zale�nost� zobra�eno na ris. 24a,b, z �kih

vidno, wo pokaznik � monotonno zb�l~xu
t~s� v�d m�-

n�mal~nogo znaqenn� � = 1 pri kritiqnomu qisl�

(1 � a)

�1

do maksimal~nogo � = 2 u grani
� n ! 1;

pri 
~omu zb�l~xenn� a zm�wu
 zale�n�st~ � (n) v d�-

l�nku velikih n, tobto zmenxu
 pokaznik � .

Legko baqiti, wo sp�vv�dnoxenn� (354) v�dtvor�


v�dom� rezul~tati r�znih p�dhod�v dl� viznaqenn� vi-

m�rnosti D (div. [33℄). Teor�� seredn~ogo pol� da


� = 3=2 � (354) vira�a
 qislo samouzgod�enih sto-

hastiqnih r�vn�n~, neobh�dnih dl� opisu SOK, za-

le�no v�d pokaznika mul~tipl�kativnogo xumu:

n =

2

1� a

: (355)

c

a0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

n

2

4

6

8

MF

b

a0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

τ

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

a

n1 4 7 10 13 16 19

τ

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

NE

Ris. 24. Zale�n�st~ pokaznika � : a) v�d k�l~kosti r�v-

n�n~ n (a = 0;

1

3

;

1

2

;

2

3

zverhu donizu); b) v�d pokaznika a

(n = 2; 3; 4; 6; 8; 10 zverhu donizu); 
) fazova d��grama dl�

seredn~ogo pol� ta d�l�nki neaditivnosti.
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Zg�dno z ris. 24
, rozgl�d u me�ah teor�Ý samouzgo-

d�enogo seredn~ogo pol� mo�livi�, �kwo k�l~k�st~

neobh�dnih r�vn�n~ b�l~xa v�d m�n�mal~nogo n




= 2.

Tak� prikladi da�t~ p�dhodi, vikoristan� v pra-


�h [12{14,17,25℄, de xum pripuska
t~s� aditivnim

(a = 0). Na�vn�st~ mul~tipl�kativnogo xumu spri-

qin�
 zrostann� a, i nesupereqliva podaqa kartini

SOK potrebu
 zb�l~xenn� k�l~kosti samouzgod�e-

nih r�vn�n~: napriklad, u me�ah pol~ovoÝ shemi [18℄,

wo nale�it~ do napravlenoÝ perkol�
�Ý (a = 1=2),

nabli�enn� seredn~ogo pol� zastosovu
t~s� do vi-

m�rnoste�, b�l~xih za kritiqne znaqenn� d




= 4; v


�� pra
� ta v [34,35℄ vikoristano sistemu Loren
a

(n = 3), �ka potrebu
 vkl�qenn� mul~tipl�kativ-

nogo xumu z pokaznikom a = 1=3 (div. ni�qe).

Rozgl�n~mo teper zv'�zok navedenih pokaznik�v z

parametrom neaditivnosti q, �ki� zada
 ener��� ta

skladn�st~ (337), (338) v�dpov�dno do viznaqenn� Cal-

l�sa [29℄. Evol�
�� neaditivnoÝ sistemi opisu
t~s�

nel�n��nim r�vn�nn�m Fokkera{Planka

D

�

t

P (s; t) = D

2

�s

P

q

(s; t); (356)

de D

�

t

| drobova poh�dna, odini
� vim�ru vibrano

tak, wob buv v�dsutn�m efektivni� koef�
�
nt difu-

z�Ý, pokazniki � > 0, q > 0 [36℄, [3℄. Pripuska�qi

normuvann� funk
�Ý rozpod�lu, �ka ma
 samopod�bni�

vigl�d (por. z (283))

P (s; t) = s

�1




P(x); s




� s




(t); x � s=s




; (357)

oder�u
mo

s

q+1




� t

�

; P

q�1

� x: (358)

Z �nxogo boku, mo�na vikoristati drobove r�vn�nn�

Fokkera{Planka (348):

D

�

t

P (s; t) = D

�

�s

P (s; t): (359)

P�dstavl��qi s�di rozv'�zok (357), znahodimo za-

le�nost�

s

�




� t

�

; P

��1

� x; (360)

por�vn�nn� �kih z (358) da


q = �� 1: (361)

U vipadku samopod�bnih sistem seredn� veliqina jsj

v (349) zvodit~s� do masxtabu s




, � zale�nost� (350),

(358) ta (360) da�t~

q = z� � 1: (362)

Sum�sni� rozgl�d 
~ogo r�vn�nn� z (352), (353) da


viraz dl� parametra neaditivnosti:

q =

2

n(1� a)

� 1: (363)

Maksimal~na veliqina q = 2=n� 1 nale�it~ do sis-

tem z aditivnim xumom (a = 0), wo v�dpov�da
 kar-

tin� seredn~ogo pol� z qislom golovnih r�vn�n~ n < 2

(n = 1). Na�vn�st~ mul~tipl�kativnogo xumu z� zros-

ta�qim pokaznikom a > 0 zb�l~xu
 q, � sistema sta


neaditivno� (q � 1) v grani
� q � 1=(1 � a) sferi

zastosuvann� teor�Ý seredn~ogo pol�. V�dpov�dno do

o
�nki drobova sistema Loren
a neaditivna, �kwo

pokaznik a > 2=3.

�k zaznaqalos� v qastin� I, pro
es superdifuz�Ý

pov'�zani� z pol~otami Lev�, �k� zd��sn��t~s� v

diskretn� momenti qasu z dov�l~nimi zm�wenn�mi,

vkl�qa�qi bezme�no velik� [37℄. Zg�dno z r�vn�nn�m

Fokkera{Planka (348), taki� pro
es harakterizu
-

t~s� pokaznikami � = 1 � � < 2, perxi� z �kih 


konstanto�, tod� �k drugi� rozkriva
 drobovu qasovu

posl�dovn�st~ pol~ot�vLev� ta privodit~ do dinam�q-

nogo pokaznika z � �=� < 2 (div. ostann
 z r�vn�n~

(350)). �mov�rn�sni� rozpod�l zm�wenn� x, wo zale-

�it~ v�d m�kroskop�qnih umov, viznaqa
t~s� asimp-

totiko�

p(x) � x

�(D+
)

; (364)

wo zada
t~s� fraktal~no� vim�rn�st� D ta m�kro-

skop�qnim pokaznikom 
. Oqevidno, wo dl� r�dk�snih

pod��, koli 
 < 2, dinam�qni� pokaznik z zvodit~s�

do m�kroskop�qnogo (z = 
 < 2), tod� �k pri 
 � 2

ma
mo z = 2 [38℄.

U re�im� subdifuz�Ý poved�nka sistemi viznaqa
-

t~s� vipadkovimi blukann�mi (random walk) za dis-

kretnimi pastkami, i pokaznik � < 1 opisu
 drobov�

vlastivost� qasu. Pri 
~omu zviqa�na statistika

Bol~
mana{��bbsa sta
 neaditivno� [29℄, i subdifu-

z��ni� pro
es poda
t~s� rozpod�lom Call�sa [39℄

p(x) /

�

1 + �(q � 1)x

2

�

1

q�1

; � = 
onst > 0; (365)

de v�dhilenn� (q � 1) parametra neaditivno
ti zu-

movleno fraktal~no� prirodo� fazovogo prostoru

sistemi, pov'�zanoÝ z pokaznikom 
 tak:

q = 1 +

2

D + 


: (366)

Formal~na perevaga rozpod�lu (365) pol�ga
 v tomu,

wo vidpov�dne seredn


hx

2

i

q

�

Z

x

2

p

q

(x)d

D

x; (367)

de p�d�nte�ral~na funk
�� zm�n�
t~s� za zakonom
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x

�(1+
)

, zb�ga
t~s� pri dov�l~nih pokaznikah 
 > 0.

U rezul~tat� r�vn�nn� ruhu nabira
 vigl�du

hx

2

i

q

� t

�

;

� =

�

q � 1 pri 
; q < 2;

1� (q � 1)

D

2

pri 
 � 2; q > 1:

(368)

Na v�dm�nu v�d (360), de pokazniki � < 2, � = 1 v�dpo-

v�da�t~ superdifuz�Ý, tut ma
mo � = 2, � < 1, � v�d-

pov�dno do subdifuz��nih vlastivoste� ostann
 r�v-

n�nn� (350) da
 dinam�qni� pokaznik z > 2.

U zagal~nomu vipadku � 6= 2; � 6= 1, p�dstanovka

(368) u sp�vv�dnoxenn� (362) da
 rezul~tat

z =

(

q+1

1�

D

2

(q�1)

pri 1 < q � q

D

;

q+1

q�1

pri q

D

� q � 2;

(369)

de vvedeno graniqne znaqenn� parametra neaditiv-

nosti

q

D

�

4 +D

2 +D

: (370)

Wob uniknuti nedorozum�n~, zvernemo uvagu na te,

wo, na v�dm�nu v�d r�vn�n~ (284), (351), (352), �k� mo-

�ut~ nale�ati �k do real~nogo fazovogo prostoru,

tak � do konf�gura
��nogo [40℄, oder�an� viwe sp�v-

v�dnoxenn� (368){(370) nale�at~ lixe do real~nogo

fazovogo prostoru. Za analog�
� z renormgrupo�, 
e

v�dobra�a
t~s� v tomu, wo efektivne znaqenn� (353)

poda
 vlastivost� konf�gura
��nogo prostoru, a ne

real~ni� difuz��ni� pro
es.

Narext� v�dpov�mo na pitann�: qomu vikoristo-

vu
t~s� sistema Loren
a, a ne model~ R~oslera

abo bud~-�ka �nxa? Poka�emo, wo r�vn�nn� Lo-

ren
a v�dpov�da�t~ na�prost�x�� m�kroskop�qn�� mo-

del� dvor�vnevoÝ bozonno-ferm�onnoÝ sistemi [41℄. Bu-

demo opisuvati bozoni operatorami porod�enn� ta

zniwenn� b

+

l

, b

l

, wo v�dpov�da�t~ zviqa�nomu ko-

muta
��nomu sp�vv�dnoxenn� [b

l

; b

+

m

℄ = Æ

lm

, de l;m

| �ratkov� qisla. Dvor�vneva ferm�onna p�dsistema

opisu
t~s� operatorami a

+

l�

; a

l�

, � = 1; 2, �k� p�d-

por�dkovu�t~s� antikomuta
��nim sp�vv�dnoxenn�m

fa

l�

; a

+

m�

g = Æ

lm

Æ

��

. Qisla zapovnenn� b

+

k

b

k

viznaqa-

�t~ rozpod�l bozon�v u k-zobra�enn�, wo v�dpov�da


peretvorenn� Fur'
 za �ratkovimi polo�enn�mi l.

P�dsistema ferm�on�v poda
t~s� qislami zapovnenn�

n

l�

� a

+

l�

a

l�

ta operatorom d

l

� a

+

l1

a

l2

, wo vizna-

qa
 pol�riza
�� wodo nasiqenn� r�vn�v � = 1; 2.

Poved�nka sistemi viznaqa
t~s� gam�l~ton��nomD�ke

(~ = 1)

H =

X

k

�

(E

1

n

k1

+ E

2

n

k2

) + !

k

b

+

k

b

k

+

i

2

w(b

+

k

d

k

� d

+

k

b

k

)

�

; (371)

de E

1;2

| r�vn� ener��Ý, !

k

viznaqa
 zakon dispers�Ý

bozon�v, u�vna odin
� pered parametrom vza
mod�Ý w

v�dobra�a
 vlastiv�st~ erm�tovosti.

R�vn�nn� ruhu Ga�zenber�a ma�t~ vigl�d

_

b

k

= �i!

k

b

k

+

w

2

d

k

; (372)

_

d

k

= �i�d

k

+

w

2

b

k

(n

k2

� n

k1

);

� � E

2

�E

1

; (373)

_n

k1

=

w

2

(b

+

k

d

k

+ d

+

k

b

k

);

_n

k2

= �

w

2

(b

+

k

d

k

+ d

+

k

b

k

): (374)

U rezonans� perx� skladov� u pravih qastinah r�v-

n�n~ (372), (373), �k� m�st�t~ qastoti !

k

ta �, mo-

�ut~ buti viluqen� vvedenn�m mno�nik�v exp(�i!

k

t),

exp(�i�t) dl� zale�noste� b

k

(t), d

k

(t) v�dpov�dno.

Zavd�ki disipa
�Ý tak� qastoti nabuva�t~ dodatko-

vih u�vnih skladovih �i=�

x

, �i=�

y

, �k� harakterizu-

�t~s� qasami relaksa
�Ý �

x

, �

y

(tut umovi = !

k

< 0,

= � < 0 v�dobra�a�t~ prin
ip priqinnosti). U re-

zul~tat� r�vn�nn� (372), (373) otrimu�t~ disipativn�

qleni �b

k

=�

x

, �d

k

=�

y

. Dl� viznaqenn� v�dpov�dnogo

vnesku v r�vn�nn� dl� rozpod�lu ferm�on�v sl�d ura-

huvati, wo sta
�onarn� veliqini qisel zapovnenn�

r�vn�v v�dr�zn��t~s� v�d nul� (n

0

k�

6= 0), zavd�ki

qomu relaksa
��n� skladov� v r�vn�nn� (374) sta�t~

skladn�ximi �(n

k�

�n

0

k�

)=�

S

, de �

S

| qas relaksa-


�Ý ferm�onnogo rozpod�lu za r�vn�mi � = 1; 2.

Uvedemo, narext�, makroskop�qn� veliqini

_x

k

� hb

+

k

i = hb

k

i; _y

k

� hd

k

i = hd

+

k

i;

y

0

k

� hn

k2

� n

k1

i; y

0

ek

� hn

e

k2

� n

e

k1

i; (375)

de kutov� du�ki zada�t~ userednenn�. Tod�, nehtu-

�qi korel�
��mi v rozpod�l� qastinok za kvantovimi

stanami, r�vn�nn� Ga�zenber�a (372){(374), dopovnen�

disipativnimi skladovimi, privod�t~ do sistemi

Loren
a (288), (290), (291). Pri 
~omu sl�d vikoris-

tati odnomodove nabli�enn�, �ke dozvol�
 opustiti

zale�n�st~ v�d hvil~ovogo vektora k ta vvesti kons-

tanti �

x

= 2=w, a = 1, D = (2w)

�1

.

VISNOVKI

Trivali� qas vva�alos�, wo tak� skladn� �viwa,

�k zemletrusi [16℄, ruh transportnih potok�v ta

sipkih seredoviw [42{44℄, evol�
�� susp�l~stva ta

viniknenn� v��n [45℄, ekonom�qn� pro
esi [46{48℄,

praktiqno ne p�dda�t~s� k�l~k�snomu opisu. Kardi-

nal~no zm�nilas~ situa
�� ostann�mi rokami, koli
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zakoni statistiqnoÝ f�ziki buli zastosovan� do po-

�snenn� poved�nki 
ih skladnih sistem (
omplex sys-

tems) [49,50℄.Osnovna osobliv�st~ takih sistem pol�-

ga
 v tomu, wo voni �vl��t~ sobo� samopod�bn� sto-

hastiqn� ob'
kti, �k� harakterizu�t~s� fraktal~-

nimi vlastivost�mi, mul~tipl�kativnim harakte-

rom xumu, anomal~nimi �viwami perenosu, upov�l~-

neno� relaksa
�
�, neaditivn�st�, kritiqn�st�, �ka

samoorgan�zovu
t~s�, ta �nxim [29,51℄.

U svo
mu viklad� mi sprobuvali ohopiti 
di-

nim pogl�dom zaznaqene rozmaÝtt� skladnih sis-

tem, spira�qis~ na masxtabnu �nvar��ntn�st~ fa-

zovogo prostoru. Zrozum�lo, wo navedena v ogl�d�

kartina ne mo�e buti povno� | obs�g publ�ka
��

z dosl�d�enn� skladnih sistem nast�l~ki veliki�,

wo Ým 
�lkom prisv�qeno tak� �urnali, �k Physi-


al Review E, Physi
a A, D, Chaos ta �nx� (div. ta-

ko� xxx.lanl.gov/arXiv:
ond-mat). Tomu mi stavili

skromn�xe zavdann� | podati taki� vstup u teor��

skladnih sistem, �ki� dozvoliv bi, ne zverta�qis~

do �nxih d�erel, zrozum�ti osnovn� osoblivost� sa-

mopod�bnih stohastiqnih ob'
kt�v. Qi vporalis� mi

z 
im zavdann�m | suditi qitaqev�, skor�xe molo-

domu, osk�l~ki ne v us�h �nxih vistaqit~ sil doqi-

tati do 
~ogo m�s
�.
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THEORY OF SELF{SIMILAR STOCHASTIC SYSTEMS. PART II

A. I. Olemskoi, D. O. Khar
henko

Sumy State University

2, Rimskiy-Korsakov Str., Sumy, UA{40007, Ukraine

We show that the des
ription of the evolution of statisti
al moments, whi
h are redu
ed to the order pa-

rameter, auto
orrelator and response fun
tion yield to 
al
ulation of the average of the power-law fun
tion with

a fra
tional exponent. Su
h a kind of 
al
ulation 
an be performed due to using of the self-similar properties

of the system. In su
h a 
ase the reversible transition \disorder{order{disorder" is observed when temperature

is 
hanged. Using the fra
tional Lorenz system with additive noises above mentioned s
heme is applied to the

problem of self{organized 
riti
ality. Conditions of the avalan
he formation show that its behaviour depends on

intensities of 
ontrol parameter 
u
tuations in a 
riti
al manner. A

ording to the phase diagram, a dis
ontinues

regime of self-organized 
riti
ality is realized if intensities of 
u
tuations of energy of avalan
hes and 
omplexity of

their ensemble pass to the 
riti
al magnitudes. The power-law distribution over the avalan
he size is reprodu
ed.

Relations between the exponent of the size distribution, fra
tal dimension of phase spa
e, 
hara
teristi
 exponent

of multipli
ative noise, dynami
al exponents, and nonextensivity parameter are found.
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