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На основi загальної умови Ґiббса для рiвноважної однокомпонентної системи знайдено
i проаналiзовано умови стiйкости для чотирьох основних термодинамiчних потенцiялiв. Роз-
глянуто наслiдки цих умов, зокрема властивостi термодинамiчних систем на межах стiйкости.
Умови стiйкости критичного стану приводять до висновку, що спiнодаль i бiнодаль зливають-
ся у критичнiй точцi, тому локально в нiй бiнодаль можна замiнити спiнодаллю. Пiдкреслено
значення одержаних умов стiйкости i їх наслiдкiв для обґрунтування фазових дiяграм, зокре-
ма P–V i T–S дiяграм, у критичнiй дiлянцi.
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Одним iз фундаментальних питань термодинамi-
ки є питання про термодинамiчну стiйкiсть системи.
Основи теорiї термодинамiчної стiйкости рiвноважної
системи, як вiдомо, заклав Дж. В. Ґiббс [1]. Подаль-
ший розвиток теорiя отримала в працях В. К. Семен-
ченка [2] i його учнiв.

Дослiдження термодинамiчних властивостей ре-
альних систем або моделей повинно починатися з ана-
лiзу умов їх стiйкости. Особливе значення цi умови
мають при розглядi системи в околi критичних то-
чок, коли вона перебуває в екстремальних умовах, на
межi стiйкости.

У статтi ми розглянемо деякi питання щодо умов
стiйкости, якi з рiзних причин або не вивчались, або
вивчались недостатньо.

Одним з них є отримання умов стiйкости, що ви-
пливають з основних потенцiялiв, якi вiдповiдають
рiзним умовам видiлення системи з навколишнього
простору.

Вiдзначмо, що умови стiйкости в працi [2] отриму-
вали на основi невiд’ємности другої варiяцiї внутрiш-
ньої енерґiї. З цiєї умови, використовуючи принцип
Сильвестра, вводили основнi характеристики стiйкос-
ти — детермiнант i коефiцiєнти стiйкости.

Якщо умови стiйкости для iнших трьох потенцiялiв
— вiльної енерґiї F (x, T ), ентальпiї H(S, X), потенцi-
ялу (енерґiї) Ґiббса — визначати теж з умов δ2F ≥ 0,
δ2H ≥ 0, δ2Φ ≥ 0, то легко побачити, що ми не одер-
жимо правильних результатiв. Питання про знахо-
дження умов стiйкости з цих потенцiялiв залишалось
вiдкритим.

Але отримання умов стiйкости з основних чоти-
рьох потенцiялiв з перших принципiв, без застосуван-
ня будь-яких гiпотез, має для термодинамiки принци-
пове значення.

Тому у статтi ми ставимо за мету з єдиного погляду
одержати умови стiйкости для всiх чотирьох потенцi-
ялiв, проаналiзувати їхнi наслiдки й застосувати їх
для критичного стану.

1. Розгляньмо узагальнену просту однокомпонент-

ну систему, внутрiшня енерґiя якої U є функцiєю не-
залежних змiнних S та x (узагальнена термодинамiч-
на координата): U = U(S, x). Цим координатам вiдпо-
вiдають термодинамiчнi сили:

T =
(

∂U

∂S

)
x

, X =
(

∂U

∂x

)
S

. (1)

У конкретних випадках за x можуть виступати об’-
єм, електрична поляризацiя (або iндукцiя), намагне-
ченiсть (або магнетна iндукцiя). Узагальненими сила-
ми будуть, вiдповiдно, тиск, напруженiсть електрич-
ного або магнетного полiв.

Загальна умова термодинамiчної стiйкости, за Ґiбб-
сом [1], для такої системи має вигляд:

∆U − TδS −Xδx > 0, (2)

де δS, δx — будь-якi вiртуальнi варiяцiї S та x. З (2)
єдиним методом будемо одержувати умови стiйкости
з U -, F -, H-, Φ-потенцiялiв.

Розкладаючи ∆U за варiяцiями δS, δx з викорис-
танням (1), одержуємо:

∞∑
n=2

1
n!

(
δS · ∂

∂S
+ δx · ∂

∂x

)n

U > 0. (3)

Для малих δS i δx з (3) маємо необхiднi умови стiй-
кости:(

δS · ∂

∂S
+ δx · ∂

∂x

)2

(4)

=
(

∂T

∂S

)
x

δS2 + 2
(

∂T

∂x

)
S

δSδx +
(

∂X

∂x

)
S

δx2 ≥ 0.
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За критерiєм Сильвестра, невiд’ємнiсть квадратич-
ної форми (4) означає, як вiдомо, невiд’ємнiсть де-
термiнанта матрицi, яка складається з її коефiцiєнтiв
i його головних мiнорiв:

D =
∂(T,X)
∂(S, x)

=
(

∂T

∂S

)
x

(
∂X

∂x

)
S

−
(

∂T

∂x

)2

S

≥ 0,

(
∂T

∂S

)
x

≥ 0,

(
∂X

∂x

)
S

≥ 0. (5)

Умови стiйкости (5) вперше отримано у [2]
з використанням δ2U ≥ 0. За термiнологi-
єю [2], будемо називати D детермiнантом стiй-

кости, величини
(

∂T

∂S

)
x

,

(
∂X

∂x

)
S

— адiябатич-

ними коефiцiєнтами стiйкости (АКС), величини(
∂T

∂S

)
x

,

(
∂X

∂x

)
S

,

(
∂T

∂x

)
S

— адiябатичними вели-

чинами (АВ).
Умови стiйкости для iнших трьох потенцiялiв буде-

мо шукати на основi їх визначення через U -потенцiял.
Знайдемо умови стiйкости для вiльної енерґiї F =

F (T, x). Маючи на увазi, що F = U − TS, одержуємо
δF = δU−TδS−SδT−δSδT , а пiдставляючи δU−TδS
у (2), маємо

δF + (S + δS)δT −Xδx > 0. (6)

Розвиваємо δF за варiяцiями δT, δx i враховуємо,

що
(

∂F

∂T

)
x

=−S,
(

∂F

∂x

)
T

=X:

δF =
∞∑

n=1

1
n!

(
δT · ∂

∂T
+ δx· ∂

∂x

)n

F

=−SδT + Xδx +
∞∑

n=2

1
n!

(
δT · ∂

∂T
+ δx · ∂

∂x

)n

F.

Пiдставимо δF у (6):

∞∑
n=2

1
n!

(
δT · ∂

∂T
+ δx · ∂

∂x

)n

F + δS δT > 0

або

∞∑
n=2

1
n!

(
δT · ∂

∂T
+ δx · ∂

∂x

)n

F

−δT
∞∑

n=1

1
n!

(
δT · ∂

∂T
+ δx · ∂

∂x

)n (
∂F

∂T

)
x

. (7)

Це є загальна умова стiйкости системи, що описує-
ться вiльною енерґiєю. Цiкавим є випадок, який вiд-

повiдає стiйкостi системи щодо варiяцiй типу δT =
0, δx 6= 0. З (7) у цьому випадку одержуємо:

∞∑
n=2

1
n!

(
∂nF

∂xn

)
T

(δx)n =
∞∑

n=2

(
∂n−1X

∂xn−1

)
T

(δx)n > 0.

З цiєї умови випливає, що завжди
(

∂X

∂x

)
T

≥ 0, а

коли
(

∂X

∂x

)
T

= 0, то завжди будуть виконуватись
умови :

(
∂2X

∂x2

)
T

= 0,

(
∂3X

∂x3

)
T

≥ 0, (8)

∞∑
n=5

1
n!

(
∂n−1X

∂xn−1

)
T

(δx)n > 0.

Аналогiчно можна отримати умови стiйкости сис-
теми, стан якої описується ентальпiєю H = H(S, X):
H = U−Xx; δH = δU−Xδx−xδX−δXδx. Пiдставля-
ючи δU −Xδx у (2), маємо δH +(x+δx)δX−TδS > 0
або

∞∑
n=2

1
n!

(
δS · ∂

∂S
+ δX · ∂

∂X

)n

H

−δX
∞∑

n=1

1
n!

(
δS · ∂

∂S
+ δX · ∂

∂X

)n(
∂H

∂X

)
S

> 0.

Для стiйкости системи стосовно варiяцiй типу δX =
0, δS 6= 0 маємо:

∞∑
n=2

1
n!

(
∂nH

∂Sn

)
X

(δS)n =
∞∑

n=2

(
∂n−1T

∂Sn−1

)
X

(δS)n > 0.

Тобто завжди
(

∂T

∂S

)
X

≥ 0, а коли
(

∂T

∂S

)
X

= 0,

будуть виконуватись умови

(
∂2T

∂S2

)
X

= 0,

(
∂3T

∂S3

)
X

≥ 0, (9)

∞∑
n=5

1
n!

(
∂n−1T

∂Sn−1

)
X

(δx)n > 0.

Отже, одержанi умови стiйкости щодо потенцiялiв
F i H приводять до висновку, що обернення в нуль
будь-якого IКС спричиняє обернення в нуль i вiдпо-
вiдної похiдної вiд нього при невiд’ємностi третьої по-
хiдної.

Цей висновок має теоретичне й експериментальне
значення, зокрема при аналiзi деяких фазових дiя-
грам. Для наочности запишемо умови (8) i (9) для
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P–V –T системи

(
−∂P

∂V

)
T

= 0,

(
−∂2P

∂V 2

)
T

= 0,
(
−∂3P

∂V 3

)
T

≥ 0,

∞∑
n=5

1
n!

(
−∂n−1P

∂V n−1

)
T

(δV )n > 0. (10)

(
∂T

∂S

)
P

=
T

CP
= 0,

(
∂2T

∂S2

)
P

= 0,

(
∂3T

∂S3

)
P

≥ 0,

∞∑
n=5

1
n!

(
∂n−1T

∂Sn−1

)
P

(δx)n > 0. (11)

Першi три похiднi в (10) вiдомi як “традицiйне” ви-
значення критичної точки, їх використовують, аналi-
зуючи P–V дiяграми у критичних дiлянках для сис-
тем рiдина–пара при застосуваннi експериментiв i мо-
делей, зокрема моделi Ван дер Ваальса. Рiдше, за ана-
логiєю з (10), використовують три першi похiднi (11),
аналiзуючи T–S дiяграми.

З наукового та методичного поглядiв, дуже цiкаво
пiдкреслити, що це використання має ґрунтовну ос-
нову — умови стiйкости для потенцiялiв F i H, якi
є наслiдком загальної умови стiйкости Ґiббса. Умови
(10), (11) можна успiшно застосовувати i для побудо-
ви дiяграм металевого церiю в околi критичної точки
γ ↔ α переходу та iнших P–V –T систем.

Одержимо умови стiйкости, що випливають з по-
тенцiялу Ґiббса Φ. Для Φ-потенцiялу маємо:

Φ = U − TS −Xx; S =
(
−∂Φ

∂T

)
X

,

(
− ∂Φ

∂X

)
T

.

Тодi внутрiшня енерґiя та її варiяцiя мають вигляд:

U =
[
1− T · ∂

∂T
−X · ∂

∂X

]
Φ ,

δU =
[
1− T · ∂

∂T
−X · ∂

∂X

]
δΦ

−
[
δT · ∂

∂T
+ δX · ∂

∂X

]
Φ + TδS + Xδx.

Пiдставляючи δU в (2) i враховуючи, що δΦ =
∞∑

n=1

1
n!

(
δT· ∂

∂T
+δX· ∂

∂X

)n

Φ, отримуємо

∞∑
n=2

(
1
n!
− 1

(n− 1)!

) (
δT · ∂

∂T
+ δX · ∂

∂X

)n

Φ > 0 ,

або
∞∑

n=2

1
(n− 2)!n

(
δT · ∂

∂T
+ δX · ∂

∂X

)n

Φ < 0 .

Для малих варiяцiй δT i δX одержуємо необхiдну
умову стiйкости:(

∂S

∂T

)
X

δT 2 + 2
(

∂x

∂T

)
X

δTδX +
(

∂x

∂X

)
T

δX2 ≥ 0 .

За критерiєм Сильвестра, для Φ-потенцiялу умови
стiйкости набирають вигляду:

D =

[(
∂S

∂T

)
X

(
∂x

∂X

)
T

−
(

∂x

∂T

)2

X

]−1

≥ 0,

(
∂T

∂S

)
X

≥ 0,

(
∂X

∂x

)
T

≥ 0.

Будемо називати
(

∂T

∂S

)
X

,

(
∂X

∂x

)
T

iзоди-

намiчними коефiцiєнтами стiйкости (IКС),(
∂T

∂S

)
X

,

(
∂X

∂x

)
T

,

(
∂T

∂x

)
X

— iзодинамiчними ве-

личинами (IВ).
Отже, D, АКС, IКС є основними характеристика-

ми стiйкости термодинамiчної рiвноважної системи.
Їх iснування пов’язано з U - i Φ-потенцiялами.

Усi величини, що характеризують стiйкiсть уза-
гальненої однокомпонентної системи, яку ми розгля-
даємо, можна звести у двi матрицi — пряму й оберне-
ну матрицi Якобi:


(

∂T

∂S

)
x

(
∂T

∂x

)
S(

∂T

∂x

)
S

(
∂X

∂x

)
S




(
∂T

∂S

)−1

X

(
∂T

∂x

)−1

X(
∂T

∂x

)−1

X

(
∂X

∂x

)−1

T

 .

Цi матрицi визначають перехiд вiд термокоординат
S i x до термосил T i X, а їхнi елементи пов’язанi мiж
собою через детермiнант стiйкости:

D =
(

∂T

∂S

)
X

(
∂X

∂x

)
S

=
(

∂T

∂S

)
x

(
∂X

∂x

)
T

=
(
−∂T

∂x

)
S

(
∂T

∂x

)
X

=
(

∂T

∂S

)
x

(
∂X

∂x

)
S

−
(

∂T

∂x

)2

S

=

[(
∂T

∂S

)−1

X

(
∂X

∂x

)−1

T

−
(

∂T

∂x

)−2

X

]−1

. (12)

За умови D =
∂(T,X)
∂(S, x)

= {0,∞} цей перехiд мате-

матично вироджується. Маємо граничнi випадки тер-
модинамiчної стiйкости.
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Випадок D = 0 Ґiббс уперше визначив як критич-

ний стан речовини. За (12), у цьому разi
(

∂T

∂x

)2

S

=(
∂T

∂S

)
x

(
∂X

∂x

)
S

i один з IКС обов’язково обертаєть-
ся в нуль.

Випадок D → +∞ вперше дослiдив В. К. Семенчен-
ко [2] i назвав надстiйким станом або надфазою. Для

цього стану, за (12), виконується умова
(

∂T

∂x

)2

X

=(
∂T

∂S

)
X

(
∂X

∂x

)
T

i один з АКС обов’язково наближа-

ється до нескiнченности. Прикладами надстiйких ста-
нiв є стан бiля абсолютного нуля та надпровiднiсть.

Важливим наслiдком спiввiдношення (12) є той
факт, що коли D наближається до нуля або нескiн-

ченности (при переходi системи в критичний стан або
надфазу), мiнiмум три величини, по однiй у кожнiй
парi спряжених, будуть також наближатися до нуля
або нескiнченности. При цьому, як уже вiдзначалось,
один з IКС обов’язково наближається до нуля, коли
D → 0, або один з АКС наближається до нескiнчен-
ности, коли D → +∞.

2. У першiй частинi ми обґрунтували застосуван-
ня умов (10), (11) для побудови й аналiзу P–V i T–S
дiяграм у критичнiй дiлянцi. У другiй частинi з цих
же принципiв дослiдимо мiсце спiнодалi й бiнодалi на
цих дiяграмах.

Будемо виходити з умов стiйкости критичного ста-
ну. У роботi [3] з аналiзу умов δ3U = 0, δ4U ≥ показа-
но, що стан буде стiйким, коли виконуються вимоги,
якi накладаються на АКС та їхнi похiднi:

1.

(
∂T

∂S

)
x

6= 0,

(
∂X

∂x

)
S

6= 0, (δS 6= 0, δx 6= 0);

2.

(
∂T

∂S

)
x

6= 0,

(
∂X

∂x

)
S

= 0, (δS = 0, δx 6= 0);

∂

∂x

(
∂X

∂x

)
S

= 0,
∂2

∂x2

(
∂X

∂x

)
S

≥ 0;

3.

(
∂T

∂S

)
x

= 0,

(
∂X

∂x

)
S

6= 0, (δS 6= 0, δx = 0);

∂

∂S

(
∂T

∂S

)
x

= 0,
∂2

∂S2

(
∂T

∂S

)
x

≥ 0;

4.

(
∂T

∂S

)
x

= 0,

(
∂X

∂x

)
S

= 0, (δS, δx− будь-якi);

∂

∂S

(
∂T

∂S

)
x

= 0,
∂

∂x

(
∂T

∂S

)
x

= 0,
∂

∂S

(
∂X

∂x

)
S

= 0;

∂

∂x

(
∂X

∂x

)
S

= 0,
∂2

∂S2

(
∂T

∂S

)
x

≥ 0,
∂2

∂x2

(
∂X

∂x

)
S

≥ 0.

(13)

Отриманi умови стiйкости критичного стану дають змогу точно аналiтично показати, що у критичнiй точ-
цi спiнодальна та бiнодальна лiнiї дотикаються одна одної. Доведемо, по-перше, що при умовi δ3U = 0 на
бiнодальнiй лiнiї у критичнiй точцi виконується рiвнiсть dD = 0.

Запишiмо умову δ3U = 0 у виглядi:

(
dS · ∂

∂S
+ dx · ∂

∂x

)3

U = 0. (14)
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Розгляньмо випадок, коли обидва АКС в (13) не дорiвнюють нулевi. Тодi dx 6= 0 i (14) набирає вигляду

(
dS

dx

∂

∂S
+

∂

∂x

)3

U = 0

або (
∂3U

∂S3

)
x

(
dS

dx

)3

+ 3
(

∂3U

∂S2∂x

) (
dS

dx

)2

+ 3
(

∂3U

∂S∂x2

) (
dS

dx

)
+

(
∂3U

∂x3

)
S

= 0.

Це рiвняння роздiлимо на два доданки:

dS

dx

{(
∂3U

∂S3

)
x

(
dS

dx

)2

+ 2
(

∂3U

∂S2∂x

) (
dS

dx

) (
∂3U

∂S∂x2

)}

+

{(
∂3U

∂S2∂x

) (
dS

dx

)2

+ 2
(

∂3U

∂S∂x2

) (
dS

dx

)
+

(
∂3U

∂x3

)
S

}
= 0.

(15)

Наведемо, за [3], значення критичного нахилу KC :

dS

dx
=

[
sign

(
−∂T

∂x

)
S

](
∂X

∂x

)1/2

S

(
∂T

∂S

)−1/2

x

6= {0,∞}. (16)

Тодi, враховуючи у фiгурних дужках (15) цей вираз та помножуючи отриманий результат на
(

∂T

∂S

)
x

, маємо

dS

dx

{(
∂2T

∂S2

)
x

(
∂X

∂x

)
S

+
(

∂2X

∂S∂x

) (
∂T

∂S

)
x

− 2
(

∂2T

∂S∂x

) (
∂T

∂x

)
S

}

+
{(

∂2T

∂S∂x

) (
∂X

∂x

)
S

+
(

∂2X

∂x2

)
S

(
∂T

∂S

)
x

− 2
(

∂2T

∂x2

)
S

(
∂T

∂x

)
S

}
= 0,

або

dS

dx
· ∂

∂S

{(
∂T

∂S

)
x

(
∂X

∂x

)
S

−
(

∂T

∂x

)2

S

}
+

∂

∂x

{(
∂T

∂S

)
x

(
∂X

∂x

)
S

−
(

∂T

∂x

)2

S

}
.

Зваживши, що у фiгурних дужках стоїть D, пере-
пишемо це рiвняння так:

(
∂D

∂S

)
x

dS +
(

∂D

∂x

)
S

dx = 0, (17)

або

dD = 0.

У другому i третьому випадках умов стiйкости кри-

тичного стану (13) виконуватимуться частини (14)(
∂3U

∂x3

)
S

= 0 або
(

∂3U

∂S3

)
x

= 0 i, вiдповiдно, будемо

мати dD =
(

∂D

∂x

)
S

dx = 0 або dD =
(

∂D

∂S

)
x

dS = 0.

Коли обидва коефiцiєнти дорiвнюють нулевi, dS та
dx стають довiльними. Тодi, за (14), не тiльки похiднi
U другого порядку, але й третього дорiвнюють нуле-
вi. А оскiльки в похiднi D входять саме цi похiднi, то
й у цьому разi маємо dD = 0. Тобто умови стiйкости
критичного стану в усiх випадках приводять до рiв-
ности dD = 0 на бiнодальнiй лiнiї у критичнiй точцi.
Цей результат має важливий фiзичний змiст. Умова

149



Є. Д. СОЛДАТОВА

D(S, x) = 0 визначає, як вiдомо, на площинi S–x спi-
нодальну лiнiю. Ясна рiч, що на всiй спiнодалi dD = 0.
На бiнодальнiй лiнiї умови D = 0 i dD = 0 є тiльки
у критичнiй точцi. Це дозволяє говорити про те, що
у критичнiй точцi бiнодальна та спiнодальна лiнiї до-
тикаються одна до одної (зливаються одна з одною).
Тому в критичнiй точцi локально бiнодаль може бу-
ти замiнена спiнодаллю. Цей наслiдок умов стiйкости
критичного стану є важливим при побудовi й аналiзi
фазових дiяграм у критичнiй дiлянцi.

Отже, у статтi єдиним методом, на основi загаль-
ної умови Ґiббса для рiвноважної однокомпонентної

системи, отримано i проаналiзовано умови стiйкости
для чотирьох основних термодинамiчних потенцiялiв.
Умови стiйкости щодо внутрiшньої енерґiї й енерґiї
Ґiббса дають змогу проаналiзувати поведiнку термо-
динамiчних величин на межах стiйкости. Умови стiй-
кости щодо вiльної енерґiї й ентальпiї характеризу-
ють поведiнку iзодинамiчних похiдних на X–x i T–S
дiяграмах.

Цей результат, а також отриманий висновок щодо
зливання спiнодалi й бiнодалi у критичнiй точцi об-
ґрунтовує, з погляду стiйкости, фазовi дiяграми, зо-
крема P–V i T–S дiяграми, у критичнiй дiлянцi.
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The stability conditions for four basic potentials have been found and analysed on the basis of the general
Gibbs condition for the equilibrium one-component system. The consequences of these conditions, in particular, the
properties of thermodynamic systems at stability boundaries, are examined. The obtained conditions of the critical
state stability lead to spinodal and binodal merging at the critical point, so the binodal can be locally substituted
for the spinodal there. The importance of stability conditions and their consequences for the substantiation of
phase diagrams (in particular, P–V and T–S diagrams) in the critical region is emphasized.
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