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Метод функцiонала густини застосовано до вивчення властивостей плину дворiвневих ато-
мiв, частина з яких перебуває у збудженому станi. Зокрема проаналiзовано утворення пари в
розтягненiй рiдинi (явище кавiтацiї). Для цього розраховано величину кавiтацiйного бар’єра
(тобто енерґетичного бар’єра для утворення бульбашки пари критичного розмiру в розтягне-
нiй рiдинi) i дослiджено, як на цю величину впливає наявнiсть збуджених атомiв.
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Якщо рiдину розтягувати, то вона втрачає суцiль-
нiсть: у нiй утворюються дiлянки, заповненi парою
(бульбашки пари). Це явище кавiтацiї, яке досить по-
ширене в природi i вивченню якого присвячено бага-
то праць iнженерiв, фiзикiв, хемiкiв, бiологiв протя-
гом останнього столiття [1,2]. Кавiтацiя включає цiлу
низку процесiв вiд зародження бульбашки пари до її
затраскування.

Предметом нашого дослiдження є виникнення ка-
вiтацiї. Ми вивчимо, як вiдбувається такий процес в
однорiднiй рiдинi дворiвневих атомiв, частина з яких
перебуває у збудженому (електронному) станi (напри-
клад, у результатi резонансного опромiнення). Наяв-
нiсть збуджених атомiв приводить до змiн у мiжатом-
них взаємодiях, що своєю чергою впливає на зародко-
утворення бульбашки пари в розтягненiй рiдинi.

Слiд пiдкреслити, що ця система є, взагалi кажу-
чи, нерiвноважною (кiлькiсть атомiв у збудженому

станi визначається не рiвноважним розподiлом, а зов-
нiшнiми умовами i є заданим зовнiшнiм параметром).
Проте вона все-таки має рiвноважнi властивостi для
заданої концентрацiї збуджених атомiв, бо час вста-
новлення рiвноваги за поступальними ступенями вi-
льности набагато менший за тривалiсть життя збу-
дженого стану. Особливiсть рiвноважних властивос-
тей такої системи зумовлена резонансними взаємодi-
ями, якi виникають у системi тотожних рiзнозбудже-
них атомiв.

Рiвноважнi властивостi плину атомiв, частина з
яких збуджена, вивчали рiзнi дослiдники протягом
останнiх кiлькох десятилiть [3–10]. На основi аналiзу
внеску далекосяжних резонансних диполь–дипольних
взаємодiй у другий вiрiяльний коефiцiєнт газу атомiв,
частина з яких перебуває у збудженому станi, можна
запропонувати такий функцiонал великого термоди-
намiчного потенцiялу [10]:

Ω[ρ(r)] = FCS[ρ(r)] −
6σ3a(c1, T )

π

∫

|r1−r2|≥2σ

dr1dr2
ρ(r1)ρ(r2)

|r1 − r2|6
− µ

∫

dr1 ρ(r1). (1)

Тут

FCS[ρ(r)] = kT

∫

dr1 ρ(r1)

(

ln
(

Λ3ρ(r1)
)

+
−1 + 6vρ(r1) − 4v2ρ2(r1)

(1 − vρ(r1))2

)

(2)

є функцiоналом вiльної енерґiї Гельмгольца, який ураховує короткосяжне вiдштовхування атомiв у локальному
наближеннi Карнагана–Старлiнґа, Λ — довжина теплової хвилi де Бройля атома, v = 4πσ3/3, а σ — радiус
атома. Далi, другий доданок у (1) враховує далекосяжну взаємодiю в системi атомiв, частина з яких перебуває
у збудженому станi; при цьому

a(c1, T ) =
1

32
a2v (E1 − E0)

(

c0 − c1 + 2c0c1
E1 − E0

kT

)

, (3)
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c0 i c1 = 1−c0 — концентрацiї атомiв в основному та збудженому станах, a =
(

d2/σ3
)

/ (E1 − E0) — безрозмiрний
параметр, що характеризує дворiвневий атом, d — величина електричного дипольного моменту переходу мiж
основним i збудженим станами атома, а E1 − E0 — енерґiя збудження атома. Нарештi µ у (1) є хемiчним
потенцiялом атомiв.

У методi фукцiонала густини [11] шукають такий профiль густини ρ(r), який мiнiмiзує функцiонал (1). Для
цього слiд розв’язати щодо ρ(r) таке рiвняння:

kT ln
(

Λ3ρ(r1)
)

+ kT
8vρ(r1) − 9v2ρ2(r1) + 3v3ρ3(r1)

(1 − vρ(r1))3
−

12σ3a(c1, T )

π

∫

|r1−r2|≥2σ

dr2
ρ(r2)

| r1 − r2 |6
− µ = 0. (4)

Значення функцiонала густини для профiлю густини ρ(r), що задовольняє рiвняння (4) i є значенням великого
термодинамiчного потенцiялу системи Ω(T, µ, V ).

У безрозмiрнiй формi функцiонал великого термодинамiчного потенцiялу (1) i рiвняння для рiвноважної
густини (4) мають вигляд

Ω[ρ(r)]

E1 − E0
=

3τ

4π

∫

dρ1 η(ρ1)

(

ln
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Λ3

v
η(ρ1)

)

+
−1 + 6η(ρ1) − 4η2(ρ1)
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2

)

−
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2π2
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2
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|ρ1 − ρ2|
6
−

3µ

4π(E1 − E0)

∫

dρ1 η(ρ1); (5)

α(c1, τ) =
a2
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τ

)

i
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(

Λ3

v
η(ρ1)

)

+ τ
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(1 − η(ρ1))
3

−
12α(c1, τ)

π

∫

|ρ
1
−ρ

2
|≥2

dρ2

η(ρ2)

|ρ1 − ρ2|
6
−

µ

E1 − E0
= 0 (6)

вiдповiдно; тут η = vρ є безрозмiрною густиною. Па-
раметр a є єдиним параметром, що характеризує дво-
рiвневий атом; для простоти далi покладемо a = 1.
Ми також покладаємо без утрати загальности Λ3/v =
1. Окрiм випадку, коли всi атоми перебувають в ос-
новному станi, тобто c1 = 0, розглядатимемо також
випадок, коли частина атомiв перебуває у збудже-
ному станi; при цьому для конкретности братимемо
c1 = 0.00006 (0.006% атомiв перебуває у збудженому
станi).

Мiкроскопiчний пiдхiд до вивчення кавiтацiї з ви-
користанням методу функцiонала густини розвинув
Д. Окстобi [12]. Методику розрахункiв для функцiо-
налiв типу (1) докладно описано в наших попереднiх
працях [10,13] (порiвняймо формули (1) i (4) з форму-
лами (2.26) i (2.27) зi статтi О. В. Держка, В. М. Ми-
галя, Журн. фiз. досл. 1, 402 (1997)). Тому далi на-
ведемо лише результати обчислень на основi (5) i (6),
не вдаючись у деталi розрахункiв, якi можна знайти
у працях [10,11, 13].

Почнiмо з фазової дiяграми пара–рiдина (деталi

див. у наших попереднiх статтях [10]). На рис. 1
(рис. 2) наведено двi iзотерми в областi великих гус-
тин: обидвi стосуються температури τ = 0.8τc(0) ≈
0.00235822 (τ = 0.6τc(0) ≈ 0.00176866), але рiзних
концентрацiй збуджених атомiв c1 = 0 (жирна кри-
ва) i c1 = 0.00006 (тонка крива). Рiвняння стану, яке
дає такi результати, випливає з (5), (6), коли η(ρ) = η.
Горизонтальнi дiлянки iзотерм збудованi за правилом
Максвелла. Крайнi точки цих горизонтальних дiля-
нок визначають криву спiвiснування двох фаз пари
й рiдини (бiнодаль), а мiнiмум/максимум iзотерми —
спiнодаль. Рис. 1 i рис. 2 дають уявлення про змiни
фазової дiяграми з появою збуджених атомiв у облас-
тi великих густин. Нас цiкавитимуть далi макроско-
пiчнi властивостi плину при iснуваннi двох фаз плину
рiдини та пари в областi великих густин.

Для знаходження кавiтацiйного бар’єра в межах
теорiї, що використовує капiлярне наближення, по-
трiбно знати коефiцiєнт поверхневого натягу. Роз-
глядаючи неоднорiдний плин у цилiндрiчнiй посу-
динi при T < Tc у виглядi двох фаз у рiвновазi
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з плоскою мiжфазною поверхнею при тиску p0(T )
i значеннi хемiчного потенцiялу µ0(T ) i знаходя-
чи залежний вiд висоти розв’язок ρ(z) рiвняння
для рiвноважної густини, визначаємо коефiцiєнт по-
верхневого натягу γ (див. [10]) Зокрема, для без-
розмiрного коефiцiєнта поверхневого натягу Γ =
γσ2/(E1 − E0) маємо Γ ≈ 0.00037372 i Γ ≈ 0.00051195
при c1 = 0 i c1 = 0.00006, якщо τ = 0.8τc(0). Якщо
τ = 0.6τc(0), то маємо Γ ≈ 0.00106899 при c1 = 0 i
Γ ≈ 0.00131544 при c1 = 0.00006. Знаючи коефiцiєнт

Рис. 1. Iзотерми π(1/η) при τ = 0.8τc(0). Жирнi
кривi вiдповiдають c1 = 0, а тонкi кривi вiдповiдають
c1 = 0.00006 (= 0.006%). Лiва кiнцева точка горизонталь-
ної дiлянки iзотерми (їй вiдповiдає тиск π0(τ )) дає густи-
ну рiдини ηl. Права кiнцева точка горизонтальної дiлянки
iзотерми (вона є поза межами вибраних тут значень гус-
тини) дає густину пари ηv.

поверхневого натягу, можна обчислити енерґiю, не-
обхiдну для утворення бульбашки пари критичного
розмiру (з радiусом Томсона) у розтягненiй рiдинi,
тобто кавiтацiйний бар’єр для фазового переходу рi-
дини в пару, скориставшись капiлярним наближен-
ням [11–13]. У результатi матимемо

Acl =
16π

3

γ3

(∆p)
2 ; (7)

тут ∆p = p − p0(T ) < 0, p є тиском (метастабiльної)
розтягненої рiдини, а p0(T ) є значенням рiвноважного
тиску при температурi T . Результати розрахунку на
основi (7) наведено на рис. 3 i рис. 4 (штриховi лiнiї).

Нарештi перейдiмо до мiкроскопiчного розгляду в
методi функцiонала густини для двох фаз, що не пере-
бувають у рiвновазi. А саме, розгляньмо метастабiль-
ну розтягнену рiдину у сферичнiй посудинi радiусом
R при температурi T < Tc i тиску p = p0(T ) + ∆p <
p0(T ). Припустiмо, що в центрi посудини є сферич-
на крапля пари, i проаналiзуймо профiль густини та
значення великого термодинамiчного потенцiялу цьо-
го двофазного плину. Цей аналiз дає змогу на основi
значення великого термодинамiчного потенцiялу та-
кого метастабiльного двофазного плину Ω(T, µ, V ) об-
числити кавiтацiйний бар’єр для фазового переходу
рiдини в пару

A = Ω(T, µ, V ) −

(

−p
4

3
πR3

)

. (8)

Результати розрахунку на основi (8) наведено на
рис. 3 i рис. 4 (суцiльнi лiнiї).

Рис. 2. Те саме, що на рис. 1, для нижчої температури
τ = 0.6τc(0).

Типове обчислення виглядає так. Вiзьмiмо, напри-
клад, τ = 0.8τc(0) ≈ 0.00235822 i c1 = 0. При та-
ких значеннях параметрiв рiвноважне значення тис-
ку є π0(0.8τc(0), c1 = 0) ≈ 0.00004118, а рiвноваж-
не значення хемiчного потенцiялу є µ0(0.8τc(0), c1 =
0)/(E1−E0) ≈ −0.00996108 (рiвноважне значення гус-
тин ηl ≈ 0.30719568 i ηv ≈ 0.02172324). Зменшимо
тепер хемiчний потенцiял на 0.0002, тобто покладiмо
значення хемiчного потенцiялу рiвним −0.00996108−
0.0002. Для однорiдного плину з температурою τ =
0.8τc(0) ≈ 0.00235822 це нове значення хемiчного по-
тенцiялу вiдповiдає густинi η ≈ 0.29652860 (1/η ≈
3.372356) i тисковi π ≈ −0.00001923. У так розтяг-
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ненiй метастабiльнiй рiдинi кавiтацiйний бар’єр мож-
на обчислити згiдно з (7); його величина є Acl/kT =
αcl/τ ≈ 187.6280. У методi ж функцiонала густини
слiд знайти спочатку профiль густини, який вiдпо-
вiдає бульбашцi пари в розтягненiй рiдинi, i знайти
вiдповiдне йому значення великого термодинамiчно-
го потенцiялу, яке i є значенням Ω(T, µ, V ) у форму-
лi (8) (див. [12, 13]). Для цього розв’язуємо рiвняння
для профiлю густини iтерацiями, починаючи зi схо-
динкоподiбного профiлю з радiусом бульбашки пари
r(0)/2σ = 12.81 (для цих значень термодинамiчних па-
раметрiв). У результатi знаходимо “стiйке” значення
великого термодинамiчного потенцiялу “на полицi”, i
згiдно з (8) A/kT = α/τ ≈ 187.21. Так знайдено двi
точки A/kT = α/τ для значення 1/η ≈ 3.372356 на
кривих 1 i 2 на рис. 3. Описанi обчислення повторює-
мо для iнших значень 1/η, змiнюючи значення хемiч-
ного потенцiялу.

Рис. 3. Залежнiсть кавiтацiйного бар’єра для фазового
переходу рiдини в пару при температурi τ = 0.8τc(0) для
двох концентрацiй c1 = 0 (кривi 1 i 2) та c1 = 0.00006
(кривi 3 i 4). Кривi 2 та 4 отриманi на основi (7). Кривi 1
та 3 одержанi мiкроскопiчним методом розрахунку кавi-
тацiйного бар’єра на основi (8).

Далi, нехай є плин при цiй ж температурi τ =
0.8τc(0) ≈ 0.00235822, але c1 = 0.00006. Знайде-
мо величину кавiтацiйного бар’єра як функцiю гус-
тини в такому плинi. Рiвноважне значення тиску є
π0(0.8τc(0), c1 = 0.00006) ≈ 0.00003179, рiвноваж-
не значення хемiчного потенцiялу є µ0(0.8τc(0), c1 =

0.00006)/(E1 − E0) ≈ −0.01049448, рiвноважне
значення густин ηl ≈ 0.32745048462651 i ηv ≈
0.01596816659482. Зменшимо хемiчний потенцiял на
0.0004, тобто покладемо значення хемiчного потен-
цiялу рiвним −0.01049448 − 0.0004. Для однорiдно-
го плину з температурою τ = 0.8τc(0) ≈ 0.00235822
це нове значення хемiчного потенцiялу вiдповiдає
густинi η ≈ 0.30947924 (1/η ≈ 3.231235) i тисковi
π ≈ −0.00009580. Величина кавiтацiйного бар’єра в
так розтягненiй метастабiльнiй рiдинi, згiдно з (7),
є Acl/kT = αcl/τ ≈ 106.1327. У методi функцiонала
густини, почавши зi сходинкоподiбного профiлю з ра-
дiусом бульбашки пари r(0)/2σ = 7.893 (для цих зна-
чень термодинамiчних параметрiв), знаходимо, згiдно
з (8), A/kT = α/τ ≈ 88.5388. Так знайдено двi точ-
ки A/kT = α/τ для 1/η ≈ 3.231235 на кривих 3 i 4
на рис. 3. Такi ж обчислення повторюємо для iнших
значень 1/η, змiнюючи значення хемiчного потенцiя-
лу.

Результати описаних обчислень для нижчої темпе-
ратури τ = 0.6τc(0) зображено на рис. 4.

Рис. 4. Те саме, що на рис. 3, для нижчої температури
τ = 0.6τc(0).

Перейдiмо до обговорення отриманих результатiв.
Нагадаємо, що ймовiрнiсть флюктуацiї, у результатi
якої в розтягненiй рiдинi утворюється бульбашка па-
ри критичного розмiру, пропорцiйна exp(−A/kT ), де
A — величина кавiтацiйного бар’єра для рiдини у цих
умовах. На рис. 3 i рис. 4 показано концентрацiйну
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залежнiсть кавiтацiйного бар’єра для фазового пере-
ходу рiдини у пару для двох температур τ = 0.8τc(0)
(рис. 3) та τ = 0.6τc(0) (рис. 4). При цьому показано
як результати, отриманi в межах капiлярного набли-
ження (7) (штриховi кривi), так i результати, одержа-
нi методом функцiонала густини (8) (суцiльнi кривi).
Капiлярне наближення переоцiнює значення кавiта-
цiйного бар’єра: при наближеннi до спiнодалi вiн мав
би обертатися в нуль.

Висновок, який можна зробити з наведених резуль-
татiв, полягає в тому, що для заданої температури
значення кавiтацiйного бар’єра в рiдинi зi збуджени-
ми атомами є меншим, анiж у рiдинi без збуджених
атомiв.

Розвинуту схему статистико-механiчних обчислень
можна використати для мiкроскопiчного аналiзу змi-
ни стiйкости рiдини щодо кавiтацiї в умовах, коли
можливе збудження атомiв (молекул).
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THE PROPERTIES OF A FLUID OF TWO-LEVEL ATOMS,

A PART OF WHICH IS EXCITED. CAVITATION
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The density functional approach has been applied to the study of the properties of a fluid of two-level atoms,

a part of which is excited. In particular, a process of the appearance of vapour in the extended liquid (cavitation)

has been analyzed. For this purpose, a value of the cavitation barrier (i. e. the energy barrier for the appearence

of a bubble of the critical size in the extended liquid) has been calculated and the influence of the excited atoms

on this quantity has been examined.
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