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Здiйснено огляд недавнiх результатiв емпiричних, числових та теоретичних дослiджень
складних мереж, що описують багато систем у природi й суспiльствi. Прикладами можуть бу-
ти iнтернет, www, нейроннi, транспортнi, розподiльчi, соцiяльнi мережi, мережi метаболiзму,
харчування, цитування та багато iнших. Лише нещодавно фiзики почали аналiзувати мережi
теоретично й емпiрично, першi статтi датованi кiнцем 1990-их рокiв. Мета дослiджень змi-
нилася вiд аналiзу невеликих графiв i властивостей окремих вершин та ребер до розгляду
статистичних властивостей цих графiв (мереж). Зi змiною мети змiнилися й методи аналiзу.

У статтi коротко описано розвиток науки про мережi та охарактеризовано властивостi де-
яких природних мереж i мереж, що виникли внаслiдок життєдiяльности людини. Наведено
приклади трьох основних моделей мереж: класичного випадкового графа Ердоша–Ренi, тiс-
ного свiту Ваттса–Строґаца та безмасштабної мережi Барабашi–Альберта. Подано вступ до
статистичної механiки складних мереж, а також розглянуто задачi, пов’язанi з фазовими пе-
реходами та критичними явищами. Зокрема проаналiзовано рiзноманiтнi явища, пов’язанi з
мережами, якi можна описати в термiнах теорiї перколяцiї.
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I. ВСТУП. СКЛАДНI МЕРЕЖI
З ПОГЛЯДУ ФIЗИКА

Визнаючи першiсть експерименту, його поєднання
з теоретичним обґрунтуванням та симуляцiями, вико-
ристовуючи математику як iнструмент та мову аналi-
зу й застосовуючи моделювання, фiзика була й зали-
шається архетипом природничої науки. Упродовж ос-
таннiх десятилiть ми маємо змогу спостерiгати спри-
чинене цим явище — фiзика (або, принаймнi, фiзики)
розширює коло своїх зацiкавлень, удаючись до ана-
лiзу проблем, якi спочатку були традицiйними об’єк-
тами дослiджень iнших наук. Одна з таких проблем,
а саме теорiя складних мереж, є предметом нашого
огляду.

Мережею (network) називається сукупнiсть вузлiв,
що поєднанi зв’язками (див. рис. 1).

Рис. 1. З погляду теорiї мереж, дереворит Я. Гнiздов-
ського “Конструктор” — це мережа, що складається з N
вузлiв, якi поєднанi M зв’язками. Кiлькiсть вузлiв N у ме-
режах, якi дослiджуються в наш час, коливається вiд 103

до 1010. Кожна окрема мережа є представником ансамблю
мереж, що мiстить мережi, побудованi згiдно з певними
правилами. Такий ансамбль характеризується функцiєю
розподiлу ступенiв вузлiв P (k) — iмовiрнiстю того, що ви-
падково обраний вузол i має ступiнь ki = k.

У математичнiй лiтературi прийнято вживати тер-
мiн “граф”. Теорiя графiв — це одна з частин дискрет-
ної математики [1,2]. Типовий приклад графа подано
на рис. 2.

1
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Рис. 2. Зображений на рисунку граф має N = 4 верши-
ни, якi пов’язанi за допомогою M = 7 ребер. Вершини 1,
2, i 3 мають ступiнь три (k1 = k2 = k3 = 3), вершина 4 має
ступiнь п’ять (k4 = 5).

Поняття мережi стало одним iз центральних понять
нашого часу. Вибух зацiкавлення ними — це культур-
не й соцiяльне явище, яке вiдбулося наприкiнцi мину-
лого столiття [3–13].

Iснує багато систем, що мають форму мережi: це
iнтернет, www, нейроннi мережi, мережi метаболiз-
му, харчування, транспортнi, розподiльчi (наприклад,
кровоноснi артерiї чи поштова служба), соцiяльнi ме-
режi, мережi цитування та багато iнших. Лише нещо-
давно фiзики почали аналiзувати мережi теоретич-
но й емпiрично, першi статтi датованi кiнцем 1990-их
рокiв. Мета дослiджень змiнилася вiд аналiзу неве-
ликих графiв та властивостей окремих вершин i ре-
бер (див. рис. 2) до розгляду статистичних власти-
востей цих графiв (мереж). Зi змiною мети змiнили-
ся й методи аналiзу. Народження “науки про мере-
жi” вiдбулося внаслiдок розвитку комп’ютерних тех-
нологiй: www надає порiвняно легкий доступ до баз
даних з iнформацiєю про рiзноманiтнi мережi й вод-
ночас потужнiсть комп’ютерiв дозволяє докладно їх
аналiзувати (що було би просто неможливо в iншому
випадку, враховуючи розмiри дослiджуваних мереж).
Отож, це був саме той момент, коли фiзика мала б до-
лучитися як до традицiйного емпiричного вивчення
мереж, так i до їх моделювання та спроб теоретично-
го аналiзу.

Певний тип мереж, так званi нейроннi мережi, цi-
кавив фiзикiв i ранiше. Вони й надалi є об’єктом до-
слiджень [14], проте їхнi властивостi не настiльки ви-
значаються топологiєю мережi (в приципi, кожен ву-
зол пов’язаний зi всiма iншими), як вагою зв’язкiв i
станом вузлiв. Тодi як у поведiнцi мереж, про якi йти-
ме мова в цьому оглядi, топологiя вiдiграє провiдну
роль. Щоб означити такi об’єкти й коло дослiджува-
них питань, часто вживається термiн складнi мережi
(complex networks). Вiдзначимо також спорiдненi пи-
тання, якими цiкавляться у фiзицi та хемiї полiмерiв
складної топологiї — полiмерних мереж [15,16].

Виявляється [17–20], що найважливiшi мережi, якi
виникають унаслiдок людської життєдiяльности, та
природнi мережi мають специфiчну структуру, що ха-
рактеризується розподiлом ступенiв вузлiв iз товстим
хвостом (fat-tail distribution) i сильно вiдрiзняється
вiд структури вже дослiдженого в математицi класич-
ного випадкового графа [21, 22]. Зазвичай цi мережi
не статичнi, а такi, що розвиваються, i для розумiння
їхньої структури необхiдно знати принципи їх еволю-
цiї.

На сьогоднi маємо багато лiтератури про мережi. Їм
присвячують цiлi журнали чи секцiї журналiв. Для
прикладу, серед статей, опублiкованих у 2005 у жур-
налi Physical Review, секцiї B, E та Letters, 446 статей
мiстять у заголовку чи в анотацiї слово “мережа”. Ме-
та нашого огляду — поглянути на мережi з погляду
фiзика, докладнiше зупиняючись на тих проблемах,
якi цiкавлять нас на цей момент. Ознайомивши укра-
їнського читача з цим захопливим предметом, сподi-
ваємось у такий спосiб привернути до нього увагу i в
Українi. Бiльше iнформацiї про мережi можна знайти
в недавнiх оглядових статтях [3–7] та книжках [8, 9].
Для попереднього ознайомлення варто переглянути
книжки [10–13].

Структура огляду є такою: в наступному роздi-
лi II ми розповiмо про етапи розвитку науки про ме-
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режi, уведемо елементи теорiї графiв, означимо ос-
новнi величини, що використовуються для кiлькiс-
ного опису мереж, а також коротко опишемо деякi
властивостi природних мереж i мереж, що виник-
ли внаслiдок життєдiяльности людини. У III роздiлi
наведемо приклади трьох основних моделей мереж:
класичного випадкового графа Ердоша–Ренi, тiсно-
го свiту Ваттса–Строґаца та безмасштабної мережi
Барабашi–Альберта. IV роздiл присвячений деталь-
нiшому розгляду трьох типiв мереж: мереж спiвпра-
цi, мереж громадського транспорту та комп’ютерних
мереж. Цей роздiл, як i наступнi, акцентують увагу
на тих питаннях, якi пов’язанi з дослiдженнями авто-
рiв огляду. Вступ до статистичної механiки складних
мереж подано в роздiлi V, роздiл VI присвячено зада-
чам, пов’язаним з фазовими переходами та критични-
ми явищами, а в VII роздiлi йдеться про рiзноманiтнi
явища, пов’язанi з мережами, якi можна описати в
термiнах теорiї перколяцiї. У роздiлi VIII ми форму-
люємо певний загальний погляд на нову науку про
мережi, що зароджується в наш час, а в додатку пе-
релiчуємо основнi термiни теорiї мереж.

II. НАРОДЖЕННЯ НАУКИ ПРО МЕРЕЖI.
КОРОТКИЙ ОГЛЯД

У цьому роздiлi ми коротко розглянемо iсторiю ви-
никнення науки про мережi, уведемо елементи теорiї
графiв, означимо головнi спостережуванi величини,
що використовуються для кiлькiсного опису мереж, а
також коротко опишемо деякi властивостi природних
мереж i мереж, що виникли внаслiдок життєдiяль-
ности людини.

A. Як усе починалось

Виникнення теорiї графiв пов’язують з iменем Ле-
онарда Ойлера (Leonard Euler) та його знаменитим
розв’язком задачi про сiм мостiв Кьонiґсберґа (чи
радше, доведенням неiснування розв’язку). Тож граф
на рис. 2 — найстарiший у теорiї графiв: його ребра
вiдповiдають мостам, що з’єднують острiв Кнайпен-
гоф у Кьонiґсберзi з берегами. Леонард Ойлер iнтер-
претував задачу пошуку такого неперервного шляху,
що не перетинає сам себе i пройшов через усi мости,
як граф (рис. 2), та спричинив виникнення теорiї гра-
фiв. Початки теорiї графiв також пов’язанi з робота-
ми Френсiса Ґасрi (Francis Guthrie), який, розфарбо-
вуючи карту графств Англiї, сформулював задачу чо-
тирьох кольорiв: чи можливо, використовуючи лише
чотири кольори, розфарбувати будь-яку карту так,
щоб жоднi сумiжнi областi не були зафарбованi од-
ним кольором. Розв’язуючи цю задачу, математики
вiдкрили багато фундаментальних величин i понять
теорiї графiв. Чимало видатних математикiв зроби-
ли свiй внесок у розвиток цiєї теорiї, яка в результатi
лягла у фундамент дискретної математики [1].

Рис. 3. Леонард Ойлер (1707–1783). У 1736 опублiкував
статтю Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis,
яка стала першою роботою з теорiї графiв.

Рис. 4. Френсiс Ґасрi (1831–1899). У 1852 сформулював
задачу про чотири кольори, яка бiльш нiж столiття була
однiєю з найвiдомiших нерозв’язаних задач у математи-
цi. Зрештою, правильнiсть її твердження довели в 1976,
використовуючи контраверсiйний метод перебору за до-
помогою комп’ютера.

У фiзицi вперше теорiю графiв застосував Ґустав
Кiрхгофф (Gustav Kirchhoff), увiвши правила для об-
числення напруги i струму в електричних колах. У
XX столiттi застосування теорiї графiв поширилось i
на iншi галузi науки.

Рис. 5. Ґустав Роберт Кiрхгофф (1824–1887). У 1845
вiн опублiкував правила для електричного кола (прави-
ла Кiрхгоффа), почавши застосовувати графи у фiзицi.
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Так, соцiологiя застосовує переважно емпiричний
аналiз для встановлення зв’язкiв мiж членами суспi-
льства. Вiдображення цих зв’язкiв у формi графа до-
зволяє вивчити їх кiлькiсно (див. також роздiл IV).
Двома визначними прикладами є дослiдження, про-
веденi наприкiнцi 60-их — на початку 70-их рокiв ми-
нулого столiття. У 1967 С. Мiлґрем опублiкував ре-
зультати такого експерименту [23]. Випадково вибра-
ним особам у США надiслали листи. Кожен лист мiс-
тив iм’я особи-цiлi i прохання переслати цього листа
своєму знайомому, якщо адресат не знає особи-цiльi
особисто. Iз опису того, як розiсланi листи досягну-
ли цiль, Мiлґрем зробив висновок про те, що серед-
ня вiдстань мiж двома членами суспiльства становить
шiсть крокiв (шiсть промiжних знайомств). Це яви-
ще, також вiдоме як “шiсть ступенiв роздiлення”, ста-
ло попередником ефекту тiсного свiту, вiдкритого зго-
дом для багатьох мереж [13] (див. роздiл III). Другим
прикладом є дослiдження, що провiв М. Ґреноветтер
[24], який запровадив у соцiяльних мережах концеп-
цiю сильних i слабких зв’язкiв. Його твердження про
важливiсть слабких зв’язкiв базується на дослiджен-
нi, у якому проводили опитування, як i через кого
працiвники-“бiлi комiрцi” знайшли своє мiсце працi.
Стаття, у якiй вiн оприлюднив своє твердження про
те, що переважно слабкi зв’язки (побiчнi контакти
в мережi знайомств) дають змогу знайти нове мiсце
працi, стала найбiльш цитованою роботою в економiч-
нiй соцiологiї [24]. Теорiя графiв розвивалася завдя-
ки застосуванню її в соцiологiчних працях, багато її
термiнiв походять iз соцiологiчного використання (на-
приклад “betweenness” — посередництво, див. нижче).

Рис. 6. Пауль Ердош (1913–1996) [25]. Разом iз своїми
майже 500 спiвавторами вiн дає чудовий приклад мережi
спiвпрацi. За оцiнками, 90% активних математикiв усього
свiту мають число Ердоша (вiдстань до нього вимiряна в
актах спiвавторства) менше нiж 8.

Об’єктом, що iнтенсивно дослiджувався в теорiї
графiв i безпосередньо пов’язаний iз складними мере-
жами, є класичний випадковий граф, або випадковий
граф Ердоша–Ренi. Його ввели i дослiдили наприкiн-
цi 1950-их Пауль Ердош (Paul Erdös) i Альфред Ренi
(Alfréd Rényi) [21] (див. також [22]). Ми дамо означен-
ня цього графа й обговоримо деякi його властивостi
в роздiлi III. Зараз ми лише скажемо, що вiн склада-
ється з N вершин, випадково зв’язаних M ребрами, i

що теорiя випадкових графiв вивчає властивостi цьо-
го графа в границi N → ∞.

Рис. 7. Альфред Ренi (1921–1970) [26]. Разом iз Паулем
Ердошем вiн запровадив у 1959 р. класичний випадковий
граф.

Згодом теорiю графiв використовували й розвивали
в iнформатицi, кiбернетицi, бiологiї. Фiзики з’явилися
на сценi лише наприкiнцi 1990-их, коли було проана-
лiзовано багато природних та штучних мереж [17–20]
(див. пiдроздiл II C) i виявилось, що їхнi властивостi
не мають нiчого спiльного з властивостями класично-
го випадкового графа — чи не єдиного об’єкта теорiї
графiв упродовж майже 40 рокiв! Складнi мережi ви-
явилися тiсними свiтами з короткою вiдстанню мiж
вузлами, високим рiвнем кореляцiї й самоорганiзацi-
єю. Вони виявились надзвичайно стiйкими до випад-
кового усунення вузлiв [27, 28], однак вразливими до
спрямованих атак. Певнi їхнi властивостi пiдлягали
степеневим законам, що стало сиґналом про нетривiя-
льнi кореляцiї, притаманнi їхнiй структурi [29]. Таким
чином, це був час i мiсце для фiзикiв зацiкавитись
аналiзом складних мереж. Перш нiж наводити бiль-
ше даних про поведiнку складних мереж (ми зроби-
мо це в пiдроздiлi II C i роздiлi IV), опишемо основнi
спостережуванi величини, якi використовуються для
кiлькiсного опису мереж.

B. Характеристики мереж

Ми вживатимемо паралельно термiни вузол (node)
i вершина (vertex) (вiдповiдно, зв’язок (link) i ребро
(edge)), говорячи i про простi графи, i про їхнi склад-
нi ансамблi, мережi. Ступiнь вузла k — це кiлькiсть
зв’язкiв, приєднаних до цього вузла (див. рис. 2).
Зв’язки можуть бути неспрямованими, як на рис. 2,
або спрямованими (входити у вузол або виходити з
нього, тодi говорять про вхiдний (in-degree) та вихiд-
ний (out-degree) ступенi вiдповiдно). Повна iнформа-
цiя про мережу мiститься в її матрицi сумiжности
(adjacency matrix) Â. Для мережi з N вузлiв (тут ми
здебiльшого говоритимемо про мережу, що не мiстить
кратних зв’язкiв та петель) Â є квадратною матрицею
N ×N . Її елементи aij дорiвнюють 1, якщо вузли i та
j з’єднанi мiж собою, та 0, якщо цi вузли не з’єднанi.
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Для неспрямованих мереж aij = aji та aii = 0. Тодi
для ступеня ki вузла i отримуємо:

ki =
∑

j

aij . (2.1)

Тут i нижче пiдсумовування ведеться за всiма N вуз-
лами мережi.

Щоб охарактеризувати “лiнiйний розмiр” мережi,
кориснi поняття середнього 〈`〉 i максимального `max

найкоротших шляхiв. Для зв’язної мережi з N вузлiв
середнiй найкоротший шлях означається як

〈`〉 =
2

N(N − 1)

∑

i>j

`ij , (2.2)

де `ij — довжина найкоротшого шляху мiж вузлами
i та j. Тут i далi ми покликаємось на рис. 8, де наве-
денi конкретнi приклади. Вiдповiдно, максимальний
найкоротший шлях — це найбiльше значення з усiх
`ij , заданих для цiєї мережi. Зазначимо, що довжина
найкоротшого шляху ` мiж вузлами i та j дорiвнює
мiнiмальному степеневi матрицi сумiжности з нену-
льовим елементом {ij} [1, 8]:

(Â`−1)ij = 0 , (Â`)ij 6= 0 . (2.3)

Тодi як середня довжина найкоротшого шляху дає
уявлення про цiлу мережу i є ґлобальною характе-
ристикою, означений нижче коефiцiєнт кластернос-
ти є локальною величиною, вiн характеризує окре-
мий вузол. Для заданого вузла m коефiцiєнт клас-
терности Cm означуємо як вiдношення наявної кiль-
кости зв’язкiв Em мiж його найближчими сусiдами до
максимально можливої кiлькости таких зв’язкiв (див.
рис. 8):

Cm =
2Em

km(km − 1)
. (2.4)

Щоб отримати (2.4), зауважимо, що для вузла ступе-
ня km максимальна кiлькiсть зв’язкiв мiж найближ-
чими сусiдами дорiвнює km(km − 1)/2. Коефiцiєнт
кластерности мережi C означуємо як середнє значен-
ня Cm всiх її вузлiв або через матрицю сумiжности [8]:

C =
1

9

∑
i(Â

3)ii∑
i6=j(Â

2)ij

. (2.5)

Коефiцiєнт кластерности показує, скiльки най-
ближчих сусiдiв заданого вузла є також найближчи-
ми сусiдами один для одного. Вiн характеризує тен-
денцiю до утворення груп взаємопов’язаних вузлiв,
так званих клiк (clique). З означення (2.5) випливає,
що коефiцiєнт кластерности будь-якого з вузлiв де-
рева, тобто графа, що не мiстить жодних циклiв, до-
рiвнює нулевi. А коефiцiєнт кластерности будь-якого
вузла повнiстю з’єднаної мережi (a complete graph)
дорiвнює одиницi. C вказує на ймовiрнiсть iснуван-
ня зв’язку мiж двома випадково взятими найближчи-
ми сусiдами вузла, а також мiстить iнформацiю про

наявнiсть у мережi циклiв довжиною три. Наявнiсть
циклiв є специфiчною формою кореляцiї в мережах.
Для реально iснуючих мереж типовими є висока ско-
рельованiсть та велике значення коефiцiєнта кластер-
ности (див. роздiли II C, IV).

Рис. 8. Граф, що складається з N = 5 вузлiв та M = 5
зв’язкiв (показанi суцiльними лiнiями). Вiн характери-
зується максимальною довжиною найкоротшого шляху
`max = 2 i середньою довжиною найкоротшого шляху
〈`〉 = 3/2. Щоб обчислити коефiцiєнт кластерности вуз-
ла m (вiдкритий кружечок, km = 4), ми дiлимо наяв-
ну кiлькiсть зв’язкiв мiж його найближчими сусiдами,
Em = 1, на максимально можливу кiлькiсть зв’язкiв мiж
ними km(km − 1)/2 (решта можливих зв’язкiв показана
штриховими лiнiями) i отримуємо Cm = 1/6. Застосовую-
чи р-ня (2.6), отримуємо, що посередництво вузла m до-
рiвнює σm = 5.

Iншою характеристикою вузла є посередництво (be-
tweenness). Вона вiдображає роль вузла в установлен-
нi зв’язкiв у мережi й показує, скiльки найкоротших
шляхiв проходить через цей вузол. Ця характеристи-
ка була вперше запропонована в соцiологiї, де особи
(вузли) з бiльшим посередництвом вiдiграють голов-
ну роль у встановленнi зв’язкiв мiж iншими вузлами
мережi. Посередництво σm вузла m означуємо як

σ(m) =
∑

i6=j

B(i, m, j)

B(i, j)
, (2.6)

де B(i, j) — загальна кiлькiсть найкоротших шляхiв
мiж вузлами i та j, B(i, m, j) — кiлькiсть найкорот-
ших шляхiв мiж i та j, таких, що проходять через
вузол m. Величину σ(m) також називають наванта-
женням (load) чи центральнiстю посередництва (be-
tweenness centrality) вузла [8].

Однiєю з головних характеристик мережi є розпо-
дiл ступенiв вузлiв P (k), що визначається як iмовiр-
нiсть того, що вузол i має ступiнь ki = k. Пiд час
дослiдження виявилося, що мережi, якi характеризу-
ються рiзними P (k), демонструють дуже рiзноманiт-
ну поведiнку, подiбно до рiзних класiв унiверсальнос-
ти в теорiї критичних явищ [30,31]. Деякi найчастiше
спостережуванi приклади розподiлу ступенiв вузлiв
показанi на рис. 9. А саме, розподiл Пуассона:

P (k) = e−〈k〉 〈k〉k
k!

, (2.7)

експоненцiйний розподiл:

P (k) ∼ e−k/〈k〉, (2.8)

степеневий розподiл:
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P (k) ∼ 1/kγ, k 6= 0, γ > 0. (2.9)

Рис. 9. Розподiл ступенiв вузлiв P (k) в log–log масш-

табi. Злiва направо: розподiл Пуассона P (k) = e−〈k〉 〈k〉k

k!
,

експоненцiйний P (k) ∼ e−k/〈k〉 i степеневий P (k) ∼ 1/kγ

розподiли.

Попри те, що всi вище наведенi функцiї P (k) спада-
ють при великих k, принципова вiдмiннiсть мiж роз-
подiлами (2.7), (2.8), з одного боку, i розподiлом (2.9),
з iншого, полягає в тому, що i (2.7), i (2.8) харак-
теризуються певним масштабом. Це положення мак-
симуму для розподiлу Пуассона чи характерна дов-
жина спадання для експоненцiйного розподiлу. Вод-
ночас степеневий розподiл (2.9) не характеризується
типовим масштабом. Мережi зi степеневим розподi-
лом ступенiв вузлiв (2.9) називають безмасштабними
(scale-free) мережами. Як буде показано в наступних
роздiлах, саме безмасштабнi розподiли часто спосте-
рiгаються в складних реально iснуючих мережах.

Iнша принципова вiдмiннiсть цих розподiлiв поля-
гає в тому, що всi моменти P (k) iснують для розподi-
лiв (2.7), (2.8), але не для безмасштабного розподiлу
(2.9). Справдi, для P (k) (2.9) моменти

Mn =

∞∑

k=0

knP (k) з m > γ − 1 (2.10)

розбiжнi. При степеневому розподiлi можливе iсну-
вання вузлiв з дуже високим ступенем (габiв, hubs),
якi практично вiдсутнi в мережах iз пуассоновим чи
експоненцiйним розподiлами (2.7), (2.8). Саме наяв-
нiсть габiв пояснює поведiнку моментiв (2.10) i спри-
чиняє багато iнших специфiчних властивостей без-
масштабних мереж.

C. Основнi типи природних i штучних мереж

Як ми вже зазначали у вступi, бiльшiсть важливих
мереж, що iснують у природi, безмасштабнi. У цьому
пiдроздiлi ми перелiчимо деякi з них, не претендуючи
на вичерпнiсть. Докладнiший опис кiлькох мереж ми
зробимо в роздiлi IV пiсля того, як ознайомимося з
моделями мереж у роздiлi III.

Чи не найтривалiшу iсторiю має вивчення соцiяль-
них мереж. Першi спроби виразити соцiяльнi вiдноси-
ни людей у виглядi мережi належать до 30-их рокiв
ХХ столiття [5]. Залежно вiд поставленої задачi, вер-
шинами соцiяльної мережi можуть виступати окремi
особи, групи людей або цiлi установи [32]. Означення

зв’язку мiж вершинами залежить вiд типу мережi:
двi вершини з’єднанi, якщо вiдповiднi люди знайомi
чи дружать мiж собою (мережа знайомих), перебу-
вають у шлюбi, пов’язанi дiловими контактами то-
що (див. рис. 10). Вивчення соцiяльних мереж було
зумовлене, передусiм, бажанням дослiдити картину
взаємодiї людей. Окрiм того, iснує й чисто практич-
ний iнтерес до розкриття законiв поширення в суспi-
льствi потокiв iнформацiї, захворювань, рiзних упо-
добань, полiтичних переконань тощо [32]. При цьо-
му загальнi характеристики складних мереж набува-
ють специфiчних iнтерпретацiй при їх застосуваннi
до конкретної сфери. Для прикладу, ступiнь вершини
в мережi знайомих показує рiвень комунiкабельности
особи, тобто кiлькiсть її соцiяльних контактiв, а се-
реднє значення цього параметра впливає на поширен-
ня в суспiльствi рiзноманiтних чуток або ж, скажiмо,
вiянь моди. Сукупнiсть методiв вивчення механiзмiв
формування соцiяльних вiдносин є предметом соцiо-
метрiї, у межах якої вперше почали конструювати
невеликi соцiяльнi мережi [5]: мережа стосункiв мiж
школярами (Jacob Moreno, 1934 р.); соцiяльнi зв’яз-
ки мiж жiнками в одному з мiст Пiвденної Америки
(Davis, Gardner and Gardner, 1936 р.); соцiяльна мере-
жа робiтникiв заводу в Чикаґо (Elton Mayo, 1930 р.)
та iншi.

Рис. 10. Усiх людей, з якими певна особа перебуває в со-
цiяльних вiдносинах рiзного роду, можна погрупувати за
належнiстю до тiєї чи iншої сфери життєдiяльности лю-
дини. Не виключена належнiсть одночасно до декiлькох
груп iнтересiв. Будь-яка людина одночасно належить до
соцiяльних мереж рiзного типу: спiвпрацi, дружби, зна-
йомства, сiмейних та сексуальних стосункiв тощо.

Необхiдно наголосити, що як об’єкти дослiджень
соцiяльнi мережi мають низку недолiкiв. Найважли-
вiшим iз них є те, що, з погляду статистики, недо-
статньо великим, як правило, є розмiр мережi (обме-
ження на кiлькiсть працiвникiв заводу, студентiв ко-
леджу, жителiв мiста i т. д.). Виявити ж характернi
властивостi та закономiрностi формування мереж до-
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зволяє досить великий їхнiй розмiр. Окрiм того, для
цього типу мереж часто буває важко чiтко означити
поняття зв’язку. Наприклад, означення “знайомого”
або “друга” можуть сильно вiдрiзнятися з погляду рiз-
них людей [32]. Мережi, у яких поняття зв’язку чiт-
кiше означене, — це мережi спiвпрацi (collaboration
networks). Залишаючи означення вершин практично
незмiнними, зв’язки в таких мережах встановлюють-
ся за фактом спiвпрацi, що, як правило, є добре за-
документованим. Докладнiше на них ми зупинимося
в пiдроздiлi IV B. Ще одним способом установлення
соцiяльних стосункiв мiж людьми й опису їх у термi-
нах теорiї складних мереж є аналiз телефонних спо-
лучень (див., наприклад, [33]), обiгу e-mail’iв [34, 35],
листування. У першому випадку вузлами є телефоннi
номери (абоненти), а спрямований зв’язок вiдповiдає
викликовi одного абонента iншим, у двох iнших ви-
падках вузли — це адреси, а спрямованi зв’язки —
надiсланi e-mail’и чи листи.

Рис. 11. Приклад добре задокументованої мережi хар-
чування великої природної екосистеми — карибського ри-
фу [43]. Мережа показує зв’язки харчування мiж рiзними
органiзмами, що населяють риф. Вузли рiзних вiдтiнкiв
вiдповiдають рiзним трофiчним рiвням. Темнiший вузол
вiдповiдає нижчому рiвню у трофiчному ланцюгу.

Найбiльшою мережею з доступною iнформацiєю
про топологiчну структуру є мережа www. Вузли цiєї
мережi — це документи (веб-сторiнки), а спрямованi
зв’язки — це гiперлiнки, що спрямовують вiд одно-
го документа до iншого. За станом на сiчень 2005 р.
публiчно iндексований веб налiчував 11.5 · 109 вузлiв,
причому розмiр так званого глибокого чи невидимого
вебу (deep web) оцiнюється в декiлька порядкiв бiль-
шим [36]. Зауважимо, що iнформацiю про www от-
римуємо “повзанням” по мережi, а це, своєю чергою,
спричиняє недооцiнку тих документiв, що мають ма-
лу цитованiсть. Вiдкриття того, що мережа www без-
масштабна, сталося наприкiнцi 1990-их [18,37–40,173]
i викликало значне зацiкавлення безмасштабними ме-
режами як такими. У результатi аналiзу пiдмножини
вебу nd.edu, що складалася на ту пору з 325729 вузлiв,
отримано in- i out- показники для розподiлу ступенiв

вузлiв γin = 2.1, γout = 2.45 [18], а дослiдження iн-
шої пiдмножини, що складалася з 40 ·106 документiв,
привели до оцiнок γin = 2.1, γout = 2.38 [37, 38]. Дещо
iнакше формулювання мережi, коли вузлу ставилось
у вiдповiднiсть iм’я окремого домену, а зв’язок озна-
чав, що якийсь iз документiв цього домену мiстить
поклик на документ iншого домену, привело до оцiн-
ки γdom

in = 1.94 [40]. Мережа www виявилася мережею
тiсного свiту з такими оцiнками середньої довжини
найкоротшого шляху: 〈`〉 = 11.2 (на пiдставi аналiзу
325729 документiв) i 〈`〉 ' 19 (передбачення за допо-
могою скiнченорозмiрного скейлiнґу для 800 · 106 до-
кументiв) [18]; 〈`〉 = 16 (на пiдставi аналiзу 50 ·106 до-
кументiв) [173]; 〈`〉 = 3.1 (на доменному рiвнi) [3, 42].
Про скорельованiсть мережi свiдчить велике значен-
ня коефiцiєнта кластерности C = 0.153127 (пор. iз
C = 0.00023 для класичного випадкового графа тако-
го ж розмiру) [3, 42].

Згаданi дотепер у цьому пiдроздiлi мережi виникли
в результатi дiяльности людини. Крiм соцiяльних та
деяких iнформацiйних (www, мережа цитування), до
таких мереж можна вiднести технологiчнi транспор-
тнi мережi (мережi лiнiй електропередач, авiялiнiй та
залiзниць, мережi транспортування нафти й газу, ме-
режу iнтернету, мережi громадського транспорту —
докладнiше про них див. у роздiлi IV). Як приклад
мереж, що iснують у природi й безпосередньо не по-
в’язанi з дiяльнiстю людини, вкажемо на мережi ме-
таболiзму (обмiну речовин) у живих органiзмах — де
вузлами є речовини, а зв’язки означають, що двi речо-
вини можуть брати участь у спiльнiй хемiчнiй реакцiї.
На прикладi аналiзу мереж метаболiзму 43 рiзних ор-
ганiзмiв [19] установлено, що вони є безмасштабними з
показником γ, що змiнюється в межах γ = 2÷2.4. Про
ефект тiсного свiту в цих мережах свiдчить низьке
значення середнього найкоротшого шляху та високий
коефiцiєнт кластерности. Так, для бактерiї Escheria
coli 〈`〉 = 2.9, C = 0.32 [3, 44]. Ще одним прикладом є
екологiчнi мережi, так званi мережi харчування (food
webs) [45,46]. Вузли в такiй мережi вiдповiдають рiз-
ним видам, що населяють задану екосистему, а зв’яз-
ки вказують на стосунки жертва-хижак (див. рис. 11).
Хоча розмiр дослiджених дотепер мереж харчування
невеликий i є порядку декiлькох сотень, цi мережi та-
кож виявляють тенденцiю до безмасштабної поведiн-
ки i є тiсними свiтами [47,48].

III. МОДЕЛI МЕРЕЖ

Iснує багато моделей, покликаних пояснити тi яви-
ща, що вiдбуваються за участю складних мереж. У
цьому роздiлi ми зупинимося лише на трьох головних
моделях, що значною мiрою спричинили сьогоднiш-
нє розумiння складних мереж. Це класичний випад-
ковий граф Ердоша–Ренi (як уже згадувалося вище,
мережi реального свiту, як правило, не описуються
цим графом), мережа тiсного свiту Ваттса–Строґаца
та безмасштабна мережа Барабашi–Альберта. На вiд-
мiну вiд двох перших, остання модель є прикладом
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зростаючої мережi. Як виявилося, саме моделi, що
враховують зростання мереж, приводять до степене-
вих розподiлiв ступенiв вузлiв.

A. Класичний випадковий граф Ердоша–Ренi

Цей тип мереж є класичним прикладом рiвноваж-
ного ансамблю графiв, що включає сталу кiлькiсть
вершин N . Iснують двi моделi класичного випадково-
го графа: у першiй вважається, що M ребер розподi-
ленi довiльно та незалежно мiж парами з N вершин
графа; у другiй моделi фiксується ймовiрнiсть m, з
якою може об’єднуватися кожна пара вершин. Як бу-
де показано в роздiлi V A 6, при m → 0, N → ∞ для
обох варiянтiв розподiл ступенiв вузлiв k визначає-
ться формулою Пуассона (2.7), де середнє значення
ступеня вузла: 〈k〉 = 2M/N для першої моделi та
〈k〉 = mN для другої. Якщо розглядати ребра як
частинки, то модель зi сталою кiлькiстю вершин N
вiдповiдає мiкроканонiчному ансамлю графiв, оскiль-
ки кожна конфiґурацiя ґенерується з однаковою ймо-
вiрнiстю. У межах моделi з фiксованою ймовiрнiстю
m постiйним є лише середнє значення кiлькости час-
тинок 〈M〉 = mN(N − 1)/2, що вiдповiдає викорис-
танню великого канонiчного ансамблю графiв. У ме-
жi N → ∞ багато характеристик випадкового графа
можна отримати точно [21,22]. Зокрема, середня дов-
жина найкоротшого шляху (2.2) i коефiцiєнт кластер-
ности (2.4) є такими:

〈`〉 ∼ ln(N)/ ln(〈k〉), C ∼ 〈k〉/N. (3.1)

Побудова випадкового графа Ердоша–Ренi викону-
ється в результатi ґенерування, суть якого зводить-
ся до наступного. Нехай на початку є N iзольованих
вершин, до яких послiдовно додаються ребра, що ви-
падковим чином з’єднують довiльнi пари вершин. Пiд
час такого процесу граф спочатку складатиметься iз
множини малих компонент, розростання яких приве-
де до утворення гiгантського кластера зв’язаних вер-
шин, кiлькiсть яких є скiнченною частиною загальної
кiлькости N . Характерним є те, що утворення гiгант-
ського кластера спостерiгається тiльки за умови, що
ймовiрнiсть m зв’язування вершин, яка постiйно зрос-
тає пiд час ґенерацiї, набуде значення, вищого за кри-
тичний порiг mc. У результатi вiдбудеться спонтанне
утворення гiгантського кластера, що нагадує конден-
сацiю краплi води в перенасиченiй парi. Такий процес
має яскраво виражений характер фазового переходу,
в результатi якого частка зв’язаних вершин, що вхо-
дять у гiгантський кластер, визначається виразом [49]

G = 1 −
∞∑

n=1

nn−1

n!
〈k〉n−1e−n〈k〉. (3.2)

Вiн показує, що частка зв’язаних вершин монотонно
зростає зi збiльшенням середнього ступеня 〈k〉, пере-
ходячи вiд степеневої залежности до експоненцiйної.

B. Модель Ваттса–Строґаца

Здебiльшого моделi складних мереж ґенерувались
на комп’ютерах — як чисельнi реалiзацiї графiв. Ок-
реме мiсце займає модель “тiсний свiт” (small world),
яка була усвiдомлена задовго до появи обчислюваль-
ної технiки. Перебираючи коло своїх найближчих зна-
йомих, а потiм — людей, якi знають наших найближ-
чих знайомих (але не знають нас особисто), i т. д.,
легко переконатися в такому: достатньо простежити
за невеликим ланцюжком таких знайомств, щоб зро-
зумiти, що будь-хто з нас опосередковано знайомий
iз довiльно вибраним членом суспiльства (наприклад,
президентом країни). У такому розумiннi наш свiт є
тiсним, звiдки й пiшла назва моделi — тiсний свiт.

Комп’ютерну модель тiсного свiту розробили Ваттс
i Строґац [161]. Вона описується так. Розгляньмо од-
виномiрний перiодичний ланцюг iз N вершин, замк-
нутий у кiльце (див. рис. 12). Спочатку кожна вер-
шина з’єднується з k сусiдами, де k — парне додат-
не число. Потiм з певною ймовiрнiстю m кожне реб-
ро перекидається в довiльну позицiю. Таку процеду-
ру називають перез’єднуванням (rewiring). Неважко
помiтити, що така модель зводиться до канонiчного
ансамблю графiв, оскiльки кiлькiсть ребер є сталою,
а значення ймовiрности реалiзацiї графiв — рiзнi (ва-
рiювання кiлькости випадково перекинутих ребер). З
рис. 12 видно, що граф тiсного свiту реалiзується при
малих значеннях m ймовiрности перез’єднування, за
яких розподiл ступенiв вузлiв не вiдрiзняється вiд за-
кону Пуассона (2.7).

Модель Ваттса–Строґаца реалiзує iнтуїтивне уяв-
лення про реально iснуючi мережi, топологiя яких не
є анi цiлком реґулярною, анi цiлком випадковою. По-
вернiмося до рис. 12: для реґулярної ґратки, зобра-
женої на рисунку при m = 0 в границi великих N
(точнiше, при умовi N � k � ln k � 1, що забезпе-
чує зв’язнiсть), середня довжина найкоротшого шля-
ху 〈`〉 ∼ N/2k, а коефiцiєнт кластерности C = 3/4. З
iншого боку, для цiлком невпорядкованої ґратки при
m = 1 (випадкового графа, див. попереднiй пiдроз-
дiл III A) цi величини задаються формулами (3.1). По-
рiвнюючи характеристики при m = 0 i m = 1, бачимо,
що реґулярна ґратка є сильно скорельованим (клас-
теризованим) “великим свiтом”, у якому середня дов-
жина найкоротшого шляху зростає з N лiнiйно, тодi
як невпорядкована мережа є слабо скорельованим тiс-
ним свiтом (C ∼ k/N � 1), у якому 〈`〉 зростає з N ло-
ґарифмiчно. Вiдкриття Ваттса i Строґаца полягало в
тому, що ефект тiсного свiту (рiзке зменшення серед-
ньої довжини найкоротшого шляху) спостерiгається
вже при малих значеннях m. На локальному ж рiв-
нi такий перехiд до тiсного свiту майже не вiдчутний
(значення C залишається великим, як у реґулярної
ґратки). Тепер у лiтературi тiсними свiтами прийня-
то називати мережi, середня довжина найкоротшого
шляху в яких зростає повiльнiше, нiж будь-який до-
датний степiнь N [8]. Зауважимо, що лiнiйний розмiр
d-вимiрної реґулярної ґратки зростає як N 1/d.
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Рис. 12. Схема перез’єднування Ваттса–Строґаца [161],
що показує трансформацiю реґулярного ланцюга (a) у
граф тiсного свiту (b), а потiм — у випадковий граф (c).
Параметр m визначає ймовiрнiсть перекидання ребер у
випадковi положення.

C. Сценарiй переважного приєднання
Барабашi–Альберта

Як показує досвiд, багато реальних графiв пiдляга-
ють степеневому закону розподiлу (2.9). Згiдно з роз-
глядом, що буде проведений у роздiлi V A, степенева
функцiя є ознакою самоподiбности. Завдяки далеко-
сяжним кореляцiям система не має нiякого масштабу
змiни характерних величин (у зв’язку з цим склад-
нi мережi, що характеризуються степеневим розподi-
лом, називаються безмасштабними). Головна вiдмiн-

нiсть таких мереж вiд класичного випадкового графа
полягає в тому, що закон розподiлу (2.7) останнього
має набагато швидше спадаючий хвiст 1/k! ∼ k−k,
нiж безмасштабний граф.

Сценарiй побудови безмасштабних мереж, який за-
пропонували Барабашi й Альберт [29, 39], ґрунтуєть-
ся на двох механiзмах, що притаманнi багатьом мере-
жам. Це (i) зростання та (ii) переважне приєднання
(preferential attachment). Вiдразу зауважимо, що по-
дiбнi iдеї висловлювали в контекстi походження сте-
пеневих розподiлiв i ранiше. Прикладом може бути
механiзм кумулятивної переваги [51], який запропо-
нував Прайс у 1976 р., чи ще ранiше сформульова-
на модель Саймона [52]. Модель Барабашi–Альберта
використовує такий алґоритм: (i) зростання мережi
вiдбувається, починаючи з невеликої кiлькости вузлiв
(n0), до яких на кожному часовому кроцi додається
новий вузол з n 6 n0 зв’язками, що приєднують йо-
го до вже наявних вузлiв; (ii) переважне приєднання
полягає в тому, що ймовiрнiсть приєднання Π нового
вузла до вже наявного вузла i залежить вiд ступеня
ki вузла i:

Π(ki) =
ki∑
j kj

. (3.3)

Пiдсумовування в (3.3) ведеться за всiма вузлами.
Оскiльки Π пропорцiйне до першого стененя ki, то
таку процедуру часом ще називають лiнiйним пе-
реважним приєднанням. Як комп’ютернi симуляцiї,
так i аналiтичнi розв’язки моделi Барабашi–Альберта
[29,39,53,54] дають степеневу асимптотику розподiлу
ступенiв вузлiв (2.9) iз показником γ = 3.

Iснує декiлька алґоритмiв побудови графiв зi сте-
пеневим законом розподiлу P (k), що вимагає сталих
ступенiв вершин на кожному кроцi ґенерацiї. Серед
них основними є метод рендомiзацiї (розкиду) ребер
та метод рендомiзацiї вершин. В обох випадках спо-
чатку вибираються два ребра, а потiм переставляють-
ся кiнцi кожного з них (з рис. 13 видно, що при цьому
залишаються незмiнними ступенi всiх вершин). Зґе-
нерований у результатi такої процедури канонiчний
ансамбль матиме однаковi ступенi вершин та рiзнi пи-
томi ваги P (k) графiв. Установлено, що при рендомi-
зацiї ребер кореляцiя ступенiв рiзних вершин послаб-
люється, а при рендомiзацiї вершин — посилюється.

Характерною особливiстю безмасштабних графiв
Барабашi–Альберта є те, що вони можуть бути зґе-
нерованi в результатi нерiвноважних процесiв зрос-
тання рiзних ансамблiв мереж. При цьому вони вини-
кають як перехiднi ансамблi, що представляють мере-
жi, утворенi при переходi вiд вихiдного до кiнцевого
набору графiв. Так, в ансамблях, енерґiя яких змi-
нюється зi ступенями вершин ki згiдно iз залежнiстю
E = −∑i ki ln(ki), де пiдсумовування виконується по
всiх вершинах i, перетворення класичного випадково-
го графа в повнiстю зв’язаний кластер вiдбувається
через промiжну зiркоподiбну фазу, що не має масш-
табу [55].
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Рис. 13. Схема ґенерування графiв методами рендомi-
зацiї, при яких залишаються незмiнними ступенi вершин:
(а) рендомiзацiя ребер (спочатку вибираються ребра 1–2,
3–4 та вершини 1, 3; останнi потiм переставляються); (b)
рендомiзацiя вершин (спочатку вибираються вершини 5, 6
та ребра 3–5, 4–6; потiм кiнцi, що прилягають до вершин,
переставляються) [55].

Картину такого перетворення наведено нижче. Не-
хай початково є басейн ребер, що приєднанi до вер-
шин iз малими ступенями, i невелика кiлькiсть вер-
шин iз високим ступенем, що є центрами конденсацiї.
Змiна енерґiї, пов’язана з еволюцiєю ребер у басейнi,
є незначною, тодi як центри конденсацiї поглинають
ребра з великою швидкiстю, яка монотонно зростає
зi збiльшенням ступенiв вершин, у яких вони сходя-
ться. Справдi, приєднання ребра до вершини приво-
дить до змiни енерґiї ∆E = ∂E/∂k = − ln k − 1, тому
швидкiсть конденсацiї визначається арренiусiвським
множником: v(k) ∼ e−∆E/T ∝ k1/T , де T — дисперсiя

ансамблю графiв, що вiдiграє роль температури. Ос-
кiльки ймовiрнiсть P (k) знайти вершину iз заданим
ступенем обернено пропорцiйна до швидкости конден-
сацiї, то зi знайденої оцiнки вiдразу випливає степе-
невий розподiл P (k) ∝ 1/v(k) ∝ k−γ з показником
γ = 1/T . Оскiльки центри конденсацiї ребер утворю-
ються при температурах T < 1 [55], то знайдений по-
казник обмежений значеннями γ > 1. Характерним є
те, що при нескiнченному зростаннi центрiв конденса-
цiї середнє значення ступенiв вершин 〈k〉 =

∑
k kP (k)

розбiгатиметься за умови γ < 2.

IV. ТОПОЛОГIЧНI ВЛАСТИВОСТI ДЕЯКИХ
РЕАЛЬНИХ МЕРЕЖ. ЕМПIРИЧНI

РЕЗУЛЬТАТИ

Мета цього роздiлу — докладнiше описати поведiн-
ку декiлькох типiв мереж у термiнах теорiї складних
мереж. Зокрема, ми зупинимося на мережi спiвпрацi,
яка є прикладом соцiяльної мережi, та технологiчних
мережах громадського транспорту й комп’ютерiв.

A. Мережi спiвпрацi

Класичним прикладом мереж спiвпрацi є мережа
голлiвудських кiноакторiв, яку водночас можна роз-
глядати як мережу знайомств [32]. Вершини тут — кi-
ноактори, а зв’язки мiж ними виникають, якщо вони
в певний момент часу зiграли ролi в однiй кiнострiч-
цi. Очевидно, що спiльна робота над фiльмом перед-
бачає вже чiтко задокументований факт знайомства
мiж учасниками. Крiм того, достатньо великим є роз-
мiр мережi: включено близько 500 тис. кiноакторiв.
Проте, незважаючи на те, що мережа кiноакторiв є
справдi мережею людей, у якiй усунено головнi недо-
лiки соцiяльних мереж, залишається все ж важливий
нюанс: зв’язки мiж учасниками не виникають при-
родно, а досить жорстко реґулюються, для прикладу,
менеджерами з кастинґу [32, 56]. Остання обставина,
зокрема, не дозволяє сподiватися на об’єктивнi ви-
сновки щодо природи людських взаємодiй на основi
мережi спiвпрацi кiноакторiв.

Ближчою до природної соцiяльної мережi вважає-
ться мережа наукової спiвпрацi [56]. Власне кажучи,
мова йде про мережу спiвавторства, оскiльки верши-
нами тут виступають науковцi (науковi колективи),
а зв’язки мiж ними визначаються спiльними опублi-
кованими статтями. Головнi недолiки, що стосуються
розмiру мережi та визначености її ключових понять,
у мережi спiвавторства вiдсутнi: нинi це найбiльша
з соцiяльних мереж, якi будь-коли вивчали [32], що
включає понад мiльйон учасникiв; а поняття зв’язку
в мережi чiтко визначається та документується наяв-
нiстю спiльних публiкацiй. При цьому можна будува-
ти незваженi мережi спiвавторства, коли зв’язок мiж
науковцями виникає за наявности хоча б однiєї спi-
льної опублiкованої роботи, або ж зваженi, коли мiж
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однiєю парою вершин може бути декiлька паралель-
них зв’язкiв, що позначають кожну зi спiльних робiт
за участю тих самих спiвавторiв, тобто враховується
iнтенсивнiсть спiвпрацi. Обумовимо, що надалi мова
йтиме власне про незваженi мережi спiвавторства.

Iдею вивчення мереж спiвавторства як прикладу
мереж наукової спiвпрацi досить давно розглядають
у галузi iнформацiйних наук. Однак її передiсторiя
пов’язана з iменем одного з найбiльш продуктивних
щодо кiлькости наукових публiкацiй математика Па-
уля Ердоша (див. рис. 6) [32, 57], який мав понад 500
спiвавторiв, опублiкувавши понад 1500 робiт [58]. Се-
ред математикiв став традицiйним розрахунок так
званої Ердош-дистанцiї (Е-дистанцiї), або числа Ер-
доша, що визначається довжиною найкоротшого лан-
цюга вiд певного автора до Ердоша в мережi спiв-
працi. Власна Е-дистанцiя для Ердоша дорiвнює 0,
для безпосереднiх спiвавторiв хоча б однiєї його пуб-
лiкацiї — 1, для тих, хто опублiкував спiльну роботу
зi спiвавторами Ердоша, це число дорiвнює 2, i так
далi. Недавнi дослiдження наводять середнє значен-
ня довжини Е-дистанцiї — 4.7, а вiдоме максимальне
— 15. Фактично, якщо це число > 4, знайти точ-
не значення стає важко [32]. Проте вже з кiнця 2004
року в мережi Американського математичного това-
риства MathSciNet (http://www.ams.org/mathscinet/)
з’явилась можливiсть обчислення не лише числа Ер-
доша, але й довжини найкоротшого ланцюжка спiв-
працi для будь-яких двох математикiв, якi мають хо-
ча б одну публiкацiю у MathSciNet [57].

Мережа, вибудувана навколо однiєї особи, називає-
ться егоцентричною [59] (рис. 14).

Рис. 14. Фраґмент незваженої еґоцентричної мережi
наукового спiвавторства в галузi фiзики, у центрi якої
український учений, професор I. О. Вакарчук. Товсти-
ми лiнiями видiлено декiлька прикладiв кластерiв спiвав-
торства: два трикутники (0–17–18 та 0–21–22) та повний
кластер з 4-х вершин, якi всi мiж собою попарно зв’язанi
(0–6–7–8).

Аналогiчно до Е-дистанцiї для математикiв, у зга-
данiй мережi голлiвудських кiноакторiв розраховує-
ться число актора Кевiна Бекона (Kevin Bacon), що
дорiвнює 1 для тих, хто зiграв iз ним в одному фiль-
мi. Цiкавим є той факт, що для самого Пауля Ердо-

ша число Бекона дорiвнює 4. Це зумовлено тим, що
математик зiграв самого себе в документальному фi-
льмi [25] , де один iз виконавцiв невеликої ролi мав
число Бекона 3 [59].

Мережi наукової спiвпрацi дослiджували в робо-
тах [32,59,60]. На основi даних iз кiлькох баз наукових
публiкацiй за певний часовий iнтервал (з 1995 року
до 1999: бiомедичнi дослiдження — MEDLINE, кiлька
роздiлiв фiзики — Los Alamos e-Print Archive, комп’ю-
тернi науки — NCSTRL; а також з 1940 до 2004: ма-
тематика — база журналу Mathematical Reviews) до-
слiджено топологiю та властивостi вiдповiдних мереж
наукового спiвавторства [32]. Розмiри баз даних коли-
вались вiд 2 мiльйонiв статей (MEDLINE) до 13 тис.
(NCSTRL). Зроблено висновок про те, що мережi нау-
кової спiвпрацi мають низку характерних властивос-
тей мереж тiсного свiту, а саме: високий коефiцiєнт
кластерности, коротку дистанцiю мiж двома довiльно
обраними вершинами та розподiлом ступенiв вершин,
близький до степеневого закону [32, 60]. Нижче на-
ведемо коротку характеристику основних параметрiв
мереж наукової спiвпрацi.

Загальна кiлькiсть вершин мережi спiвпрацi в рiз-
них галузях науки може сильно вiдрiзнятись залежно
вiд того, є напрямок вузькоспецiялiзованим чи шир-
шого спектра; новий вiн або ж належить до класич-
них дослiджень. Середня кiлькiсть статей на одного
автора не дуже залежить вiд галузi науки, на вiд-
мiну вiд середньої кiлькости спiвавторiв однiєї пуб-
лiкацiї [60]. На значення останнього параметра на-
вiть сильнiше впливає те, до теоретичної чи експери-
ментальної дiлянки належить праця [32]. Теоретичнi
статтi характеризуються переважно малою кiлькiстю
спiвавторiв, тодi як експериментальнi роботи можуть
мати досить багато спiвавторiв. Ступiнь вершини в
незваженiй мережi спiвавторства визначається кiль-
кiстю авторiв, з якими цей науковець мав спiльнi ро-
боти. Його значення, очевидно, також залежить вiд
того, якою наукою переважно вiн займається [32, 60]:
в експериментальнiй сферi середнiй ступiнь вершин
мережi спiвавторства є значно вищим, нiж у теоре-
тичнiй.

Крiм середнiх значень згаданих параметрiв, мож-
на будувати їхнi розподiли, якi виявляються схожи-
ми мiж собою за формою та близькими до степене-
вого закону. Є пiдстави вважати, що, на вiдмiну вiд
iнших складних мереж (наприклад, www), розподiли
параметрiв мережi спiвавторства не вiдповiдають усе
ж чистому степеневому закону, а швидше — степе-
невому законовi з експоненцiйним обрiзанням [32,60].
Це, зокрема, може бути зумовлено наявнiстю певних
специфiчних рис: урахуванням даних лише за певний
часовий промiжок, природною обмеженiстю активно-
го робочого вiку науковцiв тощо [32,60].

Для вiдносно невеликої кiлькости даних мережа
спiвавторства складатиметься з набору невеликих
фраґментiв, що асоцiюються з групами авторiв, якi
працюють над однiєю тематикою. Зi зростанням кiль-
кости вершин мiж окремими кластерами виникають
зв’язки i врештi утворюється дiлянка, що включає ве-
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лику групу осiб, пов’язаних мiж собою спiвпрацею —
компонента сильної зв’язности [61] мережi або гi-
гантська компонента (Giant Component), рис. 15.

Рис. 15. Найбiльший кластер мережi спiвавторства
журналу “Condensed Matter Physics” (за 12 рокiв iснуван-
ня видання, 1993–2005), що станом на 2005 включає 198
вершин, причому наступний за розмiром кластер склада-
ється всього з 14 вершин (загальна кiлькiсть авторiв за
цей перiод дорiвнює 779). Чiтко можна видiлити окремi
дiлянки мережi, якi позначають тематичнi напрямки пуб-
лiкацiй.

Дослiдження мереж спiвавторства на основi кiль-
кох рiзних баз даних показали, що найбiльший клас-
тер, як правило, мiстить понад 80% усiх авторiв
[32, 60] — тобто майже кожен з авторiв пов’язаний
у мережi з будь-яким iншим автором через певний
(можливо, не єдиний) ланцюг посередникiв. Так за-
безпечується швидке поширення нової iнформацiї в
мережi та пiдтверджується високий рiвень приват-
ної комунiкацiї мiж науковцями. Цiкаво, що в усiх
дослiджених випадках наступний за розмiром зв’яз-
ний кластер виявляється набагато меншим за голов-
ний [32] (рис. 15). Оскiльки переважна бiльшiсть вер-
шин у мережi спiвавторства є “взаємнодосяжними”,
то можна порахувати середню довжину мiнiмального
ланцюга мiж двома довiльними авторами. Результати
таких розрахункiв дають дуже мале значення порiв-
няно iз загальною кiлькiстю вершин; а зi збiльшен-
ням розмiру мережi це число суттєво не змiнюється i
є близьким до шести [32]. Цiкавi аспекти питання про
найкоротшi шляхи спiвпрацi сформулював С. Стро-
ґац, дослiджуючи набiр iндивiдуальних найкоротших
шляхiв для певного автора, що проходять через йо-
го найближчих сусiдiв. Виявилось, що близько 60% з
них проходять через одного — найкраще “зв’язаного”
— його спiвавтора, а бiльшiсть iз решти — через спiв-
автора з наступним показником зв’язаности [60]. Зна-
чення посередництва для рiзних вершин мережi мо-
жуть сильно вiдрiзнятись, i завжди можна видiлити
невелику кiлькiсть вершин iз помiтно вищим значен-
ням цього показника [60]. Усунувши всього кiлька та-
ких ключових вершин, можна зруйнувати зв’язнiсть

усiєї мережi [60], приводячи її до фраґментованого
вигляду.

Для рiзних галузей науки змiнюється також вели-
чина дiяметра мережi, що визначається максималь-
ною вiдстанню мiж двома вершинами. Проте змiни цi
є незначними, порiвняно з розмiром мережi: дiяметри
всiх мереж у згаданих дослiдженнях Ньюмена стано-
вили 20–30 крокiв [60].

Характерною рисою соцiяльних мереж є також ви-
сока кластернiсть, що описує дiлянки мережi, в яких
вершини зв’язанi мiж собою особливо сильно. У тер-
мiнах наукового спiвавторства такi кластери можуть
становити собою групи працiвникiв однiєї установи
або ж колективи авторiв, якi працюють над спiльною
проблемою. При цьому помiтний вплив на значення
коефiцiєнта кластерности мають публiкацiї з трьома
спiвавторами, якi автоматично утворюють трикутник
(рис. 14). Коефiцiєнт кластерности також змiнюється
залежно вiд галузi науки [60].

Така характерна риса мереж наукового спiвавтор-
ства, як точна задокументованiсть часу виходу ста-
тей, дозволяє розраховувати ймовiрнiсть утворення
зв’язку мiж авторами, якi в минулому не спiвпра-
цювали, проте мали спiльного спiвавтора. Проведенi
дослiдження показали, що вона буде майже в 45 ра-
зiв вищою, нiж за вiдсутности спiльних спiвавторiв, i
зросте ще бiльше за наявности двох спiльних спiвав-
торiв [60]. Урештi, це вiдображає той факт, що бiльш
комунiкабельнi автори мають вищу ймовiрнiсть бути
поєднаними мiж собою. Можна також визначати силу
зв’язку мiж певною парою вершин, наприклад, прос-
тим пiдрахунком частоти появи спiльних статей упро-
довж певного промiжку часу або ж об’єктивнiшими
методами, що враховують наявнiсть iнших спiвавто-
рiв [60] (чим бiльше спiвавторiв працює над статтею,
тим меншою є попарна взаємодiя мiж ними).

Новi нюанси з’являються пiд час вивчення мереж
спiвавторства з урахуванням їх змiни в часi (evolving
network). При цьому вивчається розростання мережi,
зумовлене як появою нових статей (зв’язкiв), так i
фактом приєднання нових спiвавторiв (вершин). Для
мереж, що зростають, топологiя та властивостi ви-
значаються їх динамiкою; пiд таким кутом зору по-
казники, що сприймались перед тим як статичнi (дiя-
метр, коефiцiєнт кластерности, середнiй ступiнь вер-
шин) стають залежними вiд часу [56,60]. Певний клас
моделей таких мереж базується на гiпотезi про пере-
важне приєднання [60]. Оскiльки, як було вiдзначено
вище, мережа спiвавторства задокументована в часi,
таке припущення легко перевiрити. У результатi за-
стосування рiзноманiтних методiв для такої перевiр-
ки виявилось, що механiзм переважного приєднання
справдi наявний у мережах спiвавторства [56, 60].

Пiдсумовуючи сказане, слiд звернути увагу на
практичний бiк дослiджень мереж наукової спiвпра-
цi. Базуючись на їхнiй результатах, сьогоднi активно
розробляють методики iдентифiкацiї наукових шкiл,
визначення рiвня iнтеґрованости нацiональних нау-
кових ресурсiв окремих країн у ґлобальну наукову
спiльноту. Вивчають можливостi визначення перспек-
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тивних напрямкiв та прогнозування розвитку науки,
що необхiдно враховувати при формуваннi державної
науково-технiчної полiтики та органiзацiї фiнансуван-
ня наукової сфери. Цiкаво, що проблеми стратегiч-
ного планування та прогнозування науки намагались
розв’язувати ще в минулому столiттi, зокрема й на
теренах колишнього СРСР [62].

B. Мережi громадського транспорту

Зважаючи на загальний iнтерес до складних ме-
реж, дивно, що одна з мереж, з якими ми найчастiше
стикаємося, мережа громадського транспорту (ГТ),
докладно проаналiзована лише недавно [63–65]. Мере-
жi ГТ є прикладом транспортних мереж, i для них ха-
рактернi загальнi риси цих систем: еволюцiйна дина-
мiка, оптимiзацiя, вкладення у двовимiрний простiр.
Однак про топологiчнi властивостi мереж ГТ вiдомо
значно менше, нiж, скажiмо, про властивостi мереж
аеропортiв, якi також належать до транспортних ме-
реж [66–72]. Як приклади можна навести i залiзничнi
мережi [73], електромережi [66, 74, 75] та iн.
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Рис. 16. a: фраґмент карти громадського транспорту.
Станцiї A–F розмiщенi на трамвайних лiнiях № 1 (суцiль-
на лiнiя), № 2 (пунктирна лiнiя), № 3 (пунктирна лiнiя з
крапками). Таке зображення називатимемо простором L′.
b: простiр P′, двi станцiї (два вузли) з’єднанi, якщо через
них проходить спiльний маршрут. c: простiр C′, вузли зоб-
ражають маршрути, два вузли з’єднанi, якщо маршрути
проходять через спiльну зупинку. Уникаючи в просторах
L′, P′, i C′ кратних з’єднань i зображаючи їх одним зв’яз-
ком, отримаємо простори L, P, i C, як показано на рис.
d, e, f вiдповiдно. Докладнiше див. далi.

Iснує декiлька праць, що аналiзують специфiчнi
пiдмножини мереж ГТ, як-от дослiдження мережi
метро Бостона [76–79], Вiдня [79] чи автобусних ме-
реж трьох мiст у Китаї [80]. Однак кожен окремий тип

громадського транспорту (мережа автобусiв, трамва-
їв чи метро) не є замкнутою системою: це лише пiд-
граф ширшої системи транспорту мiста, чи, як ми її
називаємо, мережi ГТ. Тому, щоб зрозумiти й описати
властивостi мiського транспорту в цiлому, необхiдно
аналiзувати мережу ГТ повнiстю, не подiляючи її на
специфiчнi частини. I справдi, при переходi вiд аналi-
зу окремої мережi метро до мережi “метро + автобус”
властивостi мережi значно змiнюються. На прикладi
Бостона цей ефект показано в статтях [77, 78].

Наскiльки нам вiдомо, мережi ГТ розглянуто в
трьох працях [63–65]. У першiй, [63], проаналiзова-
но мережi ГТ Берлiна, Дюссельдорфа та Парижа, у
другiй, [64], — системи громадського транспорту 22
польських мiст, у третiй, [65], дослiджено мережi гро-
мадського транспорту 14 великих мiст свiту. У стат-
тi [63] зосереджено увагу на безмасштабних власти-
востях мереж ГТ. Показано, що для названих мiст
притаманний степеневий розподiл ступенiв вузлiв. Та-
кож степеневий закон спостерiгався i для iнших ха-
рактеристик, що описують iнтенсивнiсть руху в мере-
жах ГТ. Однак статистичних даних виявилось надто
мало, щоб можна було зробити однозначнi висновки.
У працi [64] зроблено висновок про те, що розподiл
ступенiв вузлiв може мати як степеневий, так i експо-
ненцiйний характер, залежно вiд того, яке означення
топологiї мережi прийняти. Водночас широко прана-
лiзовано й iншi характеристики мереж ГТ (кластер-
нiсть, посередництво, асортативнiсть (assortativity)).

A B C D E F

1 2 3

Рис. 17. Двосортний (bipartite) граф, “B-простiр”, що
складається з маршрутiв (заповненi кружечки) та станцiй
(пустi кружечки) i вiдповiдає картi громадського транс-
порту з рис. 16a. Вiдзначимо, що на рис. 16c i 16e зобра-
жено одномодовi проєкцiї цього двосортного графа. Для
зручности зображення лiнiї, що вiдповiдають рiзним мар-
шрутам, намальованi по-рiзному. Однак анi тип лiнiй, анi
порядок розташування станцiй не мають значення в цьому
випадку.

Аналiзуючи мережi ГТ, зручно використовувати
рiзнi способи зображення графiв (див. рис. 16). Пере-
важно мережi зображають у так званому L′-просторi
[65], визначеному як набiр маршрутiв, кожен iз яких
обслуговує певний набiр станцiй. Однак при аналiзi
використовували й iншi означення сусiдства мiж стан-
цiями, якi приводять до рiзних зображень. В одно-
му випадку отримуємо L-простiр, у якому двi станцiї
вважаються сусiдами, якщо вони розмiщенi безпосе-
редньо поруч на одному й тому ж маршрутi [77, 78].
У другому випадку — P-простiр, для якого двi стан-
цiї означенi як сусiди, якщо вони належать одному
й тому ж маршруту [73]. Деякi специфiчнi характе-
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ристики мереж ГТ природнiше i зручнiше описува-
ти в додаткових представленнях. Двосортний (bipar-
tite) граф, B-простiр, передбачає трактування i мар-
шрутiв, i станцiй як вузлiв рiзних типiв, що й озна-
чають пустi й заповненi кружечки на рис. 16. Одно-
модова проєкцiя графа з простору B повертає нас у
P-простiр, якщо ми вважаємо вузлами станцiї, i пере-

носить нас у C-простiр, якщо ми вважаємо вузлами
маршрути. Вiдзначимо, що простiр L′ вiдрiзняється
вiд простору L тiльки кратнiстю зв’язкiв. Аналогiчно
можна означити додатковi простори P′, C′, зобража-
ючи кратнi зв’язки в P- i C-просторах одиничними
зв’язками [65] (див. рис. 16).

Мiсто N R κ κp γ k̂ k̂/〈k〉 γp k̂p k̂p/〈kp〉 〈C〉 C 〈Cp〉 Cp
ˆ̀ 〈`〉 ˆ̀

p 〈`p〉

Берлiн 2996 218 3.16 84.4 (4.30) 1.24 0.48 (5.86) 38.5 0.68 0.05 52.85 0.79 42.03 68 18.61 5 2.93

Даллас 6571 131 2.10 135.7 4.99 (1.01) 0.49 (4.67) 76.9 0.77 0.01 17.26 0.95 63.00 269 85.84 10 3.78

Дюссельдорф 1544 124 3.21 90.3 (3.99) 1.12 0.44 (4.63) 58.8 1.02 0.04 22.45 0.79 20.97 56 13.18 5 2.58

Гамбурґ 8158 708 3.26 78.4 (4.70) 1.47 0.56 (4.92) 55.6 1.11 0.09 262.92 0.82 133.99 158 39.74 11 4.79

Гонконг 2117 321 5.30 230.1 (3.04) 2.60 0.73 (4.40) 125.0 1.01 0.10 58.98 0.73 12.51 60 11.11 4 2.26

Стамбул 4043 414 2.69 140.1 4.04 (1.13) 0.49 (2.70) 71.4 0.93 0.02 41.40 0.79 41.54 131 29.69 6 3.09

Лондон 11012 2005 3.22 167.0 4.58 (1.46) 0.56 4.39 (142.9) 1.57 0.08 326.17 0.74 90.00 107 26.68 6 3.26

Лос-Анджелес 46244 1893 2.73 154.0 4.88 (1.50) 0.64 3.92 (200.0) 2.09 0.03 588.44 0.88 427.06 247 43.55 14 4.60

Москва 3755 679 7.93 129.7 (3.31) 2.12 0.64 (2.91) 50.0 0.79 0.11 128.23 0.71 41.93 28 7.08 5 2.52

Париж 4003 232 6.20 79.1 2.61 (3.24) 0.95 3.70 (100.0) 2.12 0.07 85.90 0.85 71.75 47 7.22 5 2.79

Рим 6315 681 3.02 86.4 4.39 (1.16) 0.45 (5.87) 45.5 0.76 0.03 68.61 0.73 76.93 93 29.64 8 3.58

Сан Пауло 7223 998 5.95 333.6 2.72 (4.20) 1.31 (3.06) 200.0 1.46 0.12 268.83 0.73 38.32 33 10.34 5 2.66

Сiдней 2034 596 4.35 73.2 3.99 (1.82) 0.55 (5.66) 38.5 0.91 0.13 81.62 0.73 34.92 35 12.76 7 3.03

Тайпей 5311 389 4.02 415.5 (3.74) 1.75 0.56 (5.17) 200.0 0.85 0.11 186.23 0.69 15.38 74 20.86 6 2.35

a=0,b=0.1 635 500 2.77 216.6 — — — 4.43 (76.9) 0.47 — — 0.76 2.9 110 36.10 4 1.96

a=0,b=0.5 3336 500 3.14 302.7 — — — (7.66) 111.1 0.62 — — 0.68 12.6 190 49.21 7 3.00

a=0,b=8 5464 500 3.36 233.8 — — — (12.35) 71.4 0.46 — — 0.65 22.8 229 59.37 9 3.71

Taблиця I. Характеристики мереж ГТ в L- i P-просторах [65]. Iндекс “p” означає характеристику в P-просторi. В
останнiх трьох рядках наведено данi для симульованих мiст. Наведено кiлькiсть станцiй N , кiлькiсть маршрутiв R,
вiдношення κ другого моменту 〈k2〉 розподiлу ступенiв вузлiв P (k) до першого моменту 〈k〉, показник γ i масштаб
k̂ розподiлу P (k) (коли P (k) зображається степеневим та експоненцiйним законами вiдповiдно), вiдношення k̂/〈k〉,
середнiй коефiцiєнт кластерности 〈C〉 та його вiдношення C до вiдповiдного значення для випадкового графа Ердоша–
Ренi CER = 〈k〉/N , максимальне ˆ̀ i середнє 〈`〉 значення довжини найкоротшого шляху. Так, наприклад, усереднена
мандрiвка мiж 11026 станцiями Лондона потребує 〈`p〉 − 1 = 2.2 пересадок, а максимальне значення ˆ̀

p − 1 = 5; див.
текст.

Зазначимо, що стандартнi характеристики мережi
(такi, як середнiй ступiнь вузла 〈k〉, середня довжина
найкоротшого шляху 〈`〉, коефiцiєнт кластерности C
i т. iн.), зображенi в рiзних просторах, стають специ-
фiчними характеристиками, важливими для оцiнки
громадського транспорту мiста. Так, наприклад, се-
редня довжина найкоротшого шляху 〈`〉 в L-просторi,
〈`L〉, — це мiнiмальна кiлькiсть зупинок, якi треба в
середньому проїхати мiж двома довiльними станцiя-
ми. Водночас просторi P, величина 〈`P 〉−1, каже нам,
яку мiнiмальну кiлькiсть разiв у середньому необхiд-
но помiняти маршрут при мандрiвцi мiж будь-якими
двома станцiями. А в просторi С, 〈`C〉, вона визна-
чає в середньому кiлькiсть змiн маршруту, необхiд-

них, щоб змiнити один маршрут на iнший довiльний.
Ще одним прикладом є ступiнь вузла k: kL′ вказує
кiлькiсть маршрутiв, доступних пасажировi на данiй
станцiї; kL — це кiлькiсть сусiднiх зупинок; kP — це
кiлькiсть зупинок, до яких можна доїхати, не змiню-
ючи маршруту; а kC каже нам, скiльки маршрутiв
безпосередньо доступнi з цього маршруту.

Таблиця I мiстить результати дослiджень мереж
ГТ 14 великих мiст [65]. Проаналiзованi мережi ви-
явились тiсними свiтами з вiдносно малим значенням
найкоротшого шляху й високим коефiцiєнтом клас-
терности. Спостережуванi розподiли ступенiв вуз-
лiв цих мереж апроксимувалися степеневою (P (k) ∼
1/kγ) та експоненцiйною (P (k) ∼ exp(−k/k̂) функцiя-
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ми. У таблицi вказано значення параметрiв γ та k̂ для
кожного мiста), у дужках вказано те значення, яке
забезпечує гiршу точнiсть. Аналiз показує, що дуже
великi мережi ГТ мають безмасштабний розподiл не
тiльки для L-простору [63, 64], а i для P-простору.

Рис. 18. Карта мережi ГТ симульованого мiста [65, 81].
Лiнiї рiзних кольорiв (рiзної iнтенсивности) вiдповiдають
рiзним маршрутам ГТ (ґратка не показана).

Те, що деякi мережi ГТ є безмасштабними, дало
змогу побудувати еволюцiйну модель цих мереж [65].
У моделi вулицi мiста зображено квадратною дво-
вимiрною ґраткою, а маршрути ГТ змодельовано як
блукання iз самоуниканням (SAWs) на цiй ґратцi. Ре-
альнi маршрути плануються для досягнення певного
мiсця. Це мiсце служить точкою притягання блукань,
й усереднення за специфiчними для цього мiста кон-
фiґурацiями таких точок приводить до ефективного
притягання мiж маршрутами (подiбно до сценарiю пе-
реважного приєднання, що обговорюємо в роздiлi III).
Наведенi ефекти враховано у двох параметрах a та
b (див. таблицю ), що впливали на вибiр початко-
вої станцiї та розвиток маршруту (докладнiше див.
у [65]). Зi змiною параметрiв можна побачити перехiд
вiд безмасштабного характеру поведiнки в P-просторi
до експоненцiйного. Таблиця мiстить характеристи-
ки, порахованi для симульованих мереж ГТ, що ма-
ють R = 500 маршрутiв, кожен з яких має по N = 50
станцiй, при певних типових значення параметрiв a
i b. Рис. 18 показує карту мережi ГТ симульованого
мiста [65, 81].

C. Комп’ютернi мережi

Можна навести багато прикладiв мережевих струк-
тур, якi в той чи iнший спосiб пов’язанi з комп’ю-
терами. Найпопулярнiшими прикладами комп’ютер-
них мереж є всесвiтня павутина й iнтернет (див.
рис. 19). Всесвiтня павутина (англiйська абревiятура
www — вiд World Wide Web) — це вiртуальна мережа
гiпертекстових та iнших документiв, якi об’єднанi гi-
перзв’язками (Uniform Resource Locator, абревiятура
URL, що є унiфiкованим вказiвником iнформацiйного

ресурсу у виглядi стандартизованого рядка символiв,
який визначає мiсцезнаходження документа в мере-
жi). Вiдповiдно, iнтернет є мережею комп’ютерiв, якi
зв’язанi мiж собою i з серверами.

Рис. 19. Зразок мережевої структури всесвiтньої паву-
тини (a) та iнтернету (b).

Тодi як www-мережа є прикладом iнформацiйної
мережi, iнтернет — це технологiчна мережа (як i ви-
ще описанi мережi громадського транспорту). Особ-
лива властивiсть технологiчних мереж полягає в то-
му, що їхня форма й топологiя залежить вiд просто-
рових (географiчних) обмежень [5,82]. Ми розглянемо
властивостi iнтернету як складної мережi. Докладнi-
шу iнформацiю про структуру iнтернету можна знай-
ти у [83], а результати попереднiх та поточних вимi-
рювань його кiлькiсних характеристик на [84].

Вивчення топологiї iнтернету цiкаве з багатьох при-
чин. Найважливiшими є такi з них: (i) розробка ефек-
тивнiших протоколiв, що враховуватимуть топологiю
iнтернету; (ii) встановлення достовiрности моделей,
що симулюють iнтернет; (iii) забезпечення подальшо-
го розвитку iнтернету [17, 82, 85–92]. Емпiричне ви-
вчення iнтернету переважно проводять на рiвнi мар-
шрутизаторiв або на мiждоменному рiвнi. У першо-
му випадку вузли мережi представленi маршрутиза-
торами, спецiяльними комп’ютерами, що контролю-
ють рух даних у мережi, а в другому — вузлами є так
званi автономнi системи (АС). Переважно АС скла-
дається з багатьох комп’ютерiв та маршрутизаторiв,
мiж якими прокладена локальна мережа. Варто вiд-
значити, що на рiзних рiвнях iнтернет характеризує-
ться властивостями вiльної вiд масштабу мережi [17].
У статтi [17] iнтернет проаналiзований i на рiвнi АС,
на основi трьох карт, створених вiд листопада 1997
р. до грудня 1998 р., i на рiвнi маршрутизаторiв, на
основi даних 1995 року. Кiлькiсть вузлiв N та зв’яз-
кiв L на проаналiзованих картах АС зростала з часом
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вiд N = 3015, L = 5156 до N = 4389, L = 8256, а ха-
рактеристики карти мережi на рiвнi маршрутизаторiв
були такими: N = 3888, L = 5012. Дослiдження пока-
зало, що розподiл багатьох кiлькiсних характеристик
iнтернету має степеневий характер, а отже, помилкою
було б оцiнювати його за середнiми значеннями цих
характеристик. Так, наприклад, 85% вузлiв (рiвень
АС) мали вихiдний ступiнь нижчий вiд середнього.
Натомiсть, використовуючи показник степеневого за-
кону як числову характеристику, отримуємо досто-
вiрну картину. Для трьох згаданих карт АС середнiй
вихiдний ступiнь вузла, максимальний i середнiй най-
коротший шлях були такими: 〈kout〉 = 3.42; 3.65; 3.76,
`max = 9; 11; 10, 〈`〉 = 3.76; 3.77; 3.76 вiдповiдно. А роз-
подiл ступенiв вузлiв мав степеневий характер iз по-
казником γ = 2.15; 2.16; 2.20. Для карти маршрутиза-
торiв значення були такими: 〈kout〉 = 2.57, γ = 2.48.

Пiзнiше, розглядаючи еволюцiю карт АС упродовж
1997–2000 рокiв, було дослiджено властивостi динамi-
ки та кореляцiї iнтернету [86,87,93]. Кореляцiйнi влас-
тивостi ступенiв вузлiв та часова поведiнка деяких
кiлькiсних характеристик пов’язанi зi зростанням ди-
намiки дослiджуваних вузлiв. Як i в попереднiх робо-
тах, розподiл ступенiв вузлiв мав степеневий характер
iз показником γ = 2.2(1) [86]. Причому значення по-
казника не змiнювалось з часом, що вказує на те, що
топологiчнi властивостi iнтернету вже перебувають у
стiйкому стацiонарному станi. Поза тим, розподiл по-
середництва σ (2.6) також характеризується степене-
вим законом Pσ ∼ σ−η з показником η = 2.0(1) [87,94].

Середнiй ступiнь вузла, коефiцiєнт кластерности та
довжина найкоротшого шляху в 1997, 1998, 1999 ро-
ках були такими: 〈k〉 = 3.47(4); 3.62(5); 3.82(6), 〈C〉 =
0.18(1); 0.21(2); 0.24(1), 〈`〉 = 3.77(1); 3.76(2); 3.72(1)
вiдповiдно [86]. Як показують цi данi, першi двi харак-
теристики мають тенденцiю до повiльного зростання,
а середня довжина найкоротшого шляху з часом повi-
льно зменшується. Порiвняно невеликi значення 〈`〉 i
високий коефiцiєнт кластерности вказують на те, що
iнтернет є тiсним свiтом.

Щоб проаналiзувати кореляцiю мiж рiзними ступе-
нями вузлiв, використовували таку формулу [86]:

〈knn〉 =
∑

k′

k′Pc(k
′|k), (4.1)

де Pc(k
′|k) — це умовна ймовiрнiсть того, що iснує

зв’язок мiж вузлами зi ступенями k та k′. Значення
〈knn〉 — це середнє значення ступеня найближчих су-
сiдiв вузлiв зi ступенем k. Аналiз карти АС iнтернету
1998 року показує степеневу залежнiсть 〈knn〉 ∼ k−ν

з показником ν ' 0.5. Цi та подiбнi [90] результа-
ти вказують на iснування незвичних кореляцiйних
властивостей iнтернету. Для аналiзу динамiки iнтер-
нету визначалося процентне вiдношення нових зв’яз-
кiв, що поєднують вже наявнi вузли з новими (`new)
та старими (`old) вузлами. Це вiдношення становило
`new/`old = 0.34(2); 0.48(2); 0.53(3) в 1997, 1998, 1999
роках вiдповiдно [86]. Еволюцiя середнього ступеня
нових вузлiв показує, що спочатку вiн є майже не-
змiнним, а з часом починає характеризуватися степе-

невим розподiлом.

Рис. 20. Схема комп’ютерної мережi “Авеню” (цифри в
ромбах, якi вiдповiдають свiтчам, показують приєднаних
до них користувачiв, якi для простоти не зображаються).

Подальше розумiння структури iнтернету випли-
ває з дослiдження його еволюцiї в часi, топологiї та
реального розташування [82, 85]. Виявлено, що мар-
шрутизатори та АС утворюють фрактальну множи-
ну [95], що сильно корелює з густиною населення в
свiтi. Фрактальна вимiрнiсть цiєї множини дорiвнює
Df = 1.5(1) [82]. Окрiм того, ймовiрнiсть P (d) зв’яз-
ку мiж двома вузлами, що перебувають на Евклiдо-
вiй (географiчнiй) вiдстанi одне вiд одного d, лiнiйно
спадає разом iз d. Цей результат заперечив так зва-
ну модель Ваксмана, яка широко використовувалась
для ґенерування топологiї iнтернету i припускала, що
P (d) ∼ exp (−d/d0). Iмовiрнiсть зростання ступеня
вузла виявилась прямо пропорцiйною до кiлькости
його зв’язкiв, що пiдтверджує наявнiсть лiнiйного пе-
реважного приєднання (див. роздiл III C) [82]. Водно-
час варто пам’ятати i про iншi сценарiї розвитку топо-
логiї iнтернету в часi [89,92,96]. Окрiм розподiлiв, що
характеризуються степеневим законом, багато рiзних
характеристик iнтернету можна апроксимувати роз-
подiлом Вейбала (Weibull) P (x) ∼ exp [−(x/b)c] [88].
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k N(k) P0(k) P (k)
1 631 0.840 0
2 5 0.007 0.042
3 18 0.024 0.15
4 13 0.017 0.108
5 15 0.020 0.125
6 13 0.017 0.108
7 9 0.012 0.075
8 15 0.020 0.125
9 3 0.004 0.025
10 6 0.008 0.05
11 2 0.003 0.017
12 3 0.004 0.025
13 4 0.005 0.033
14 6 0.008 0.05
15 4 0.005 0.033
16 1 0.001 0.008
17 0 0 0
18 1 0.001 0.008
19 1 0.001 0.008
20 0 0 0
21 0 0 0
22 1 0.001 0.008

Таблиця II. Характеристики комп’ютерної мережi “Аве-
ню” в м. Сумах. Див. рис. 20 та текст для докладнiших
пояснень.

Ми завершимо цей роздiл розглядом типових ха-
рактеристик комп’ютерної мережi “Авеню”, що знахо-
диться в мiстi Суми (конфiґурацiя мережi зображена
на рис. 20). Iз цiєю метою для кожного типу вершин,
якими є сервери, свiтчi та користувачi (6, 114 та 631
вiдповiдно), пiдраховуємо їхнi кiлькостi та ступенi, а
потiм знаходимо кiлькостi N(k) вершин iз заданими
ступенями k. Тодi ймовiрнiсть реалiзацiї цього ступе-
ня k визначається дiленням N(k) на загальну кiль-
кiсть вершин N = 751: P0(k) = N(k)/N . У результатi
отримуємо розподiл, який наведено у трьох перших
стовпчиках таблицi IV C.

�
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� 	
�� �� �� k

Рис. 21. Розподiл ступенiв вершин мережi “Авеню” (гiс-
тограма) в порiвняннi з розподiлом Пуассона (2.7) (суцiль-
на лiнiя) i степеневим законом P (k) = k−1.5 (штрихована
лiнiя).

Завдяки тому, що основний внесок роблять корис-
тувачi, вершини, якi мають мiнiмальний ступiнь k =
1, середнiй ступiнь мережi, знайдений таким спосо-

бом, є порiвняно малою величиною 〈k〉 = 4.948. Якщо
знехтувати внеском користувачiв, то загальна кiль-
кiсть свiтчiв i серверiв становить N = 120 i розподiл
iмовiрностей задається четвертим стовпчиком табли-
цi IV C. З них видно, що нехтування елементами вер-
шин, якi вiдповiдають користувачам, приводить до
значно бiльшого значення 〈k〉 = 7.233. Iз рис. 21 та-
кож видно, що розподiл ступенiв немонотонний i спа-
дає значно повiльнiше, нiж розподiл Пуассона (2.7),
проте швидше за степеневий розподiл P (k) = k−1.5.
Це вказує на те, що дослiджувана мережа займає про-
мiжне мiсце мiж класичним випадковим i безмасш-
табним графами.

V. СТАТИСТИЧНА ФIЗИКА СКЛАДНИХ
МЕРЕЖ

Якщо випадковий граф мiстить велику кiлькiсть
вершин i ребер, то його кiлькiсний опис (наприклад,
при оптимiзацiї) потребує використання статистично-
го пiдходу. Цей пiдхiд ґрунтується на самоусередне-
ностi складної мережi, завдяки якiй розкид її харак-
теристик можна представити ансамблем графiв, якi
реалiзуються з ймовiрнiстю, що дорiвнює вiдповiдно-
му значенню у вихiднiй мережi. У роздiлi II B вка-
зано, що за характером розподiлу ступенiв вершин
можна видiлити три типи складних мереж — експо-
ненцiйнi, пуассонiвськi та степеневi. Далi ми пока-
жемо (див. перехiд вiд (5.36) до (5.37)), що два першi
з них належать до масштабованих графiв, а останнiй
не має жодного масштабу в розкидi випадкової вели-
чини. У результатi, основна проблема статистичного
опису складних мереж зводиться до визначення екс-
поненцiйного i степеневого розподiлiв.

У пiдроздiлi V A буде показано, що, не залежно вiд
природи випадкової величини, достатньо дослiджува-
ти розкид ефективної енерґiї Ei за вершинами i. Iмо-
вiрнiсть Pi, що вершина має енерґiю Ei, визначається
умовою максимуму ентропiї Больцмана

S = −
∑

i

Pi ln Pi. (5.1)

При цьому повиннi забезпечуватися умови

∑

i

Pi = 1, U =
∑

i

EiPi, (5.2)

якi задають нормування i внутрiшню енерґiю U . У
результатi приходимо до експоненцiйного розподiлу
Ґiббса

Pi = Z−1 exp(−Ei/T ), (5.3)

де статистична сума Z i температура T визначаються
множниками Лаґранжа, якi враховують умови (5.2).

Iз формального погляду, перехiд вiд експоненцiйно-
го розподiлу до степеневого забезпечується деформу-
ванням лоґарифмiчної й експоненцiйної функцiї згiд-
но з рiвностями [97]
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lnq(x) ≡ x1−q − 1

1 − q
, expq(x) ≡ [1 + (1 − q)x]

1
1−q

+ ,

(5.4)

де [y]+ ≡ max(0, y). Легко бачити, що при параметрi
деформацiї q → 1 означення (5.4) приводять до зви-
чайних функцiй. Деформуючи в (5.1) лоґарифмiчну
функцiю, приходимо до ентропiї Цаллiса

Sq{Pi} ≡ −
∑

i

Pi lnq(Pi) =

∑
i

(
Pi − P Q

i

)

Q − 1
, (5.5)

де введений показник Q ≡ 2 − q. Неважко переко-
натися, що, на вiдмiну вiд ентропiї Больцмана (5.1),
означення (5.5) приводить до неадитивної величини,
що є основною особливiстю статистики Цаллiса [97].
Варiювання виразу (5.5) з урахуванням умов (5.2) дає
шуканий розподiл:

Pi = expQ

(
−α + βEi

Q

)
(5.6)

≡
[
1 − Q − 1

Q
(α + βEi)

] 1
Q−1

+

,

який у межi Q → 1 зводиться до експоненти Ґiббса
(5.3). При Q < 1, α/β � Ei другий доданок у квад-
ратних дужках (5.6) набагато бiльший за одиницю, i
розподiл Цаллiса зводиться до степеневого закону

Pi ∼ E−γ
i , γ ≡ 1

1 − Q
> 0. (5.7)

Важливiсть степеневих розподiлiв типу (5.7) зумов-
лена тим, що вони описують самоподiбнi статистичнi
системи, у яких вiдсутнiй будь-який масштаб змiни
випадкової величини x. Справдi, самоподiбний (а точ-
нiше, самоафiнний) розподiл iмовiрностей P (x) визна-
чається рiвнiстю

P (x/a) = aγP (x), (5.8)

згiдно з якою варiяцiя масштабу a, який характеризує
змiну величини x, приводить до факторизацiї густини
ймовiрности тим самим масштабом, який деформова-
ний показником подiбности γ. Використання масшта-
бованої змiнної y ≡ x/a i функцiї π(y) ≡ yγP (y) зво-
дить умову самоподiбности (5.8) до однорiдного роз-
подiлу ймовiрностей:

P (x) = x−γπ(y), y ≡ x/a, (5.9)

який означає, що зменшення арґументу функцiї π(y)
в a разiв приводить до факторизацiї ймовiрности ви-
падкової змiнної x, пiднесеної до степеня −γ. Вiдсут-
нiсть масштабу вiдповiдає межам a → ∞, y → 0, при
яких множник π(y) прямує до константи, а розподiл
(5.9) набирає степеневу форму.

Нижче ми подаємо основи статистичної теорiї
складних мереж спочатку для експоненцiйного розпо-
дiлу (пiдроздiл V A), а потiм для самоподiбних графiв

(пiдроздiли V B, V C). Для першого з наведених ви-
падкiв побудуємо мiкроканонiчний, канонiчний та ве-
ликий канонiчний ансамблi, а потiм узагальнимо на
системи, яким неможливо присвоїти певне значення
енерґiї. Дослiджено властивостi рiвноважних статис-
тичних ансамблiв графiв, енерґiї яких визначаються
як ступенями окремих вершин i сусiдiв, так i ґлобаль-
ними властивостями. Показано, як можна узагальни-
ти стандартнi методи статистичної теорiї на виродже-
нi графи, якi мiстять петлi та кратнi ребра. Розвину-
то представлення випадкового графа моделлю ґрат-
кового газу, у межах якої викладено основи мiкроско-
пiчної теорiї фазових переходiв. Роздiл V B ґрунтує-
ться на узагальненому стохастичному представленнi
Фоккера–Планка, у межах якого показано, що без-
масштабнi самоподiбнi графи утворюються в резуль-
татi iєрархiчної кластерности вузлiв мережi. Цей про-
цес розвивається подiбно до супердифузiї у просторi,
який має ультраметричну топологiю. У пiдроздiлi V C
визначено мiру складности iєрархiчно спiвпiдпоряд-
кованого самоподiбного ансамблю графiв.

Наведений статистичний аналiз рiвноважних ан-
самблiв служить основою для практичного застосу-
вання таких методiв, як оптимiзацiя графiв.

A. Експоненцiйнi ансамблi графiв

Стандартний апарат статистичної фiзики ґрунтує-
ться на розподiлi Ґiббса (5.3), згiдно з яким зростан-
ня енерґiї статистичних станiв веде до експоненцiйно
швидкого спадання ймовiрности їх реалiзацiї. Такий
розподiл визначає поведiнку простих систем, якi мож-
на зобразити канонiчним ансамблем графiв. У рiвно-
важних мережах зв’язки вiдповiдають частинкам, а
заданий граф реалiзує стан системи. Умова збережен-
ня об’єму забезпечується вимогою незмiнної кiлькос-
ти вузлiв складної мережi.

Хоча енерґiя є ключовим поняттям теорiї оптимiза-
цiї мереж, не завжди можливо зiставити її значення
iз заданим графом. Однак, ґрунтуючись на евристич-
них представленнях, завжди можна приписати ефек-
тивне значення енерґiї якомусь феноменологiчному
параметровi. Далi ми докладно розглянемо рiзнi мож-
ливостi такого вибору, але перед тим треба представи-
ти розподiли, якi вiдповiдають рiзним статистичним
ансамблям.

1. Енерґетично визначенi ансамблi графiв

Мiкроканонiчний ансамбль графiв визначає-
ться наданням однакових питомих ваг кожному стану
системи iз заданим значенням енерґiї E i кiлькiстю
частинок M (усi iншi стани мають нульову вагу). Та-
ким чином, мiкроканонiчний ансамбль графiв задає-
ться вагою

P = n−1 (5.10)

кожного з n графiв, якi мають M ребер i енерґiю E.
Канонiчний ансамбль складається з графiв iз за-

даною кiлькiстю ребер i вагою
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Pa =
e−Ea/T

Z
, (5.11)

де T — температура, Ea — енерґiя графа a; статис-
тична сума визначається виразом

Z =
∑

b

e−Eb/T . (5.12)

До цiєї категорiї належать графи зi сталою кiлькiстю
ребер i функцiєю вартости, яка зводиться до мiнiму-
му вiдхилення вiд очiкуваних властивостей (напри-
клад, при сталiй кiлькостi трикутникiв, якi утворю-
ють граф).

Великий канонiчний ансамбль графiв харак-
теризуєтся заданими значеннями температури T i хе-
мiчного потенцiялу µ. Енерґiя Ea i кiлькiсть ребер
(частинок) Ma можуть змiнюватися, а ймовiрнiсть ре-
алiзацiї графа a задається рiвнiстю

Pa =
e−(Ea−µMa)/T

Z
, (5.13)

де статистична сума записується виразом

Z =
∑

b

e−(Eb−µMb)/T . (5.14)

2. Ансамблi графiв, якi не володiють енерґiєю

Мiкроканонiчний ансамбль графiв. Чисельнi
моделi мереж визначаються статичним набором до-
пустимих графiв, у якому вiдсутнi процеси реструк-
цiї. Хоча значення енерґiй та ймовiрности для таких
графiв не визначенi, мiкроканонiчний ансамбль мож-
на задати присвоєнням кожному з допустимих графiв
тiєї самої ваги. Це рiвноцiнно наданню кожному з до-
пустимих графiв однакового значення енерґiї.

Канонiчний ансамбль графiв. Якщо в моделi
графа задано значення ймовiрности для комплексу
графiв з однаковою кiлькiстю ребер, то його можна
вважати канонiчним. При цьому енерґiя визначається
значенням ймовiрности вiдповiдно до рiвняння (5.11):

Ea = −T ln Pa + ln Z. (5.15)

Великий канонiчний ансамбль графiв зводи-
ться до канонiчного, у якому можна варiювати кiль-
кiсть ребер. При цьому енерґiя визначається рiвнян-
ням (5.13):

Ea = −T ln Pa + µMa + ln Z. (5.16)

3. Рiзнi означення енерґiй графiв

Енерґiя, яка визначається ступенями окре-

мих вершин. Оскiльки вершини є основним атрибу-
том графiв, то логiчно присвоїти кожнiй з них певне

значення енерґiї E(ki), де ki — ступiнь i-тої верши-
ни. У результатi, повна енерґiя графа визначається
сумою за всiма вершинами:

E =

N∑

i=1

E(ki). (5.17)

Якщо кiлькiсть ребер M є сталою, то лiнiйна части-
на функцiї E(ki) не має принципового значення, ос-
кiльки її сума в (5.17) дає величину, пропорцiйну до
кiлькости M , яка перенормовує хемiчний потенцiял
великого канонiчного ансамблю. У границi безмеж-
них температур такий ансамбль зводиться до класич-
ного випадкового ансамблю графiв. Якщо ж функцiя
E(ki) змiнюється швидше, нiж за лiнiйним законом,
слiд урахувати квадратичний внесок

E = −
N∑

i=1

k2
i . (5.18)

При цьому в границi низьких температур типовi гра-
фи матимуть нерiвноважний розподiл ступенiв — ма-
лу кiлькiсть вершин iз високими ступенями i велику
iз низькими. Щоб запобiгти появi iзольованих вершин
i вершин iз великими ступенями, потрiбно увести ку-
бiчний доданок з додатним коефiцiєнтом η:

E =
N∑

i=1

(
−k2

i + ηk3
i

)
. (5.19)

Енерґiя, яка визначається ступенями сусiд-

нiх вершин. Якщо присвоювати значення енерґiї не
вершинам, а ребрам, то повна енерґiя графа визнача-
ється сумою за найближчими сусiдами:

E =
∑

ij

E(ki, kj), (5.20)

де функцiя E(ki, kj) задається кореляцiєю мiж вер-
шинами. У найпростiшому випадку

E(ki, kj) = ζδki1δkj1 (5.21)

вона є сталою ζ i приводить до графа, який зобра-
жено на рис. 22a (побудова цього графа ґрунтується
на методi ґенерацiї, суть якого викладена на початку
роздiлу III). Характерною особливiстю такого графа
є те, що його ребра, як правило, об’єднують верши-
ни зi ступенями, якi сильно вiдрiзняються. Така сама
ситуацiя виникає при виборi

E(ki, kj) =
min(ki, kj)

max(ki, kj)
− 1. (5.22)
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Рис. 22. Оптимiзованi мережi, якi отриманi з викорис-
танням (а) енерґiї локальних зв’язкiв (5.21); (b) енерґiї, що
визначаються ґлобальними властивостями (5.26). В обох
випадках температура вибрана достатньо низькою. Вер-
шини з високими ступенями позначенi темними кружеч-
ками, з низькими — свiтлими [98].

Якщо основний внесок дають вiддаленi сусiди, то
слiд виходити з матрицi сумiжности A, яка враховує
зв’язки всiх вершин. Так, вiд’ємнi внески трикутникiв
визначаються енерґiєю

E = −1

6
TrA3. (5.23)

Якщо кiлькiсть ребер дорiвнює M = n(n − 2)/2, де
цiле число n < N , то при низьких температурах ви-
никає граф, який складається з n цiлком зв’язаних
вершин (решта N − n вершин будуть iзольованими).

Енерґiя, яка визначається ґлобальними влас-

тивостями графа. Основною ґлобальною характе-

ристикою мережi є її розмiр, який визначається кiль-
кiстю вершин, що входять до її компонент. Однак ос-
кiльки частинкам ставляться у вiдповiднiсть ребра,
то ґлобальна статистична характеристика зводиться
до кiлькости si ребер, якi входять в i-ту компоненту.
Тому ґлобальна енерґiя записується так:

E =

n∑

i=1

E(si), (5.24)

де n — кiлькiсть компонент графа.
Якщо основний внесок дає найбiльша компонента,

яка складається з smax ребер, то формула (5.24) на-
буває найпростiшого вигляду

E = −smax. (5.25)

У системi з такою енерґiєю зниження температури
спичиняє фазовий перехiд. Виявляється, що лiнiйна
залежнiсть (5.25) приводить до неперервного перехо-
ду, тодi як квадратична E = −s2

max (або складнiша
залежнiсть E = −∑N

i=1 s2
i ) дають уривчастий.

Одне iз завдань оптимiзацiї графiв зводиться до
зменшення їх дiяметра d. У такому випадку треба
використовувати енерґiю виду

E = −
∑

ij

dij , (5.26)

де сумування проходить за всiма парами вершин, най-
менша кiлькiсть зв’язкiв мiж якими дорiвнює dij . На
основi цього виразу побудованi графи, зображенi на
рис. 22b.

4. Представлення графа моделлю ґраткового газу

У межах цього представлення вершина графа (ву-
зол мережi) вiдповiдає сторонi ґратки, а його ребро
(зв’язок мережi) — частинцi ґраткового газу, яка мо-
же розмiщуватися на будь-якому з N(N−1)/2 вузлiв.
Два вузли ґратки вважаються сусiднiми, якщо пози-
цiї ребер, що їм вiдповiдають (не обов’язково зайня-
тi ними), мають одну спiльну вершину. Слiд мати на
увазi, що така ґратка сильно вiдрiзняється вiд тих,
що звичайно використовуються в моделi ґраткового
газу. Так, якщо взяти довiльне ребро графа, то iс-
нує 2(N − 2) ребер, якi мають спiльний кiнець iз ним.
Тому в ґратковому газi кожен вузол має 2(N −2) най-
ближчих сусiдiв, а решта N(N − 1)/2− 2(N − 2)− 1 є
другими сусiдами.

Легко побачити, що квадратична енерґiя (5.18) од-
новершинної моделi (5.17) зводиться до визначення
енерґiї ґраткового газу, який володiє притяганням
найближчих сусiдiв:

E = −
∑

αβ

nαnβ = −1

2

N∑

i=1

ki (ki − 1) . (5.27)

Тут nα — числа заповнення вузлiв α, якi дорiвнюють
0 або 1 залежно вiд того, iснує це ребро у вихiдному
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графi чи нi. Перше сумування в (5.27) виконується за
парами найближчих сусiдiв ґраткового газу, що вiдпо-
вiдає другiй сумi за парами ребер, якi мають спiльний
кiнець.

Як вiдомо, ґратковий газ вiдповiдає моделi Iзинґа,
яка описує динамiку спiнiв Sα ≡ 2nα − 1 = ±1, для
яких енерґiя (5.27) набуває вигляду:

E = −N(N − 1)(N − 2)

8
− 1

2

N(N−1)/2∑

α=1

Sα −
∑

αβ

SαSβ .

(5.28)

Тут першим доданком, який залежить тiльки вiд
кiлькости вершин ґратки N(N − 1)/2, можна знех-
тувати, приймаючи його за початок вiдлiку; другий
член, лiнiйний за спiнами Sα, дає сумарну намагне-
ченiсть ґратки, яка перенормовує зовнiшнє поле —
подiбно до того, як лiнiйний доданок у (5.17) пере-
нормував хемiчний потенцiял вершин графа; нареш-
тi, квадратичний член енерґiї (5.28) дiє за аналогiєю
до вiдповiдного внеску вершин (5.18). Таким чином,
вiдображення рiвноважного ансамблю графiв з енер-
ґiєю вершин E = −∑i k2

i на ґратковий газ з енерґiєю
ребер E = −∑αβ nαnβ показує, що рiзниця мiж наве-
деними моделями зводиться лише до геометрiї ґрат-
ки.

5. Ансамблi вироджених графiв

Виродженi графи, якi мiстять петлi чи кратнi зв’яз-
ки, трапляються практично у всiх мережах: харчо-
вих (канiбалiзм), системах бiохемiчних зв’язкiв (авто-
каталiтичнi, або, iнакше кажучи, ланцюговi реакцiї),
технологiчних системах (численнi зв’язки мiж пiдгру-
пами), мережах спiвпрацi (постiйне спiвавторство), а
також у теорiї збурень, яка представляється дiягра-
мами Фейнмана. Ансамблi вироджених графiв мож-
на зобразити подiбно до простих мереж. Так, набiр
помiчених вироджених графiв зводиться до мiкрока-
нонiчного ансамблю, якщо можна присвоїти однако-
вi ваги кожному графу, який має N вершин i M ре-
бер. Кiлькiсть таких графiв можна задати таким чи-
ном: оскiльки iснує N(N +1)/2 можливих позицiй для
кожного ребра виродженого графа, то, вибираючи двi
вершини, з’єднанi N(N − 1)/2 рiзними способами, от-
римуємо кiлькiсть самоз’єднань, що дорiвнює N . Ура-
ховуючи, що кожне з M ребер може займати двi з
N(N + 1)/2 позицiй, для ймовiрности мiкроканонiч-
ного розподiлу простих графiв отримуємо

P =

(
N(N + 1)

2

)−M

. (5.29)

Беручи до уваги, що в мiкроканонiчному ансамб-
лi всi графи мають однакову вагу, легко побачити,
що ймовiрнiсть реалiзацiї цiєї матрицi сумiжности A

пропорцiйна до кiлькостi рiзних графiв N(A), якi вiд-
повiдають данiй матрицi:

P ∝ N(A) = M !

N∏

i=1

1

(Aii/2)!

N∏

j<k=1

1

Ajk !
. (5.30)

Тут ми врахували, що M ребер графа можуть бути
переставленi M ! способами, однак Ajk ! з цих переста-
новок, якi комутують ребра мiж вершинами j i k, не
змiнюють графа — точно так, як i (Aii/2)! перестано-
вок петель, що замикаються на цiй вершинi i.

Можна побудувати канонiчний ансамбль виродже-
них графiв, використовуючи стацiонарний процес,
при якому зберiгається степiнь розподiлу та кiлькiсть
ребер. На кожному етапi такого процесу один кiнець
довiльно вибраного ребра переприєднується до нової
вершини i, вага якої дорiвнює w(ki). Подiбно можна
показати, що вiддаленi ребра мiж вершинами i та j зi
швидкiстю µN i їх подальше вiдновлення зi швидкiс-
тю, пропорцiйною до w(ki)w(kj ), приводить до вели-
кого канонiчного ансамблю.

6. Статистика випадкових графiв

Викладемо спочатку статистичну теорiю неорiєнто-
ваних графiв iз фiксованою кiлькiстю N вершин, що
не мають петель [99]. Цей випадок вiдповiдає велико-
му канонiчному ансамблю, поведiнка якого визначає-
ться енерґiєю

E = µM, (5.31)

що задана хемiчним потенцiялом µ та кiлькiстю ребер
M . Iз використанням елементiв матрицi сумiжности
Aij = 0; 1 кiлькiсть ребер виражається рiвнiстю

M =

N∑

i<j

Aij , (5.32)

пiдстановка якої в (5.31) дає статистичну суму

Z ≡
∑

{Aij}

exp

(
−

µ
∑

i<j Aij

T

)
(5.33)

=

N∏

i<j

1∑

Aij=0

exp

(
−µAij

T

)
=
(
1 + e−µ/T

)N
,

де степiнь N =
(
N
2

)
≡ N !

2!(N−2)! визначає кiлькiсть
пар вершин, якому пропорцiйна вiльна енерґiя F =
−T ln Z. У результатi для середньої кiлькости ребер
знаходимо

〈M〉 ≡ 1

Z

∑

M

M exp

(
−µM

T

)
= − 1

Z

∂Z

∂(µ/T )

=
∂(F/T )

∂(µ/T )
=

N
eµ/T + 1

. (5.34)

Вiдповiдно до (5.34), середня кiлькiсть ребер 〈M〉
випадкового графа дорiвнює їх загальнiй кiлькостi N ,
помноженiй на ймовiрнiсть реалiзацiї одного зв’язку
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m ≡ 1

eµ/T + 1
. (5.35)

Iз використанням останньої рiвности повна ймовiр-
нiсть реалiзацiї графа (5.11) набирає вигляду бi-
номного розподiлу:

P =
exp (−E/T )

Z
=

e−µM/T

(
1 + e−µ/T

)N = mM (1 − m)N−M.

(5.36)

Як вiдомо з теорiї ймовiрностей [100], у межi безмеж-
но малого значення m = 〈M〉/N � 1 розподiл (5.36)
набуває стандартної форми Пуассона:

P = e−〈M〉 〈M〉M
M !

. (5.37)

При цьому, незважаючи на малу величину одинич-
ної ймовiрности m, у термодинамiчнiй границi N =
N(N − 1)/2 → ∞ середня кiлькiсть ребер 〈M〉 ви-
являється скiнченною величиною, яка вiдiграє роль
масштабу розподiлу Пуассона. У вступi до роздiлу V
показано (див. формулу (5.9) та коментарi до неї), що
в границi 〈M〉 → ∞ розподiл за випадковими графа-
ми, що визначається кореляцiями на довiльних масш-
табах, стає самоподiбним i ймовiрнiсть (5.37) набуває
степеневої форми типу (5.7).

Викладену схему легко узагальнити для випадку,
коли вiд розподiлу кiлькости ребер M потрiбно пе-
рейти до розподiлу ступенiв вершин ki. Справдi, вра-
ховуючи очевиднi спiввiдношення ki =

∑
j Aij , M =

1
2

∑
i ki =

∑
i<j Aij , неважко побачити, що для розв’я-

зання поставленої задачi достатньо перейти вiд вира-
зiв (5.31), (5.32) до енерґiї

E = T
N∑

i<j

(θi + θj)Aij , (5.38)

де замiсть хемiчного потенцiялу µ береться двоточко-
ве локальне поле T (θi + θj). З урахуванням вказаної
замiни статистична сума визначається виразом (5.33),
а вiльна енерґiя набирає вигляду:

F = −T

N∑

i<j

ln
[
1 + e−(θi+θj)

]
. (5.39)

Корелятори ступенiв вершин i вiдповiднi їм кумулян-
ти визначаються рiвняннями

〈kikj . . .〉 =
1

Z

(
∂

∂θi

∂

∂θj
. . .

)
Z, (5.40)

〈kikj . . .〉c =

(
∂

∂θi

∂

∂θj
. . .

)
F

T
. (5.41)

Якщо, крiм ступенiв вершин, нас цiкавить коефiцi-
єнт кластерности C, то енерґiя матиме вигляд:

E = T

N∑

i<j

θiki + γC, (5.42)

а середнє значення

〈C〉 =
∂F

∂γ

∣∣∣∣
γ=0

(5.43)

визначається похiдною за спряженим полем γ.
Роздiляючи польовi змiннi θi на набори, один з

яких, θin
i , вiдповiдає ребрам, що входять у вершину

i, а iнший, θout
i , — тим, що з неї виходять, легко уза-

гальнити цю схему на орiєнтованi графи. При цьому
сума польових змiнних у виразах типу (5.39) набирає
вигляду: θin

i + θout
j .

У вироджених графах вершини можуть бути пов’я-
занi не одним ребром, а декiлькома. При цьому еле-
менти Aij матрицi сумiжности пробiгають набiр нату-
ральних чисел, сумування по яких приводить до змi-
ни знакiв експоненти й показника N у статистичнiй
сумi (5.33). Вiдповiдно, у виразi (5.35), що визначає
середню кiлькiсть ребер, змiнюється знак перед оди-
ницею, а вiльна енерґiя (5.39) буде такою:

F = T

N∑

i<j

ln
[
1 − e−(θi+θj)

]
. (5.44)

Подiбно до квантової статистики, випадок одиничи-
них ребер вiдповiдає статистицi Фермi, а багаторе-
бернi графи — статистицi Бозе. У межi сильних полiв
θi � 1, що реалiзується в розрiджених графах, обидва
вказанi випадки зводяться до експоненцiйного розпо-
дiлу Больцмана m ' e−µ/T .

Викладений формалiзм передбачає змiнну кiль-
кiсть ребер M , що вiдповiдає великому канонiчно-
му ансамблю. При фiксованому значеннi M = M0

слiд перейти до канонiчного ансамблю, розгляд якого
є менш зручним. Це ускладення можна обiйти, вво-
дячи у визначеннi статистичної суми (5.33) фур’є-
представлення δ-функцiї

δ(M − M0) =

1∫

0

e2πi(M0−M)η dη. (5.45)

У результатi приходимо до виразу:

Z =

1∫

0

dη e2πiM0η
∏

i<j

[
1 ± e−(θi+θj)−2πiMη

]±1

, (5.46)

де верхнiй знак вiдповiдає одиничним ребрам, а ниж-
нiй — кратним. Цей вираз показує, що фiксацiя кiль-
кости ребер спричиняє появу поля духiв η ∈ (0, 1),
включення якого змiщує спряжене поле θ в дiлянку
уявних значень.

Закiнчуючи виклад статистичної теорiї, розглянемо
гамiльтонiян

E

T
= − J

N − 1

∑

i

k2
i − B

∑

i

ki, ki =
∑

j

Aij , (5.47)
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який, за аналогiєю до моделi Iзинґа, де J — пара-
метр взаємодiї, B — зовнiшнє поле, описує колективнi
ефекти в складних мережах. Їхня особливiсть поля-
гає в тому, що кiлькiсть вершин N визначає не тiльки
максимальну кiлькiсть ребер N(N − 1)/2, але й роз-
мiр системи N − 1. Тому в термодинамiчнiй границi
N → ∞, коли кiлькiсть найближчих сусiдiв ґратко-
вого газу, що представляє цей граф, буде нескiнчен-
ною, теорiя середнього поля стає точною. При цьому
енерґiю, що вiдповiдає фiксованому значенню Aij , за-
пишемо так:

E(Aij ) = −2T (2Jm + B)Aij , Aij = 0; 1. (5.48)

Iмовiрностi m = 〈Aij〉, 1−m = 〈1−Aij〉 наявности та
вiдсутности ребра мiж вершинами i, j перебувають у
спiввiдношеннi:

m

1 − m
=

e−E(Aij=1)/T

e−E(Aij=0)/T
. (5.49)

Пiдставляючи в нього (5.48), отримаємо рiвняння

m =
1

2
[1 + tanh(2Jm + B)] , (5.50)

що визначає параметр порядку m. Згiдно з рис. 23,
при докритичних значеннях J 6 1 це рiвняння має
єдиний розв’язок, а при перевищеннi порога J = 1
вiдбувається бiфуркацiя, що приводить до гiстерези-
су поблизу критичного поля B = −J . Тут стiйкi роз-
в’язки мають кореневу особливiсть |m− 1

2 | ∼
√

J − 1,
що вказує на спiвiснування фаз iз високою та низь-
кою щiльностями ребер графа, що вiдповiдає енерґiї
(5.47).

-2 -1 0

0.5

1

m

B

0.5

1

1.5

Рис. 23. Залежнiсть середньої кiлькости ребер m вiд по-
ля B при рiзних значеннях параметра взаємодiї J (його
значення вказанi поруч iз вiдповiдними кривими).

B. Самоподiбнi ансамблi графiв

У вступi до роздiлу V ми вказували, що степенева
форма самоподiбного розподiлу зумовлена вiдсутнiс-
тю будь-якого масштабу у змiнi випадкової величи-
ни, роль якої вiдiграє ступiнь вершин k. Уперше са-
моподiбнi ансамблi використовувались при вивченнi

критичних явищ [101], коли групи з s спiнiв (у най-
простiшому випадку s = 2) об’єднувались у кластери,
потiм кожнi з s кластерiв утворювали суперкластер
наступного рiвня i т. д. — до утворення максималь-
ного кластера, що мiстив практично всi спiни. Така
побудова має iєрархiчний характер, який наочно зоб-
ражено деревами Кейлi, що наведенi на рис. 24.

n

m < n

m > n

l

m = 0

m = 1

m = 2
0 0 0 1 0 2 1 0 1 1 1 2 2 0 2 1 2 2

0 1 2

a

b

Рис. 24. Найпростiшi iєрархiчнi дерева: a — парамет-
ризацiя дерева з показником розгалужености s = 3; b —
бiфуркацiйне дерево (s = 2).

Очевидно, поведiнка складної мережi визначається
кластерною структурою всiх iєрархiчних рiвнiв, про-
те властивiсть самоподiбности дає змогу обмежитися
заданням структури мiнiмального кластера та фiк-
сацiєю номера рiвня. Оскiльки iєрархiчне дерево є
геометричним зображенням ультраметричного прос-
тору [102], то в межах методу ґенерацiї опис склад-
ної мережi зводиться до визначення дифузiї в цьому
просторi [103]. Базуючись на узагальненому рiвняннi
Фоккера–Планка, ми покажемо, що еволюцiя самопо-
дiбної складної мережi представляє аномальну дифу-
зiю за iєрархiчними рiвнями, у процесi якої встанов-
люється стацiонарний розподiл у формi Цаллiса.

Iз урахуванням iєрархiчної структури поведiнка
складної мережi визначається щiльнiстю ймовiрнос-
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тей Pu(t) розподiлу системи за координатами “u” ульт-
раметричного простору в момент часу t. Цей розподiл
пiдпорядковується основному кiнетичному рiвнянню

τ0Ṗu(t) =
∑

u′

[fuu′Pu′(t) − fu′uPu(t)] , (5.51)

де крапка означає диференцiювання за часом, мiк-
роскопiчний масштаб якого дорiвнює τ0, fuu′ — iн-
тенсивнiсть переходу з u′ в u. Для виявлення за-
лежности вiд ультраметричних координат розглянь-
мо реґулярне iєрархiчне дерево, що характеризуєть-
ся фiксованим значенням показника розгалуженос-
ти s > 1 та кiлькiстю рiвнiв iєрархiї n � 1. То-
дi ультраметрична координата u є n-значним числом
в s-вiй системi числення: u ≡ u0 u1 . . . um . . . un−1,
um = 0, 1, . . . , s− 1 (див. приклад на рис. 24a). Вiдпо-
вiдно, iнтенсивнiсть переходiв записується як степе-
невий ряд fuu′ =

∑n
m=0 f(um − u′

m)sn−m, де перший
доданок (m = 0) вiдповiдає верхньому рiвневi iєрар-
хiї, що визначає поведiнку всiєї системи, а останнiй
(m = n) — нижньому рiвневi, що вiдповiдає найдрiб-
нiшим кластерам. За означенням, вiдстань мiж точ-
ками u, u′ становить 0 6 ` 6 n, якщо виконують-
ся умови um = u′

m для m = 0, 1, . . . , n − (` + 1), але
um 6= u′

m для m = n − `, n − ` + 1, . . . , n [102]. Тому
при фiксованiй вiдстанi ` першi n − ` доданки вказа-
ного ряду дорiвнюють нулевi за означенням, а останнi
` мiстять множник sn−m, величина якого в контину-
альнiй границi s � 1 набагато менша вiд множника
s`, що мiститься в першому з решти доданкiв. У ре-
зультатi виявляється, що в дослiджуваному степене-
вому рядi провiдну роль вiдiграє єдиний доданок, що
вiдповiдає m = n − `: fuu′ ∼ s` = sn−m. Подiбно мож-
на показати, що щiльнiсть iмовiрностей має вигляд
Pu ∼ sn−` = sm. При переходi вiд реґулярного де-
рева до випадкового показник розгалужености s стає
змiнною величиною i, згiдно з наведеними оцiнками,
iнтенсивнiсть переходiв fuu′ ⇒ fn−m i щiльнiсть iмо-
вiрностей Pu ⇒ Pm набувають форми перетворення
Меллiна (див. [104])

fn−m ≡
∞∫

0

f(s)sn−m ds, Pm ≡
∞∫

0

P (s)sm ds, (5.52)

де f(s), P (s) — вiдповiднi ваговi функцiї.
У результатi основне кiнетичне рiвняння записуємо

так:

τ0Ṗn(t) =
∑

m>n

fm−nPn(t) −
∑

m<n

fn−mPm(t). (5.53)

Тут перший доданок у правiй частинi враховує iєрар-
хiчний зв’язок мiж вузлами нижнiх рiвнiв m > n че-
рез заданий n, а частина пiсля “—” (вiд’ємник) — зв’я-
зок цього рiвня n через верхнi m < n (див. рис. 24b).
При отриманнi рiвняння (5.53) використано адiяба-
тичне наближення, у межах якого утворення зв’язкiв
мiж вузлами мережi вiдбувається набагато швидше,
нiж змiна кластерної структури, що характеризуєть-
ся макроскопiчним часом τ (див. нижче). Розкладаю-
чи Pm(t) за рiзницею n−m, в континуальнiй границi
n � 1 з точнiстю до квадратичного члена отримуємо:

τ0Ṗn(t) =
∂

∂n

[
FnPn(t) − ∂

∂n
DnPn(t)

]
+ DnPn(t),

(5.54)

де введенi моменти Fn ≡ ∑
m<n

(n − m)fn−m, 2Dn ≡
∑

m<n
(n − m)2fn−m i величина

Dn ≡
∑

m>n

fm−n −
∑

m<n

fn−m, (5.55)

що визначає рiзницю мiж швидкостями встановлення
iєрархiчного зв’язку через нижнi та верхнi рiвнi.

Зазвичай, при сумуваннi за станами системи вiдсут-
нi обмеження m > n, m < n, що фiґурують у (5.55),
i Dn = 0 [105]. Проте немає нiяких пiдстав прийма-
ти таку умову для iєрархiчних систем, де швидкiсть
установлення зв’язку суттєво залежить вiд того, яки-
ми рiвнями (нижнiми чи верхнiми) вiн забезпечуєть-
ся. Це зумовлено неоднорiднiстю ультраметричного
простору, яка очевидна вже з його геометричного зоб-
раження (див. рис. 24). Тому далi приймається анзац

Dn ≡ −εQP Q−1
n

∂

∂n
, (5.56)

де Q, ε — додатнi параметри. Його формальне обґрун-
тування полягає в тому, що з точнiстю до множника
−ε(Q − 1) iнтеґрал

∫
DnPn dn зводиться до похiдної

Джексона [104]

DnPn ≡ PQn − 1

Q − 1
. (5.57)

На вiдмiну вiд звичайної похiдної, що вiдповiдає межi
Q → 1, похiдна Джексона визначає швидкiсть змiни
функцiї Pn не при зсувi арґументу dn → 0, а при його
дилатацiї Qn i тому є основою аналiзу самоподiбних
систем. З фiзичної точки зору той факт, що рiзни-
ця швидкостей установлення iєрархiчного зв’язку Dn

залежить вiд щiльности ймовiрностей Pn, означає на-
явнiсть нелiнiйного зворотного зв’язку, який, як стане
видно далi, i є причиною неадитивности.

Пiдстановка виразу (5.56) в (5.54) дає такий оста-
точний вигляд основного кiнетичного рiвняння:

τ0Ṗn(t) =
∂

∂n

{[
FnPn(t) − εP Q

n (t)
]
− ∂

∂n
DnPn(t)

}
.

(5.58)

У порiвняннi зi звичайними системами [106], привер-
тають увагу протилежнi знаки перед дифузiйним та
лiнiйним дрейфовими доданками, що зумовлено зво-
ротним вибором знакiв у вихiдному рiвняннi (5.53).
Причина такого перетворення полягає в тому, що ав-
тономнi iєрархiчнi системи (наприклад, бюрократич-
на) не руйнуються, а самовiльно вiдтворюються [107].
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Вiдзначимо також, що нелiнiйнiсть рiвняння (5.58) не
дозволяє використати перетворення Меллiна (5.52).

Якщо ймовiрностi утворення й руйнування iєрар-
хiчного зв’язку однаковi, то функцiя fn−m є симет-
ричною i сила Fn = 0, а коефiцiєнт дифузiї Dn зводи-
ться до сталої D. Тодi в рiвняннi (5.58) основну роль
вiдiграє нелiнiйний дрейфовий доданок i стацiонар-
ний розподiл iмовiрностей набирає вигляду

Pn = A [∆ + (Q − 1)(n + 1)]
− 1

Q−1 ;

A ≡ (2 − Q) [(Q − 1) + ∆]
2−Q
Q−1 , ∆ ≡ D/ε. (5.59)

Вiдповiдно до рис. 25, iмовiрнiсть утворення самопо-
дiбної системи монотонно
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Рис. 25. Стацiонарний розподiл iмовiрностей за iєрар-
хiчними рiвнями при показнику Q = 1.5 та дисперсiях
∆ = 1, 10.

збiльшується зi зменшенням n (збiльшенням iєрархiч-
ного кластера), переходячи до розподiлу Цаллiса на
верхньому рiвнi n = 0, що вiдповiдає всiй системi. Вiд-
повiдно до [97], при Q 6= 1 розподiл (5.59) вiдповiдає
неадитивнiй статистичнiй системi, для якої випадки
Q < 1, Q > 1 є рiвноправними. З подальшого вид-
но, що перший iз них вiдповiдає необмежено нарос-
таючим асимптотикам щiльности ймовiрностей, тому
далi вважаємо Q > 1.

Як показує рис. 25, зростання дисперсiї ∆ = D/ε,
що визначається вiдношенням коефiцiєнта дифузiї D
до енерґiї ε, значно розширює розкид стацiонарної
ймовiрности по iєрархiчних рiвнях. Характерно, що
при ∆ � 1 розподiл (5.59) мало вiдрiзняється вiд екс-
поненцiйного

Pn = ∆−1e−n/∆ (5.60)

на високих рiвнях n � ∆, проте з їх поглибленням
степеневий хвiст починає проявлятись усе бiльш ви-
значено. Це означає, що подальшi кореляцiї, вiдповi-
дальнi за перебудову експоненцiйного розподiлу в сте-
пеневий, найяскравiше проявляються зi зменшенням
iєрархiчних кластерiв.

У нестацiонарному випадку аналiтичне дослiджен-
ня досягається в автономному режимi, коли поведiнка

системи визначається часовою залежнiстю nc(t) ха-
рактерного масштабу iєрархiї, а розподiл iмовiрнос-
тей представляється однорiдною функцiєю Pn(t) =
nα

c (t)π(ν), ν ≡ n/nc [103]. Якщо виконується умо-

ва нормування
∞∫
0

Pn(t) dn = 1, то визначальний вне-

сок робить дрейфовий доданок, зумовлений неодно-
рiднiстю ультраметричного простору. Тодi показник
α = −1, i автомодельний режим встановлюється при
виконаннi умови nQ−1

c ṅc = const ≡ C/τ0 та рiвняння
(εQπQ−1−Cν)π′−Cπ = 0 (тут i нижче штрих означає
диференцiювання за вiдповiдним арґументом). Роз-
в’язок має вигляд πQ−1 = (C/ε)ν та реалiзується при
часах t � τd, де τd ≡ (εQ−2/DQ−1)nQτ0. При сумiр-
ностi дрейфового та дифузiйного внескiв (t ∼ τd) роз-
подiл за iєрархiчними рiвнями втрачає нормування,
i для забезпечення автомодельного режиму необхiд-
не виконання умов α(Q − 1) + 1 = 0, ncṅc = C/τ0

та рiвняння Dπ′′ + (εQπQ−1 − Cν)π′ + αCπ = 0. Тут
розв’язок характеризується асимптотиками πQ−1 →
(Q − 1)−1(D/ε)ν−1 при ν → 0 та πQ−1 → (2C/Qε)ν
при ν → ∞. Перша реалiзується при великих часах
t � τ , τ ≡ (n2/C)τ0, друга — при малих t � τ .

Таким чином, на початковiй стадiї t � τd внесок
дифузiйного доданка достатньо , щоб ним знехтува-
ти, i розподiл за рiвнями нормований звичайною умо-
вою. При цьому характерний масштаб iєрархiї зрос-
тає з часом за степеневим законом nQ

c = QC(t/τ0)
(стають суттєвими все нижчi рiвнi), а щiльнiсть iмо-
вiрностей спадає за гiперболiчним законом P Q−1

n (t) =
(n/Qε)(t/τ0)

−1 тим швидше, чим нижчий рiвень (звiд-
си випливає також Q > 1). Перехiд на дифузiйну ста-
дiю, який прискорюється з пiдвищенням рiвня, приво-
дить при τd ∼ t � τ до трансформацiї часової залеж-
ности nc(t) до звичайного кореневого вигляду nc =√

2C(t/τ0), а щiльнiсть iмовiрностей спадає за тим же
гiперболiчним законом. Iз подальшим зростанням ча-
су до макроскопiчних значень t � τ залежнiсть nc(t)
залишається незмiнною, а розподiл iмовiрностей ви-
ходить на асимптотику P Q−1

n → (Q − 1)−1∆/n, що
вiдповiдає стацiонарному розподiлу (5.59) при n � ∆.

C. Складнiсть самоподiбних мереж

Iєрархiчна структура є однiєю з унiверсальних
особливостей побудови складних мереж у фiзицi, бiо-
логiї, економiцi, соцiологiї та iнших галузях [102,108–
111]. Як показав огляд, зроблений у попередньому
роздiлi, еволюцiя самоподiбних мереж зводиться до
аномальної дифузiї в ультраметричному просторi iє-
рархiчної системи, стацiонарний розподiл за рiвнями
якої визначається степеневим законом (5.59). Основна
особливiсть випадкових iєрархiчних систем полягає в
тому, що при переходi на глибший рiвень кожен ста-
тистичний ансамбль подiляється на дрiбнiшi пiдан-
самблi, якi, своєю чергою, складаються iз ще дрiбнi-
ших субансамблiв наступного рiвня i т. д. Зi статис-
тичного погляду набiр указаних (пiд)ансамблiв ви-
значається складнiстю системи, яка, за аналогiєю до
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ентропiї, характеризує невпорядкованiсть iєрархiчно-
го зв’язку1. Цей роздiл присвячений визначенню та-
кої складности для самоподiбних iєрархiчно спiвпiд-
порядкованих ансамблiв [112]. Ми покажемо, що з
пiдсиленням iєрархiчного зв’язку складнiсть наростає
до значення, величина якого збiгається зi зростанням
дисперсiї цього зв’язку i показника неадитивности.

У вступi до роздiлу V показано, що статистична
теорiя самоподiбних мереж ґрунтується на викорис-
таннi деформованих лоґарифма та експоненти (5.4).
Визначаючи q-деформованi добуток i частку додат-
них величин x, y [113]

x ⊗q y ≡
[
x1−q + y1−q − 1

] 1
1−q

+
, (5.61)

x �q y ≡
[
x1−q − y1−q + 1

] 1
1−q

+
,

легко переконатись, що вони мають звичайнi влас-
тивостi: lnq(x ⊗q x) = lnq x + lnq y, lnq(x �q x) =
lnq x−lnq y; expq(x)⊗q expq(y) = expq(x+y), expq(x)�q

expq(y) = expq(x − y).
У межах комбiнаторного пiдходу q-деформована

статистика зводиться до розгляду узагальненого фак-

торiяла N !q ≡ 1 ⊗q . . . ⊗q N , лоґарифм якого має ви-
гляд [113]:

lnq(N !q) =

∑N
i=1 i1−q − N

1 − q
. (5.62)

У термодинамiчнiй границi N → ∞ наявна тут сума
оцiнюється iнтеґралом, обчислення якого дає

lnq(N !q) =

{
N

2−q lnq N − N
2−q + O(lnq N), q 6= 2,

N − ln N + O(1), q = 2.
(5.63)

Визначаючи q-деформований полiномiяльний коефi-
цiєнт рiвнянням

(
N

N1 . . .Nk

)

q

≡ (N !q) �q [(N1!q) ⊗q . . . ⊗q (Nk!q)] ,

(5.64)

де набiр цiлих чисел Ni задовольняє умову N =∑n
i=1 Ni, знаходимо

(
N

N1 . . .Nk

)

q

=

[
N∑

i=1

i1−q −
N1∑

i1=1

i1−q
1 − . . . −

Nk∑

ik=1

i1−q
k + 1

]1/(1−q)

+

. (5.65)

Звiдси, нехтуючи лоґарифмiчними поправками (див. (5.63)), отримуємо вираз

lnq

(
N

N1 . . . Nk

)

q

'





N2−q

2−q S2−q

(
N1

N , . . . , Nk

N

)
, q > 0, q 6= 2,

−S1(N) +
k∑

i=1

S1(Ni), q = 2
(5.66)

для ентропiї Цаллiса (5.5).
Викладений формалiзм легко узагальнюється на iєрархiчнi системи [114]. Припустимо, що N станiв верхнього

рiвня розподiленi за ансамблями i = 1, . . . , n, кожен з яких мiстить Ni станiв. Своєю чергою, Ni станiв згру-
пованi в mi пiдансамблiв ij, що мiстять по Nij станiв, для яких виконуються спiввiдношення

∑mi

j=1 Nij = Ni,∑n
i=1 Ni = N . Тодi, замiсть полiномiяльного коефiцiєнта (5.64), слiд використовувати вираз

(
N

N11 . . . Nnmn

)

q

=

(
N

N1 . . .Nn

)

q

⊗q

(
N1

N11 . . . N1m1

)

q

⊗q . . . ⊗q

(
Nn

Nn1 . . . Nnmn

)

q

, (5.67)

лоґарифм якого дає

lnq

(
N

N11 . . . Nnmn

)

q

= lnq

(
N

N1 . . . Nn

)

q

+
n∑

i=1

lnq

(
Ni

Ni1 . . .Nimi

)

q

. (5.68)

У результатi оцiнка (5.66) приводить до зв’язку мiж складностями найближчих iєрархiчних рiвнiв

SQ (P11, . . . , Pnmn
) = SQ (P1, . . . , Pn) +

n∑

i=1

P Q
i SQ

(
Pi1

Pi
, . . . ,

Pimi

Pi

)
, (5.69)

1Хоча з формального погляду складнiсть та ентропiя не вiдрiзняються, їхня фiзична природа абсолютно рiзна: як-
що ентропiя характеризує невпорядкованiсть у розподiлi найменших структурних одиниць (атомiв), то при визначеннi
складности їх роль переходить до пiдансамблiв, на якi подiляється повний статистичний ансамбль.
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розподiли за станами яких заданi рiвняннями Pij = Nij/N , Pi = Ni/N (тут ми ввели фiзично визначений
параметр неадитивности Q = 2 − q, 1 6 Q 6 2). Використання означення (5.5) i зв’язку Pi =

∑mi

ji=1 Piji
при

умовi Pi − Piji
� Pi дає оцiнку

SQ

(
Pi1

Pi
, . . . ,

Pimi

Pi

)
≈ Q

2

mi∑

ji=1

(
Pi − Piji

Pi

)2

, (5.70)

з урахуванням якої знаходимо:

SQ (P11, . . . , Pnmn
) − SQ (P1, . . . , Pn) ≈ Q

2

n∑

i=1

P Q−2
i

mi∑

ji=1

(Pi − Piji
)
2
. (5.71)

Якщо статистичнi стани розподiленi за мiкро-
канонiчними ансамблями, то ймовiрностi й вiдпо-
вiднi складностi визначаються номерами рiвнiв n:
{Pi}n

1 ⇒ Pn, {Piji
}mi

1 ⇒ Pn+1; SQ (P1, . . . , Pn) ⇒ S(n),
SQ (P11, . . . , Pnmn

) ⇒ S(n + 1). У результатi рiвняння
(5.71) набирає простого вигляду:

S(n + 1) − S(n) ≈ Q(n + 1)

2
P Q−2

n (Pn − Pn+1)
2 .

(5.72)

При заданому номерi рiвня n � 1 отримане спiввiд-
ношення зводиться до диференцiйного рiвняння:

∂2S(n)

∂P 2
n

= Q(n + 1) P−(2−Q)
n , (5.73)

iнтеґрування якого дає залежнiсть

S(n) = P Q
0 − Q

Q − 1
P Q−1

0 Pn +
n + 1

Q − 1
P Q

n (5.74)

при граничних умовах

S(n = 0) = 0,
∂S(n)

∂Pn

∣∣∣∣
n=0

= 0. (5.75)

Використовуючи самоподiбний розподiл (5.59), при-
ходимо до розподiлу складности, показаного на
рис. 26.
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Рис. 26. Залежнiсть складности вiд номера iєрархiчно-
го рiвня (кривi 1, 2, 3 вiдповiдають параметрам дисперсiї
∆ = 0.1, 1.0, 10 при Q = 1.5).

Як i варто було очiкувати, на верхньому рiвнi n = 0,
де наявний єдиний статистичний ансамбль, склад-
нiсть S = 0. Iз переходом на глибшi рiвнi значення S
зростає, досягаючи максимуму при n0 = (Q − 1) + ∆,
а далi, набуваючи характерної величини, S∞ = P Q

0 .
Проте варто мати на увазi, що проведене дослiджен-
ня застосовне тiльки на рiвнях n � 1. Тому вказаний
максимум проявляється лише при умовi ∆ � 1, а для
помiрних дисперсiй ∆ ∼ 1 складнiсть швидко зростає
вiд нуля до граничного значення:

S∞ =

[
2 − Q

(Q − 1) + ∆

]Q

, (5.76)

величина якого збiгається зi зростанням дисперсiї ∆
i показника 1 6 Q 6 2.

Вiдповiдно до картини, змальованої в попередньо-
му роздiлi, в iнтервалi t � τ , τ = n2τ0 розподiл за
iєрархiчними рiвнями спадає до стацiонарного (5.59)
за законом:

Pn(t) = Pn

[
1 − (t/τn)

− 1
Q−1

]
, (5.77)

який дає величину Pn(t) = 0 при t = τn, τn ≡
(∆/QD)nτ0, n 6= 0, якщо в початковий момент реа-
лiзується δ-подiбний розподiл Pn(t = 0) = δn0. Не-
стацiонарне значення складности визначається рiв-
нем (5.73), де замiсть (5.75) потрiбно використовувати
граничнi умови

S(n, t = 0) = 0, S(n, t = ∞) = S(n), n 6= 0.

(5.78)

У результатi приходимо до узагальнення стацiонар-
ного розподiлу (5.74):

S(n, t) =

(
P Q

0

Pn
− Q

Q − 1
P Q−1

0

)
Pn(t) +

n + 1

Q − 1
P Q

n (t).

(5.79)

Пiдстановка рiвнянь (5.59), (5.77) в (5.79) приводить
до часової залежности, що показана на рис. 27.
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Рис. 27. Часовi залежностi складности на рiзних iєрар-
хiчних рiвнях (їхнi номери вказанi поруч з кривими) при
∆ = 1, Q = 1.5, D = 1.

Протягом балiстичного iнтервалу t 6 τn складнiсть
зберiгає початкову величину S = 0, а зi зростанням
часу t > τn швидко збiльшується до стацiонарного
значення (5.74), яке обмежене максимумом (5.76).

VI. ФАЗОВI ПЕРЕХОДИ I КРИТИЧНI
ЯВИЩА

Стандартнi моделi статистичної фiзики, якi вико-
ристовуються для опису фазових переходiв, проявля-
ють зовсiм незвичнi властивостi, коли вони розгляда-
ються на складних мережах. Сам цей факт є достат-
ньою причиною для дослiдження особливостей кри-
тичної поведiнки на складних мережах. Проте iснує
ще одна мотивацiя такої постановки задачi. А саме,
для спрощеного опису формування думки в суспiльс-
твi часто використовують просту спiнову модель (мо-
дель Iзинґа) на складних мережах, якi в цьому випад-
ку вiдповiдають соцiяльним мережам. Цi та iншi при-
чини зумовили численнi дослiдження фазових пере-
ходiв i критичної поведiнки на складних мережах. На
деяких з цих дослiджень ми зупинимося далi, пере-
важно аналiзуючи статичну критичну поведiнку, за-
дачi динамiки див., наприклад, в [115–117]. Ми почне-
мо з того, що покажемо, як змiнюється теорiя Ландау
при розглядi фазових переходiв на безмасштабних ме-
режах (пiдроздiл VI A), потiм перейдемо до розгляду
мiкроскопiчних спiнових моделей на мережах тiсного
свiту (VI B) та безмасштабних мережах (VI C, VI D).

A. Теорiя Ландау

Феноменологiчну теорiю фазових переходiв на без-
масштабних складних мережах можна сформулювати
в дусi теорiї Ландау [118], i вона ґрунтується на трьох
припущеннях [8, 119], якi наводим нижче.

(i) Припущення, що вiльна енерґiя Φ(x, H) системи
поблизу критичної точки залежить як вiд пара-
метра порядку x (надалi розглядатимемо ска-
лярний параметр порядку), так i вiд розподiлу
ступенiв вузлiв i є лiнiйним функцiоналом цього
розподiлу:

Φ(x, H) = −Hx +

∞∑

k=0

P (k)ϕ(x, kx), (6.1)

де H — поле, спряжене до параметра порядку.
Другий доданок при конкретному значеннi k до-
рiвює внеску у вiльну енерґiю всiх вершин ме-
режi зi ступенем k.

(ii) Припущення, що функцiя ϕ(x, y) — аналiтична
функцiя своїх арґументiв. Тодi для малих x та
y ї ї можна записати як [119]

ϕ(x, y) =
∞∑

m=0

∞∑

`=0

ϕm`x
my`, (6.2)

де ϕm` — функцiї температури T та поля H . Пiд
температурою можна розумiти i якийсь iнший
параметр, змiна якого може привести до впоряд-
кування системи.

(iii) Припущення, що вiльна енерґiя є скiнченною
при скiнченних x та H .

Справедливiсть припущень (i) та (ii) були пе-
ревiренi на прикладi кiлькох моделей на неско-
рельованих структурах. Ними можуть бути як
спiновi моделi, так i, зокрема, розгляд фазово-
го переходу народження гiгантської компонен-
ти [8]. Результати показують вiдповiднiсть при-
пущень реальним характеристикам систем. За-
лежнiсть функцiї ϕ(x, kx) вiд kx в (6.1) можна
пояснити так. Те, що ступiнь вершини дорiвнює
k, означає, що вона має k сусiдiв. У наближеннi
середнього поля кожна з таких вершин має “на-
магнеченiсть” x, що створює середнє поле для
вибраної вершини kx. Третє припущення є при-
родно зрозумiлим.

Зауважимо, що вiльна енерґiя Φ(x, H) повинна бути
скiнченною при скiнченному значеннi 〈k〉. Ця умова
задовольняється при y � 1 i довiльному значеннi x,
якщо ϕ(x, y) зростає повiльнiше, нiж y:

ϕ(x, y) 6 g(x)y. (6.3)

Пiдставляючи розклад (6.2) в (6.1) i звертаючи увагу
на те, що

∑
k P (k)k` ≡ 〈k`〉, отримуємо вiльну енерґiю

Φ як функцiю моментiв 〈k`〉 та параметра порядку
x. Далi аналiзуємо, дотримуючись стандарних кро-
кiв Ландау. Вiльну енерґiю в нульовому полi поблизу
точки фазового переходу Tc записуємо як функцiю
параметра порядку

Φ(x, H = 0) = f2x
2 + f3x

3 + f4x
4 + . . . . (6.4)

З умови рiвности нулевi в Tc коефiцiєнта при другому
степенi параметра порядку отримуємо, що критична
температура визначається спiввiдношенням перших
двох моментiв ступенiв вузлiв:

Tc = Tc

( 〈k2〉
〈k〉

)
. (6.5)
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А розв’язуючи рiвняння стану

dΦ(x, H)

dx
= 0, (6.6)

знаходимо термодинамiчнi характеристики системи.
Для нескорельованих безмасштабних мереж зi сте-
пеневим розподiлом ступенiв вузлiв (2.9) остаточна

поведiнка суттєво залежить вiд показника степеня
γ [119]. Температурна залежнiсть деяких термодина-
мiчних характеристик для рiзних спiввiдношень мiж
величинами f3, f4 (6.4) наведена в таблицi III. Випа-
док γ 6 2 не розглядається, оскiльки в цьому дiяпа-
зонi середнiй ступiнь вершини не є скiнченним.

x δC(T < Tc) χ

f3 = 0, f4 > 0 γ > 5 τ1/2 стрибок при Tc τ−1

f3 = 0, f4 > 0 γ = 5 τ1/2/(ln τ−1)1/2 1/ ln τ−1 τ−1

f3 = 0, f4 > 0 3 < γ < 5 τ1/(γ−3) τ (5−γ)/(γ−3) τ−1

f3 > 0 γ > 4 τ τ τ−1

f3 > 0 γ = 4 τ/(ln τ−1) τ/(ln2 τ−1) τ−1

f3 > 0 3 < γ < 4 τ1/(γ−3) τ (5−γ)/(γ−3) τ−1

довiльнi γ = 3 exp (−cT ) T 2 exp (−2cT ) t−1

f3 та f4 2 < γ < 3 T−1/(3−γ) T−(γ−1)/(3−γ) t−2

Таблиця III. Залежнiсть параметра порядку x, питомої теплоємности δC та сприйнятливости χ вiд температури,
τ = |T − Tc|, для нескорельованих безмасштабних мереж при рiзних значеннях показника розподiлу ступенiв вузлiв γ.
Результати подано для рiзних значень f3 та f4. Константа c визначається з вигляду P (k). При f3 < 0 або при f4 < 0 i
f3 = 0 система зазнає фазового переходу першого роду [119].

Зауважимо, що якщо моменти розподiлу ступенiв
〈k`〉 при ` < p є скiнченними, а при ` > p розбiгаю-
ться, то при ` < p всi похiднi Φ(n)(0) ≡ dnΦ(x,H)

dxn |x=0

також скiнченнi, а при ` > p вони розбiгаються. Та-
ка поведiнка приводить до вiдхилення вiд поведiнки
середнього поля.

B. Мережi тiсного свiту

1. Модель Iзинґа на мережах тiсного свiту

Розгляд спiнових задач на складних мережах iз мiк-
роскопiчної точки зору розпочався з дослiджень мо-
делi Iзинґа на мережах тiсного свiту. Нагадаємо, що
модель Iзинґа на одновимiрнiй ґратцi, за вiдсутности
зовнiшнього поля, описуємо гамiльтонiяном:

H = −
∑

〈i,j〉

SiSj , (6.7)

де пiдсумовуємо за найближчими сусiдами i, j, а спi-
ни Si = ±1. Як виходить iз класичного розв’язку
цiєї моделi [120], спонтанна намагнеченiсть вiдсутня
для будь-якої температури T 6= 0. Iнакшою є ситуа-
цiя, якщо гамiльтонiян (6.7) розглядати не на одно-
вимiрнiй ґратцi iз взаємодiєю найближчих сусiдiв, а
на мережi тiсного свiту Ваттса–Строґаца, що отри-
мується з одновимiрної ґратки iз взаємодiєю kreg най-
ближчих сусiдiв процедурою перез’єднання з концен-
трацiєю перез’єднаних зв’язкiв m (див. рис. 12). Така
спiнова система залежно вiд температури T може ма-
ти два рiзнi характери поведiнки. Перехiд (crossover)
вiд поведiнки, характерної для одновимiрної реґуляр-
ної ґратки, до поведiнки теорiї середнього поля здiй-

снюється за довiльно малої концентрацiї перез’єдна-
них зв’язкiв m при достатньо низьких температурах
T < Tco(m) [121]:

Tco ∼ −kreg(kreg + 2)

4 ln(m)
, m � 1, (6.8)

де kreg — ступiнь вузла при m = 0. У низькотемпе-
ратурному режимi T � Tco(m) вiдбувається фазовий
перехiд до феромагнетного стану. Поєднуючи комп’ю-
тернi та аналiтичнi розрахунки, у роботi [121] оцiнено
температуру переходу у феромагнетний стан Tc. Зо-
крема, для малих значень m:

Tc ∼ − kreg

ln(m)
. (6.9)

Зауважимо, що мережа тiсного свiту, побудована
за алґоритмом Ваттса–Строґаца, навiть при ймовiр-
ностi перез’єднування m = 1, локально зберiгає пев-
ну iнформацiю про вихiдну одновимiрну ґратку. Є й
iншi способи отримання мереж тiсного свiту, що да-
ють подiбнi фiзичнi наслiдки. Одним iз них є алґо-
ритм, що полягає в додаваннi до одновимiрної ґрат-
ки далекосяжних зв’язкiв мiж випадково вибраними
парами вузлiв, залишаючи без змiн реґулярнi зв’яз-
ки [122, 123]. Такий алґоритм полегшує аналiтичнi
розрахунки, i бiльшiсть описаних нижче результа-
тiв була отримана на мережах, побудованих за його
допомогою. У працi [124] модель Iзинґа розглянуто
на мережах тiсного свiту Ваттса–Строґаца, отрима-
них двома процедурами перез’єднання, якi вiдповi-
дали рiзним фiзичним iнтерпретацiям. Далекосяжнi
зв’язки вибрано або розподiленими рiвноважно, або
зафiксованими в якiйсь конфiґурацiї. Для фiзичної
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системи перший випадок може вiдповiдати, напри-
клад, далекосяжним мiжспiновим взаємодiям, пов’я-
заним з вiльними електронами. Такi взаємодiї, подiб-
но до самих спiнiв, можуть досягнути термодинамiч-
ної рiвноваги. Остаточний розподiл називається вiд-
паленим (annealed). З iншого боку, якщо причиною
додаткових взаємодiй є домiшки, то може реалiзува-
тися другий, нерiвноважний, чи так званий заморо-
жений (quenched), випадок [125–127]. Для обох роз-
подiлiв показано [124], що поява фазового переходу в
феромагнетний стан вимагає певної мiнiмальної кiль-
кости далекосяжних зв’язкiв pmin. Якщо через p по-
значити середню кiлькiсть далекосяжних зв’язкiв на
одну вершину (так, що при p = 0, мережа перетво-
рюється на одновимiрний реґулярний ланцюжок, а
при p = 1 кожна вершина має в середньому ступiнь
〈k〉 = kreg + 1), то pmin 6 1 для вiдпаленого випад-
ку i pmin ≈ 1 для замороженого. Наявнiсть фазового
переходу була пiдтверджена чисельними симуляцiя-
ми [128,129]. Отриманi значення критичних показни-
кiв вiдповiдають теорiї середнього поля [129]. Точний
розв’язок моделi Iзинґа на мережi тiсного свiту [134]
пiдтвердив висловленi ранiше положення про те, що
перехiд є таким, як у теорiї середнього поля. Зокре-
ма, для kreg = 2 та замороженого перез’єднання от-
римано асимптотичну оцiнку температури фазового
переходу:

Tc =
2J

ln(1/2m)
, m � 1, I >

J

ln(1/2m)
, (6.10)

де J , I — константи короткосяжної взаємодiї най-
ближчих сусiдiв та далекосяжної взаємодiї перез’єд-
наних зв’язкiв вiдповiдно.

Поведiнку типу середнього поля спостерiгаємо i для
моделi Iзинґа на мережах тiсного свiту, побудованих
перез’єднуванням дво- та тривимiрних ґраток [133].
Такi мережi будуються замiною випадково вибраної
частки m реґулярних зв’язкiв на зв’язки мiж випад-
ково вибраними парами вершин. На вiдмiну вiд од-
новимiрної регулярної ґратки, модель Iзинґа на ре-
гулярних дво- та тривимiрних структурах зазнає фа-
зового переходу другого роду у феромагнетний стан
при скiнченнiй температурi [30, 31]. Перез’єднування
приводить до змiни температури фазового переходу.
Рiзниця мiж температурою переходу на реґулярнiй та
перез’єднанiй ґратках змiнюється як ∆Tc ∼ ps (при-
наймi в межах p вiд 10−3 до 10−2) з показником [133]:

s ≈
{

0.52, при D = 2,

0.96, при D = 3.
(6.11)

Числовi симуляцiї, проведенi в роботi [133], показали,
що при довiльному m > 0 критична поведiнка почи-
нає описуватися показниками середнього поля. Зокре-
ма, для вимiрности ґратки D = 2 показник намагне-
чености β рiзко змiнюється вiд 0.125 (для m = 0) до
0.5 (для m > 0). Аналогiчно, показник кореляцiйної
довжини ν в межах похибки дорiвнює 0.5.

Модель Iзинґа, побудовану на видозмiненiй мере-
жi тiсного свiту Ваттса–Строґаца iз взаємодiєю, що

залежить вiд вiдстанi мiж вузлами, дослiджено в ро-
ботi [130]. Взаємодiю мiж далекими сусiдами i та j,
евклiдова вiдстань мiж якими становить rij , описа-
но енерґiєю Jij ∼ r−α

ij . Числовi симуляцiї, проведенi
при рiзних значеннях α, показали, що фазовий пере-
хiд у такiй системi вiдсутнiй при будь-якому значеннi
α > 0. Фазову дiяграму та релаксацiйну поведiнку
моделi Iзинґа на ґратцi тiсного свiту при рiзних спiв-
вiдношеннях iнтенсивностей далекосяжних i коротко-
сяжних взаємодiй дослiджено в працi [131]. Спецiя-
льний випадок мережi, яка будувалась додаванням
до одновимiрного ланцюжка далекосяжних зв’язкiв
з iмовiрнiстю з’єднання, що степенево залежала вiд
евклiдової вiдстанi `, P (`) ∼ `−δ, розглянуто у пра-
цi [132]. Модель Iзинґа на такiй мережi при значеннi
0 6 δ < 1 зазнає фазового переходу типу середнього
поля, що пов’язано з наявнiстю ефекту тiсного свiту в
цьому дiяпазонi. При значеннi δ > 2 поведiнка анало-
гiчна до поведiнки одновимiрної реґулярної ґратки.
При значеннях 1 < δ < 2 поведiнку системи можна
описувати поведiнкою реґулярної ґратки з ефектив-
ною вимiрнiстю, що зменшується вiд 4 (при δ = 1) до
1 (при δ = 2) [132].

2. XY -модель на мережах тiсного свiту

Якщо спiни в гамiльтонiянi моделi Iзинґа (6.7) вва-
жати двокомпонентними векторами, то отримуємо
так звану XY -модель. Вона є одним iз узагальнень
моделi Iзинґа на випадок неперервної симетрiї. Зафiк-
сувавши довжину спiну, гамiльтонiян XY -моделi на
одновимiрнiй ґратцi можна записати як:

H = −
∑

〈i,j〉

cos(φi − φj), (6.12)

де кут φi показує напрямок спiну на вузлi i. Подiбно
до одновимiрної моделi Iзинґа (6.7), за ймовiрности
перез’єднування p = 0, така спiнова система не прояв-
ляє далекосяжного впорядкування при жоднiй скiн-
ченнiй температурi. Однак, якщо наявнi далекосяжнi
зв’язки (p > 0), у системi вiдбувається фазовий пере-
хiд у феромагнетний стан iз критичними показниками
середнього поля, незалежно вiд iмовiрности перез’єд-
нання p [135–137]. Отриманi ком’ютерними симуля-
цiями в роботi [135] значення статичних критичних
показникiв параметра порядку, сприйнятливости та
кореляцiйного об’єму [138] XY -моделi на мережi тiс-
ного свiту:

β = 1/2, α = 0, ν̄ = 2 (6.13)

були пiдтвердженi у працях [136, 137] (β ' 0.51, ν̄ '
2.040 [136]). Динамiчна критична поведiнка також ви-
явилась такою, як передбачає теорiя середнього поля.
Динамiчний критичний показник, визначений мето-
дом короткочасової релаксацiї, дорiвює z = 0.54(3)
[137].

Цiкаво, що тодi як критична температура моделi
Iзинґа на мережi тiсного свiту має обернену лоґа-
рифмiчну залежнiсть вiд iмовiрности перез’єднуван-
ня m (6.9), арґументи, наведенi в роботi [135], свiдчать
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про те, що критична температура XY -моделi мере-
жi тiсного свiту лiнiйно пiдвищується з m, Tc ∼ m
для малих m. Дослiдження нижньої межi ймовiрнос-
ти перез’єднування, нижче вiд якої фазовий перехiд
не вiдбувається при жоднiй температурi, в комп’ю-
терних симуляцiях показали досить низькi значення
(p ≈ 0.001 [135]), якi пiдтверджують думку про те, що
цей фазовий перехiд може вiдбуватися при довiльно
малiй концентрацiї p.

C. Модель Iзинґа на безмасштабних мережах

У цьому роздiлi ми зробимо огляд основних статей
про моделi Iзинґа на безмасштабних мережах. Пiдроз-
дiл VI C 1 стосуватиметься нескорельованих випад-
кових мереж зi степеневим розподiлом ступенiв вуз-
лiв P (k) ∼ k−γ , пiдроздiл VI C 2 — зростаючої мере-
жi Барабашi–Альберта — безмасштабної мережi, для
якої показник γ = 3.

1. Загальний випадковий безмасштабний граф

Точнi результати для критичної поведiнки моделi
Iзинґа на безмасштабних мережах отриманi у працях
[139,140] шляхом розв’язування рекурентних спiввiд-
ношень iз застосуванням спецiяльного анзацу [139],
а також за допомогою методу реплiк [140]. Поведiн-
ка моделi Iзинґа на безмасштабних мережах суттєво
залежить вiд значення показника розподiлу ступенiв
вершин γ. Так, за поведiнкою критичної температури
можна виокремити два промiжки значень γ. Аналi-
тичнi розрахунки показали, що при γ > 3 фазовий пе-
рехiд парамагнетик–феромагнетик вiдбувається при
температурi [139,140]:

J

Tc
=

1

2
ln

( 〈k2〉
〈k2〉 − 2〈k〉

)
, (6.14)

де J — константа мiжспiнової взаємодiї. Монте-
Карло-симуляцiї показують для великих значень мi-
нiмального ступеня k0 залежнiсть Tc = ak0 + b, при
k0 = 1 мережа розбита на багато компонент [141]. У
наближеннi середнього поля ця температура дорiвнює
Tc = 〈k2〉

〈k〉 [140].
При γ 6 3 ситуацiя суттєво вiдрiзняється. Критич-

на температура в цьому випадку залежить вiд роз-
мiру мережi i прямує до безмежности у границi без-

межної мережi. Зокрема, для γ = 3 розбiжнiсть є ло-
ґарифмiчною. Аналiтичнi результати показують за-
лежнiсть [139]:

Tc ≈ 1

4
J〈k〉 ln N, (6.15)

тодi як у наближеннi середнього поля [140]:

Tc ≈ 1

2
Jk0 ln N. (6.16)

Таку ж поведiнку виявляють i комп’ютернi симуля-
цiї [141]:

Tc ≈ A ln N + B. (6.17)

При значеннях 2 < γ < 3 розбiжнiсть має iнший
характер [139]:

Tc ∼ J〈k〉Nz, (6.18)

де z залежить вiд значення γ: z = (3−γ)/(γ−1) [139].
Поведiнку аналогiчного характеру отримано i в ком-
п’ютерних симуляцiях [141].

Одержанi у працях [139, 140] точнi результати для
критичних показникiв, що характеризують степеневi
особливостi термодинамiчних величин в околi точки
фазового переходу, наведенi в таблицi IV. Як бачи-
мо з таблицi, поведiнка моделi Iзинґа на нескорельо-
ваних безмасштабних мережах суттєво залежить вiд
значення показника розподiлу ступенiв вузлiв. При
γ > 5 поведiнка системи нагадує поведiнку в теорiї
середнього поля. При 3 < γ < 5 критичнi показники
залежать вiд значення γ, а при γ 6 3 критична темпе-
ратура стає безмежною i система завжди перебуває у
феромагнетному станi. Оскiльки при γ < 3 критичної
температури не iснує, в таблицi наведено залежнiсть
термодинамiчних величин вiд абсолютного значення
температури.

Порiвнюючи точнi результати, таблиця IV, iз ре-
зультатами феноменологiчної теорiї, таблиця III, от-
риманими при вiдповiдних значеннях коефiцiєнтiв
розкладу вiльної енерґiї Ландау (f3 = 0, f4 > 0),
пересвiдчуємося в тому, що теорiя Ландау дає точну
критичну поведiнку моделi Iзинґа на безмасштабних
мережах. Причина полягає в тому, що цi мережi ма-
ють локальну деревовидну (tree-like) структуру i їхнi
вершини є статистично еквiвалентними [119,164].

M δC(T < Tc) χ Tc

γ > 5 τ1/2 стрибок при Tc τ−1

γ = 5 τ1/2/(ln τ−1)1/2 1/ ln τ−1 τ−1 2/ ln 〈k2〉
〈k2〉 −2〈k〉

3 < γ < 5 τ1/(γ−3) τ (5−γ)/(γ−3) τ−1

γ = 3 exp (−2T/〈k〉) T 2 exp (−4T/〈k〉) T−1 〈k〉 ln N

2 < γ < 5 T−1/(3−γ) T−(γ−1)/(3−γ) T−1 〈k〉N (3−γ)/(γ−1)

Таблиця IV. Залежнiсть намагнечености M , питомої теплоємности δC та сприйнятливости χ вiд температури в околi
Tc, τ = |T−Tc|, а також критична температура Tc для випадкових безмасштабних мереж при рiзних значеннях показника
розподiлу ступенiв вузлiв γ [139, 140].
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Предметом дослiджень були також рiзнi модифiка-
цiї моделi Iзинґа на безмасштабних мережах. Так, у
працi [142] проаналiзовано модель Iзинґа на безмасш-
табних мережах iз взаємодiєю Jij мiж вузлами (спi-
нами), що залежала вiд ступенiв цих вузлiв:

Jij = J〈k〉2µ
/(kikj)

µ, (6.19)

де J > 0. Вивчення такої системи показало, що в на-
ближеннi середнього поля критична температура є
скiнченною при умовi, що γ > 3 − 2µ. Крiм того, у
цьому наближеннi при µ < 1 модель поводиться як
аналогiчна модель з µ′ = 0 i показником розподiлу
ступенiв

γ′ =
γ − µ

1 − µ
. (6.20)

Дуальне за ребрами (edge-dual) [160] вiдображен-
ня безмасштабної мережi розглянуто у працi [144].
Поставимо у вiдповiднiсть кожному зв’язку мережi
вузол, а зв’язок мiж цими новими вершинами iснує,
якщо вiдповiднi вузли мають спiльну вершину. Та-
ке дуальне за ребрами вiдображення нескорельова-
них мереж має деякi принципово вiдмiннi характерис-
тики вiд основоположної мережi: високий коефiцiєнт

кластерности та завжди додатну асортативнiсть, що
свiдчить про те, що вузли з багатьма зв’язками час-
то зв’язанi з подiбними собi. Якщо розподiл ступе-
нiв первинної мережi пiдлягає степеневiй залежностi
P (k) ∼ k−γ , то розподiл ступенiв її вiдображення ха-
рактеризуватиметься також степеневою залежнiстю
P̃ (k) ∼ k−eγ для великих ступенiв, де γ̃ = γ − 1 [145].

Вiдомо, що критична температура моделi Iзинґа на
такому вiдображеннi до ґратки Бете характеризуєть-
ся вищою критичною температурою, анiж вiдповiдна
ґратка Бете, а фазовим переходом керують критичнi
показники теорiї середнього поля [160].

Модель Iзинґа на дуальному за ребрами вiдобра-
женнi до випадкової безмасштабної мережi характе-
ризується критичною температурою

eJ
eTc

∼ 〈k〉
〈k2〉−〈k〉 , по-

дiбно як i для вiдповiдних нескорельованих мереж.
Поведiнка такої системи при γ̃ > 4 описується кри-
тичними показниками середнього поля, аналогiчно як
i для реґулярної ґратки з d > 4, а також нескорельо-
ваних безмасштабних мереж з показником γ > 5. У
випадку γ̃ = 4 виникають лоґарифмiчнi поправки
критичних залежностей. При 2 < γ̃ < 4 аналогiчно,
як i у вихiднiй мережi, виникають залежностi кри-
тичних показникiв вiд γ̃. Усi цi залежностi наведенi в
таблицi V.

M̃ M̃ δC̃ χ̃

γ > 5 (γ̃ > 4) τ̃1/2 H̃1/3 стрибок при Tc τ̃−1

γ = 5 (γ̃ = 4) τ̃1/2 H̃/ ln(H̃)1/3 ln(τ̃ ) 1/τ̃ ln τ̃

3 < γ < 5 (2 < γ̃ < 4) τ̃ 1/2 H̃(8−γ)/9 τ̃ (γ−5)/2 τ̃ (3−γ)/2

Таблиця V. Залежнiсть спонтанної намагнечености fM вiд температури (друга колонка) та зовнiшнього магнетного
поля при eTc(третя колонка), а також температурнi залежностi питомої теплоємности δ eC та сприйнятливости eχ для
дуального за ребрами вiдображення випадкових безмасштабних мереж при рiзних значеннях показника розподiлу сту-
пенiв вузлiв γ (eγ) [144]. Величини без знака тильди стосуються початкової мережi, зi знаком — її дуального за ребрами
вiдображення.

Випадок спiнової мережi з антиферомагнетними
взаємодiями значно вiдрiзняється через ефект фрус-
трацiї вздовж зв’язаних циклiв на графi. Модель
Iзинґа з антиферомагнетними взаємодiями на безмас-
штабних мережах проаналiзовано у статтях [146,147].
Парну кореляцiйну функцiю моделi Iзинґа на неско-
рельованих складних мережах розглянуто у працi
[148].

2. Мережi Барабашi–Альберта

Окремим випадком безмасштабних мереж є зрос-
таюча мережа Барабашi–Альберта, яку ми описали в
пiдроздiлi III C. Нагадаємо, що це безмасштабна ме-
режа з розподiлом ступенiв вузлiв P (k) ∼ k−3. Уже
в перших комп’ютерних симуляцiях моделi Iзинґа на
такiй мережi виявлено фазовий перехiд у впорядко-
ваний стан, причому ефективна критична темпера-
тура цього переходу зростає як лоґарифм кiлькос-

ти вузлiв [149]. Цей результат пiдтвердженно аналi-
тичними розрахунками в наближеннi середнього по-
ля [149,150]. Цiкаво, що мотивацiєю проведених дослi-
джень було моделювання виникнення суспiльної дум-
ки (opinion formation). У такiй постановцi задачi iзи-
нґiвськi спiни Si = ±1 вiдповiдають двом можливим
точкам зору членiв певної соцiяльної групи, а вели-
чина exp(−const/T ) вiдповiдає ймовiрностi того, що
члени групи не мають спiльного погляду. Вiдповiдно,
мережа Барабашi–Альберта служить моделлю соцi-
яльної мережi. Точка Кюрi вiдповiдає переходовi зi
стану, у якому переважає погляд “бiльшости” (major-
ity opinion) до стану iз двома однаково поширеними
точками зору.

Зовсiм недавно модель Iзинґа дослiджували на двох
поєднаних мережах Барабашi–Альберта [151]. Зв’яз-
ки мiж вузлами рiзних мереж приєднувалися згiдно
зi сценарiєм переважного приєднання. Критична тем-
пература такої системи виявилась залежною вiд кри-
тичних температур обох мереж TcA та TcB (якi своєю
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чергою залежать вiд розмiру вiдповiдних мереж) та
кiлькости зв’язкiв мiж мережами [151]:

Tc± =
TcA + TcB

2
±
√(

TcA − TcB

2

)2

+ pApBTcATcB ,

(6.21)

де pA та pB дорiвнюють половинi кiлькости зв’язкiв
мiж мережами в розрахунку на один зв’язок у вiд-
повiднiй мережi. Знак “−” вiдповiдає мережам, якi
впорядкованi з антипаралельними зваженими спiна-
ми, знак “+” — мережам, якi впорядкованi з парале-
льними зваженими спiнами. Такою системою також
можна описувати просту модель формування суспi-
льної думки у двох соцiяльних мережах, де iснують
знайомства мiж iндивiдами з рiзних мереж.

Описанi вище результати стосувались моделi Iзинґа
на неспрямованiй мережi Барабашi–Альберта. Недав-
нi комп’ютернi симуляцiї, проведнi для спрямованої
мережi, свiдчать про вiдсутнiсть спонтанної намагне-
чености [152,153].

D. Урахування структурного безладу

Дослiдження впливу структурного безладу на кри-
тичну поведiнку спiнових моделей на реґулярних
ґратках [126, 127] також знайшло своє продовження
в розглядi аналогiчних задач на мережах. Поряд iз
запровадженням вiдпаленого та замороженого безла-
ду в мережах тiсного свiту Ваттса–Строґаца [124],
про що ми вже згадували в пiдроздiлi VI B 1, роз-
глядаються задачi про фазовий перехiд у структурно-
невпорядкованiй моделi Iзинґа на безмасштабних ме-
режах. Так, фазовий перехiд при нульовiй температу-
рi в моделi Iзинґа з випадковим замороженим магнет-
ним полем на безмасштабних мережах розглянуто в
роботi [156]. Локальнi зовнiшнi магнетнi поля hi вва-
жались випадковими величинами, розподiленими iз
симетричною функцiєю розподiлу p(h) = p(−h) [156]

p(h) =
1

∆
p0

(
h

∆

)
, (6.22)

де нормована функцiя p0(x) визначає характер роз-
подiлу, а ∆ є мiрою безладу i керуючим параметром,
при змiнi якого в системi виникає фазовий перехiд у
впорядкований стан.

Отриманi аналiтичнi та чисельнi результати свiд-
чать про таку фазову поведiнку. При γ > 5 поведiн-
ка системи залежить вiд характеру функцiї розподiлу
зовнiшнього магнетного поля i при p′′0(0) > 0 вона за-
знає фазового переходу першого роду, при p′′

0 (0) < 0 —
неперервного фазового переходу з критичним показ-
ником параметра порядку β = 1/2, що є характерно
в теорiї середнього поля, а також знайдено для моде-
лi Iзинґа на безмасштабних мережах при γ > 5. При
3 < γ < 5 рiд фазового переходу також визначаєть-
ся формою розподiлу (6.22). Якщо фазовий перехiд
є другого роду, тодi критичний показник β = 1

(γ−3)

(порiвн. зi значеннями β, отриманими в цьому ж дi-
япазонi для безмасштабних мереж, таблиця IV). При
2 < γ < 3 система завжди перебуває в упорядковано-
му станi, незалежно вiд характеру розподiлу випад-
кових полiв.

Перехiд у стан спiнового скла розглянуто у пра-
цях [154, 155]: в однiй iз них дослiджено модель спi-
нового скла на так званих реальних мережах [154], у
другiй — iзинґiвськi моделi спiнового скла на безмас-
штабних мережах [155].

VII. ПЕРКОЛЯЦIЯ I СКЛАДНI МЕРЕЖI

Iз перколяцiєю пов’язанi рiзноманiтнi явища, що
вiдбуваються з мережами i на них. Як можна побуду-
вати мережу, що мiстить гiгантський кластер, та яки-
ми є властивостi мережi, коли з’являється цей клас-
тер? Якi стратегiї знищення гiгантського кластера i
наскiльки стiйкою є мережа до застосування рiзних
сценарiїв атак? Як мережею поширюється iнфекцiя i
яка оптимальна стратегiя iмунiзацiї, щоб зупинити це
поширення? Цi та iншi схожi запитання дали початок
застосуванню iдей теорiї перколяцiї [157,158] при опи-
сi мереж, а пошук вiдповiдей на них пролив свiтло на
багато спiльних рис мiж явищами, що вiдбуваються
зi складними мережами й перколяцiєю.

У цьому роздiлi, увiвши основнi поняття теорiї пер-
коляцiї (пiдроздiл VII A), ми обговоримо перколяцiю
на складних мережах, узявши за приклади класичний
випадковий граф Ердоша–Ренi, ґратку Бете й мере-
жу тiсного свiту Ваттса–Строґаца (пiдроздiл VII B).
У пiдроздiлi VII C ми продовжимо наш огляд, перехо-
дячи до особливостей безмасштабних мереж, зокрема
обговорюючи їх вразливiсть (vulnerability) до усунен-
ня складових частин (зворотна задача перколяцiї). У
пiдроздiлi VII D розглянемо задачу про поширення
епiдемiй на безмасштабних мережах i пов’язанi з нею
проблеми.

A. Перколяцiя як критичне явище

Означимо спостережуванi величини, що викорис-
товуються при кiлькiсному описi явища перколяцiї
[157, 158]. Розгляньмо d-вимiрну ґратку, що має лi-
нiйний розмiр L i мiстить N = Ld вузлiв. Нехай ко-
жен вузол зайнятий з iмовiрнiстю p (вiдповiдно, вiн
вiльний з iмовiрнiстю q = 1− p). Присвоюючи змiнну
p зайнятостi вузла, говорять про перколяцiю вузлiв
(site percolation). Вiдповiдно, змiнну p можна пов’я-
зати iз зайнятiстю зв’язку мiж вузлами, що приведе
до задачi про перколяцiю зв’язкiв (bond percolation).
Зi зростанням p вiд нуля кiлькiсть зайнятих вузлiв
(зв’язкiв) збiльшується, i на гратцi з’являються зай-
нятi кластери середнього розмiру S(p). Нарештi, при
певному значеннi pc виникає перколяцiйний або про-
никаючий (spanning) кластер, що досягає протилеж-
них країв ґратки i, таким чином, має безмежний роз-
мiр при L → ∞. Значення pc неунiверсальне для за-
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даної вимiрности простору, воно рiзне для перколяцiї
вузлiв i перколяцiї зв’язкiв, а також залежить вiд ти-
пу ґратки. Однак в околi pc деякi характеристичнi
величини описуються степеневими законами. А саме:
ймовiрнiсть того, що випадково обраний вузол (зв’я-
зок) належить до перколяцiйного кластера, змiнює-
ться як:

P (p) =





0, p < pc,

∼ (p − pc)
β , p → p+

c .
(7.1)

Середнiй розмiр кластера й кореляцiйна довжина роз-
бiгаються:

S(p) ∼ |p − pc|−γp , p → pc, (7.2)

ξ(p) ∼ |p − pc|−ν , p → pc. (7.3)

Iндекс p в показниковi γp написаний для того, щоб
вiдрiзнити цей показник вiд показника розподiлу сту-
пенiв вузлiв γ (2.9). Показники β, γ, ν збiгаються для
перколяцiї вузлiв та перколяцiї зв’язкiв i залежать ли-
ше вiд d, — кажуть, що вони унiверсальнi. Вимiрнiсть
простору d = 1 — це нижня критична вимiрнiсть пер-
коляцiї: при d 6 1 це явище не вiдбувається. А вимiр-
нiсть d = 6 вважається верхньою критичною вимiр-
нiстю: для d > 6 показники залишаються незмiнними
i приймають значення теорiї середнього поля:

β = 1, γ = 1, ν = 1/2. (7.4)

Чисельна густина кластерiв, що мiстять s зайнятих
вузлiв (зв’язкiв), змiнює поведiнку вiд

`s(p) ∼ s−τ exp(−cs), p < pc (7.5)

до

`s ∼ s−τ , p = pc. (7.6)

А коефiцiєнт c в (7.5) зникає при наближеннi до pc як

c ∼ (pc − p)1/σ , p → p−c . (7.7)

Критичнi показники перколяцiї пов’язанi спiввiдно-
шеннями скейлiнґу. Зокрема показники (7.1)–(7.3)
можна виразити через τ i σ:

β =
τ − 2

σ
, γp =

3 − τ

σ
, ν =

τ − 1

dσ
. (7.8)

У наближеннi середнього поля показники τ i σ дорiв-
нюють:

τ = 5/2, σ = 1/2. (7.9)

Описанi вище властивостi пов’язують перколяцiю з
критичними явищами [30, 31], зокрема з термодина-
мiчними фазовими переходами другого роду, де по-
дiбну степеневу залежнiсть спостерiгаємо при набли-
женнi до температури Кюрi Tc для параметра поряд-
ку — спонтанної намагнечености (пор. р-ня (7.1)) i для
функцiї, що описує реакцiю системи на зовнiшню дiю
— iзотермiчної сприйнятливости (пор. р-ня (7.2)).

Зазначимо, що синґулярностi (7.2), (7.3) виникають
лише в безмежних системах. Для систем скiнченного
розмiру L перехiд не має чiткого порога й система де-
монструє тенденцiю до критичної поведiнки в дiлянцi,
що характеризується шириною [159]

∆pc ∼ L−1/ν , (7.10)

де ν — критичний показник кореляцiйної довжини
(7.3).

B. Перколяцiя на випадковому графi
Ердоша–Ренi, ґратцi Бете i мережi тiсного свiту

Ваттса–Строґаца. Критерiй Моллоя–Рiда

Величина, що “замiняє” перколяцiйний кластер, ко-
ли розглядається перколяцiя на мережi — це гiгантсь-
ка зв’язана компонента, ГЗК (giant connected compo-
nent). ГЗК мережi — це множина взаємно досяжних
вузлiв, що мiстить скiнченну частку вузлiв навiть у
границi, коли розмiр мережi N → ∞.

Показники середнього поля (7.4), (7.9) справедливi
для будь-якого d > 6. Зокрема вони характеризують
перколяцiю на ґратцi безмежної вимiрности. Своєю
чергою, така ґратка має спiльнi властивостi з декiль-
кома мережами, якi ми розглянемо нижче. Для ви-
падкового графа Ердоша–Ренi з N вузлiв, кожна з
пар яких пов’язана з iмовiрнiстю p, доведено, що ГЗК
з’являється при [21,22]

pc ' 1/N, (7.11)

або, iнакше кажучи, перколяцiя вiдбувається при се-
редньому ступенi вузла

〈k〉 > 1. (7.12)

Критичнi показники, якi керують скейлiнґом рiзних
величин для випадкового графа Ердоша–Ренi, в ме-
жi N → ∞ в околi точки pc збiгаються з показни-
ками для перколяцiї в теорiї середнього поля, (7.4),
(7.9) [3, 21, 22].

Тi ж значення показникiв керують перколяцiєю на
iншому типi мереж з ефективною безмежною вимiр-
нiстю. Це ґратка Бете (див. рис. 28), для якої iснує
точний розв’язок [157,158]. За означенням, ґратка Бе-
те є безмежним об’єктом, якому вiдповiдає скiнчен-
ний об’єкт, дерево Кейлi, яке має центральний вузол,
а його межа складається з вузлiв, ступенi яких дорiв-
нюють одиницi [8, 160]. Кiлькiсть вузлiв на його ме-
жi (тобто поверхнi) пропорцiйна загальнiй кiлькостi
вузлiв (об’єму): для реґулярного d-вимiрного об’єкта
така властивiсть iснує лише в границi d → ∞. Для
ґратки Бете з координацiйним числом z, порiг для
перколяцiї зв’язкiв з iмовiрнiстю зайнятости зв’язка
p задається спiввiдношенням:

pc =
1

z − 1
, (7.13)
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тодi як iншi величини, означенi в (7.1), (7.2), (7.5),
дорiвнюють:

P (p) =
2p − 1

p2
, p > pc, (7.14)

S(p) =
3

2(1 − 2p)
, (7.15)

`s(p) ∼ s−5/2ps−1(1 − p)s+1 . (7.16)

Легко помiтити, що в околi pc вирази (7.14)–(7.16)
прямують до степеневої залежности з безмежновимiр-
ними перколяцiйними показниками (7.4), (7.9).

Рис. 28. Приклад ґратки Бете (дерево Кейлi) з коор-
динацiйним числом z = 3. Межа складається з вузлiв iз
z = 1.

Iншою мережею, якiй притаманнi критичнi показ-
ники середнього поля, є мережа тiсного свiту Ваттса–
Строґаца [161]. Незважаючи на те, що вона похо-
дить вiд одновимiрної ґратки, її ефективна вимiр-
нiсть у границi великого розмiру системи є нескiн-
ченною [162]. Точнi розв’язки для перколяцiї вузлiв
та зв’язкiв на мережi тiсного свiту, отриманi в пра-
цi [163] при використаннi методу ґенеруючих функ-
цiй [164], пiдтвердили ранiше одержаний на основi ме-
тоду трансфер-матрицi вираз для pc [165]. Для перко-
ляцiйного порога pc перколяцiї вузлiв задача описує-
ться ймовiрнiстю m iснування короткого зв’язку мiж
випадково вибраною парою вузлiв у моделi Ваттса–
Строґаца [161] i ступенем вузла k через [163,165]:

m =
(1 − pc)

k

2kpc[2 − (1 − pc)k]
. (7.17)

Для задачi про перколяцiю зв’язкiв вираз є громiзд-
кiшим i може бути визначений для рiзних k:

m =
1 − pc

2pc(1 + pc)
, k = 1, (7.18)

m =
(1 − pc)

3(1 − pc + p2
c)

4pc(1 + 3p2
c − 3p3

c − 2p4
c + 5p5

c − 2p6
c)

, k = 2. (7.19)

Важливим критерiєм для визначення перколяцiй-
ного порога на мережi є умова, що середня кiлькiсть

других найближчих сусiдiв випадково вибраного вуз-
ла z2 є бiльшою за середню кiлькiсть її найближчих
сусiдiв z1:

z2 > z1. (7.20)

Беручи до уваги, що z1, z2 пов’язанi зi середнiми зна-
ченнями ступеня та квадрата ступеня 〈k〉, 〈k2〉 через
(див. наприклад [8]):

z1 = 〈k〉 (7.21)

z2 = 〈k2〉 − 2〈k〉, (7.22)

отримуємо такi оцiнки для визначення перколяцiйно-
го порога:

∑

k

k(k − 2)P (k) = 0. (7.23)

Умова (7.23) вiдома як критерiй Моллоя–Рiда
(Molloy–Reed criterion) [8, 166]. За допомогою iншо-
го пiдходу цей критерiй отриманий також у працях
[27, 167]. Нещодавно вiн був узагальнений для неод-
норiдної об’єднаної перколяцiї вузлiв i зв’язкiв [168].
Зокрема в роботi [27] вiдзначено, що для випадково
зв’язаної мережi без зв’язних петель перколяцiйний
перехiд iснує, коли кожен вузол, який зв’язаний iз
проникаючим кластером, є зв’язаним принаймнi з од-
ним новим вузлом (в iншому випадку проникаючий
кластер є фраґментованим). Умова (7.23), записана в
iншiй формi, має вигляд:

κ ≡ 〈k2〉
〈k〉 = 2 при pc. (7.24)

Зокрема для випадкового графа Ердоша–Ренi, пiд-
ставляючи 〈k2〉 = 〈k〉2 + 〈k〉 в (7.24), знову повертає-
мося до умови (7.12).

Тепер, маючи певну iнформацiю про особливостi
перколяцiї на деяких складних мережах, дослiдимо,
як вiдбувається перколяцiя на безмасштабних мере-
жах.

C. Вразливiсть безмасштабних мереж до атак

Першi докази того, що перколяцiя на безмасштаб-
них мережах сильно вiдрiзняється вiд перколяцiї при
безмежнiй вимiрностi d, отримано при аналiзi кiль-
кох реальних безмасштабних мереж: www та iнтер-
нету [169, 170], метаболiзму [19], мережi харчування
[171], протеїнiв [172]. Явищем, яке викликало особли-
ве зацiкавлення, стала стiйкiсть цих мереж до вилу-
чення їхнiх вузлiв. З одного боку, виявляється, що
цi мережi виявляють несподiваний ступiнь стiйкости
при випадкових ураженнях, з iншого — якщо змiни-
ти сценарiй нанесення шкоди до “запланована атака”,
мережа стає надзвичайно вразливою. Для прикладу,
середня продуктивнiсть iнтернету зменшується вдвi-
чi, якщо вивести з ладу лише 1% найбiльш зв’язаних
вузлiв. Щобiльше, iнтернет стає роздiленим на малi
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незв’язанi домени, якщо вивести з ладу 4% цих най-
бiльш зв’язаних вузлiв [169]. Проте гiгантська компо-
нента все ще iснує, якщо викинути всi вузли зi сту-
пенями, бiльшими за kmax, для надзвичайно малого
значення kmax (для www отримано kmax = 5 [173]).

Дослiджено й iншi сценарiї умисних атак: в одному
зi сценарiїв наперед готувався список вузлiв iз най-
бiльшими ступенями, i тодi вони по черзi вилучали-
ся з мережi, аж доки не досягався перколяцiйний по-
рiг [173]; за iншим сценарiєм, розподiл ступенiв пе-
рераховувався пiсля вилучення кожного вузла [169].
Спочатку думали, що на практицi виникає невелика
рiзниця мiж цими двома сценарiями [167], проте по-
дальший аналiз навiв на думку [174], що вилучення
з перерахуванням даних часто є небезпечнiшою стра-
тегiєю атаки. Ще один сценарiй розглядає викидан-
ня за порядком спаду посередництва [174]. Для свiто-
вої мережi аеропортiв нещодавно показано [67,68], що
вузли з великим посередництвом вiдiграють важли-
вiшу роль у зберiганнi зв’язаности мережi, нiж вузли
з великими ступенями. Iнодi дослiдження вразливос-
ти мереж мають несподiванi iнтерпретацiї. Так, рiзну
реакцiю безмасштабних мереж на цiлеспрямованi й
випадковi ураження використовували для пояснення
стратегiї середньовiчної iнквiзицiї в придушеннi єре-
сi [175].

Аналiтичнi результати, якi супроводжуються емпi-
ричними та Монте-Карло (MC)-дослiдженнями, при-
вели до картини перколяцiйного сценарiю на безмас-
штабних мережах, яку описуємо нижче. З урахуван-
ням того, що розподiл ступенiв пiдкоряється степе-
невому закону (2.9) для промiжку ступенiв вузлiв
k0 6 k 6 K, отримано таку оцiнку для значення па-
раметра κ (7.24) [27]:

κ ∼ 2 − γ

3 − γ
×





k0, якщо γ > 3,

kγ−2
0 K3−γ , якщо 2 < γ < 3,

K, якщо 1 < γ < 2.

(7.25)

Iз рiвняння (7.25) виходить, що значення γ = 3 роз-
дiляє два рiзнi режими для перколяцiї на безмасш-
табнiй мережi. Справдi, κ залишається сталою для
γ > 3, тому iснує перколяцiйний перехiд при скiн-
ченному вiдсотку викинутих вузлiв qc. Щоб отрима-
ти оцiнку цiєї частки, спочатку зауважимо, що для qc

критерiй (7.24) можна виразити як [27]:

pc = 1 − qc =
1

κ − 1
, (7.26)

де κ обчислюється з ориґiнального розподiлу (2.9) пе-
ред атаками. Пiдставляючи в (7.26) оцiнку для κ при
γ > 3, рiвняння (7.25) набирає вигляду:

qc = 1 − 1
γ−2
γ−3k0 − 1

. (7.27)

Зауважимо, що при m = 1 з рiвняння (7.27) отримує-
мо qc = 4− γ. Якщо частка викинутих вузлiв переви-
щує qc (7.27), гiгантського кластера бiльше не iснує, а

мережа є зруйнованою. Проте для γ < 3 притаманний
iнший режим. Справдi, при γ < 3 значення κ розбiга-
ється як додатний степiнь K при K → ∞, i тому от-
римуємо оцiнку qc → 1, коли N → ∞. Це означає, що
для безмежної безмасштабної мережi з γ < 3 гiгант-
ський кластер iснує при довiльнiй частцi викинутих
вузлiв q < 1: мережа має надзвичайну стiйкiсть до
випадкових вилучень вузлiв. Переходи, якi спостерi-
галися для реальних систем, є лише ефектом скiнчен-
ного розмiру i зникають у (формальнiй) границi до
безмежних систем. Проте для систем великого розмi-
ру перколяцiя вiдбувається при дуже великих значен-
нях qc. Щоб навести приклад, qc ' 0.99 для iнтернету
з γ ' 2.5 i розмiром N > 106 [27].

Вразливiсть безмасштабних мереж до спрямованих
атак (коли викидаються вузли з найбiльшими сту-
пенями) вивчали у статтi [176]. Показано, що вики-
дання qN вузлiв iз найбiльшими ступенями руйнує
q(γ−2)/(γ−1)) так, що навiть мережа з γ < 3 є враз-
ливою до спрямованих атак. Щобiльше, поблизу pc

середня вiдстань мiж вузлами в гiгантському класте-
рi змiнюється з розмiром як

√
N , а не як logk N , що

характерно для випадкової мережi за межами кри-
тичности.

Перколяцiйнi критичнi показники для безмасштаб-
ної мережi з розподiлом ступенiв (2.9) досягають зна-
чень середнього поля лише для γ > 4. Для γ < 4
як показники, так i порядок фазового переходу за-
лежать вiд конкретного значення γ. Перколяцiйний
перехiд виявився n-го порядку для [177]

3 +
1

n − 1
< γ < 3 +

1

(n − 2)
(7.28)

з критичним показником параметра порядку β (по-
рiвн. р-ня (7.1)), який задається

β =





1, якщо γ > 4,
1

γ−3 , якщо 3 < γ < 4,
1

3−γ , якщо 2 < γ < 3.

(7.29)

Зокрема при γ = 3 перехiд є безмежного порядку
[178, 179]. Повернемося до головної вiдмiнности мiж
перколяцiйним порогом нижче та вище вiд γ = 3. Хо-
ча перколяцiйного порога не iснує для γ < 3, формула
(7.29) каже, що перколяцiйнi показники залишаються
добре визначеними в околi pc = 0. Для γ > 3 показник
(7.29) також був знайдений у [176,180,181]. Вiдповiднi
результати для перколяцiйного показника γp, означе-
ного в (7.8), отриманi в [177]:

γp =





1, якщо γ > 3,

−1, якщо 2 < γ < 3.
(7.30)

Зауважимо, що γp досягає значення середнього по-
ля для всiх γ > 3. Використовуючи спiввiдношення
скейлiнґу (7.8), можна отримати всi iншi перколяцiй-
нi показники.
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У працi [182] показано, що перколяцiйнi властивос-
тi залишаються незмiнними при розглядi безмасштаб-
них мереж з однаковим розподiлом ступенiв, проте з
рiзними кореляцiйними властивостями.

Подiбно до реґулярної ґратки скiнченного розмiру,
де перколяцiйна поведiнка спостерiгається в дiлянцi
ненульової ширини ∆pc (порiвн. р-ня (7.10)), перко-
ляцiя на безмасштабнiй мережi скiнченного розмiру
також не характеризується крутим порогом. Для ме-
реж iз розподiлом ступенiв (2.9) вiдповiдну дiлянку
∆pc оцiнено як [183]:

∆pc ∼ pc/`, (7.31)

де ` ∼ Nνopt — середня довжина перколяцiйного
кластера, N — загальна кiлькiсть вузлiв у мережi, а
νopt = (γ−3)/(γ−1) для 3 < γ < 4. Тодi як νopt = 1/3
для випадкового графа Ердоша–Ренi.

Дещо специфiчно вiдбувається перколяцiя на так
званiй k-кор (k-core) мережi. k-кор мережею є най-
бiльший пiдграф, усi вершини якого мають ступiнь,
не менший за k. k-кор-перколяцiя передбачає розвал
гiгантського k-кор-кластера при пороговiй концент-
рацiї pc. Загальний розв’язок задачi про k-кор пода-
ний у недавнiй роботi [184], де також отримано рiв-
няння для критичної концентрацiї pc(k) як функцiї k.
Окремою властивiстю k-кор перколяцiї при k > 3 є
те, що їй притаманнi риси фазового переходу як пер-
шого, так i другого роду: коли p→p−c , вiдносний роз-
мiр Mk гiгантського k-кору приймає скiнченне зна-
чення Mk(pc), подiбно до параметра порядку в точ-
цi фазового переходу першого роду. Проте поведiнка
Mk(p)−Mk(pc) ∼ (p− pc)

1/2 при p → p+
c [185] нагадує

фазовий перехiд другого роду.

D. Поширення епiдемiй та iмунiзацiя

Задачi про поширення хвороби мережею та про
вразливiсть мережi є тiсно пов’язаними, оскiльки оби-
двi поєднанi з явищем перколяцiї. До прикладу, над-
звичайно низький перколяцiйний порiг для iнтерне-
ту, який розглядався вище, зумовлює його стiйкiсть
до випадкових уражень i водночас вiн сприяє поши-
ренню комп’ютерних вiрусiв [28]. Соцiяльнi мережi
мають безмасштабнi властивостi, тому багато хвороб
потребують 80–100% iмунiзацiї (наприклад, щоб зу-
пинити епiдемiю кору, необхiдно iмунiзувати 95% на-
селення).

Зазвичай у моделях поширення епiдемiї кожен ву-
зол мережi вiдповiдає iндивiдовi, а кожен зв’язок —
контактовi, яким може передатися хвороба iншому
iндивiдовi. Точка, при якiй появляється епiдемiя, вiд-
повiдає перколяцiйнiй iмовiрностi, при якiй починає
формуватися гiгантська компонента зв’язаних вуз-
лiв. Крiм вивчення статичної поведiнки системи в
околi цiєї точки (яка вiдповiдає перколяцiї), також
аналiзують динамiку поширення хвороби i нерiвно-
важний фазовий перехiд, який є типовим для моделей
поширення захворювання. У межах так званої SIS-
моделi (suscepible–infected–susceptible, вразливий–

iнфiкований–вразливий) (див., наприклад, [180]) ко-
жен iндивiд може iснувати у двох дискретних ста-
нах: здоровий (вразливий) або iнфiкований (хво-
рий). Щоб урахувати можливiсть позбутися iнди-
вiда через смерть або iмунiзацiю, розроблено мо-
дель SIR (susceptible–infected–removed, вразливий–
iнфiкований–вилучений чи susceptible–infected–
recovered, вразливий–iнфiкований–одужаний), яку
вперше сформулювали Л. Рiд та В. Г. Фрост (L. Reed,
W. H. Frost) у 1920-их, див., наприклад, поклик [187].
Фактично, епiдемiологiчний порiг еквiвалентний до
критичної точки в нерiвноважному фазовому перехо-
дi. У цьому випадку критична точка роздiляє актив-
ну фазу зi стацiонарною iнтенсивнiстю iнфiкованих
вузлiв вiд фази, де є лише здоровi вузли й нiякої
активности.

У перших спробах описати поширення епiдемiї ви-
користовували моделi, якi базувались на випадкових
графах, а останнi зi зрозумiлих причин не вiдповiда-
ють реальним соцiяльним мережам та мережам кому-
нiкацiй. Крок до створення бiльш реалiстичної моде-
лi був зроблений при розглядi поширення епiдемiї на
мережi тiсного свiту типу Ваттса–Строґаца. У пра-
цi [162] запропоновано й розв’язано для випадку 1d
диференцiяльне рiвняння для поширення хвороби на
безмежнiй мережi тiсного свiту, в якiй перенесення
хвороби вiдбувається з 100% ефективнiстю. Доведе-
но, що модель зазнає неперервного фазового перехо-
ду, коли густина випадкових зв’язкiв прямує до нуля.
Пiзнiше цей розв’язок узагальнено на ґратку скiнчен-
ного розмiру [186] i для вищих вимiрностей [188]. Iн-
ший крок до реалiстичнiшого опису полягав у розгля-
дi випадкiв, коли (i) лише частка p населення тiсного
свiту є чутливою до захворювання або (ii) не кожен
контакт мiж iнфiкованим iндивiдом i здоровим веде
до поширення захворювання. Це трактувалося мовою
перколяцiї вузлiв (випадок i) та зв’язкiв (випадок ii)
у працi [165].

Динамiчну модель поширення епiдемiї для безмас-
штабних мереж запропоновано у статтi [28]. Роз-
глянуто SIS-сценарiй з ефективним коефiцiєнтом по-
ширення δ. Остання величина визначається вiдношен-
ням швидкости, з якою здоровi (вразливi) вузли iнфi-
куються, до швидкости, з якою вони вилiковуються.
Динамiчнi рiвняння для швидкости реакцiї для часо-
вої еволюцiї вiдносної густини ρk(t) iнфiкованих вуз-
лiв iз цим ступенем вузла k, записанi в наближеннi
середнього поля з нехтуванням кореляцiї густини мiж
рiзними вузлами, мають вигляд:

∂tρk(t) = −ρk(t) + δ k [1 − ρk(t)] Θ(δ). (7.32)

Перший член у правiй частинi рiвняння (7.32) розгля-
дає iнфiкованi вузли, якi стають здоровими з одинич-
ною швидкiстю, другий розглядає ймовiрнiсть того,
що вузол iз k зв’язками є здоровим, тобто [1 − ρk(t)],
i отримує iнфекцiю через зв’язаний вузол. Останнє є
пропорцiйним до швидкости iнфiкованости δ, кiлькос-
ти зв’язкiв k i Θ(δ) — ймовiрности, що будь-який зв’я-
зок приєднаний до iнфiкованого вузла. Стацiонарнi
густини

283



Ю. ГОЛОВАЧ, О. ОЛЄМСКОЙ, К. ФОН ФЕРБЕР та iн.

∂tρk = 0 (7.33)

були знайденi самоузгодженим шляхом i, нарештi, був
оцiнений параметр порядку, середня густина iнфiко-
ваних вузлiв

ρ =
∑

k

P (k) ρk . (7.34)

Для безмасштабної мережi Барабашi–Альберта [29,
189], яка має розподiл ступенiв вузлiв P (k) = 2k2

0/k3

(з k0 = 〈k〉/2), отримуємо таку оцiнку для Θ(δ)
[28, 180]:

Θ(δ) =
e−1/k0δ

δ k0
(1 − e−1/k0δ)−1. (7.35)

Пiдставивши її в (7.32), з урахуванням (7.33) отриму-
ємо такi результати для усередненої густини iнфiко-
ваних вузлiв (7.34)):

ρ ' 2e−1/k0δ, (7.36)

що пiдтверджує вiдсутнiсть порога епiдемiї (чи кри-
тичної точки) для моделi: ρ = 0 при δc = 0.

Подiбний аналiз SIS-моделi здiйснений для мережi
тiсного свiту Ваттса–Строґаца [180]. Рiвняння серед-
нього поля для густини iнфiкованих вузлiв

∂tρ(t) = −ρ(t) + δ 〈k〉 ρ(t)[1 − ρ(t)]

+ члени вищих порядкiв (7.37)

мiстить середнiй ступiнь вузла 〈k〉. Вiдповiдне рiвнян-
ня для густини iнфiкованих вузлiв у стацiонарному
станi (7.32) має вигляд:

ρ [−1 + δ〈k〉(1 − ρ)] = 0 (7.38)

i визначає порiг епiдемiї δc = 〈k〉−1 з такої поведiн-
ки ρ:

ρ =





0, δ < δc,

∼ (δ − δc), δ > δc.
(7.39)

Iз (7.39) випливає, що при поширеннi епiдемiї на ме-
режi тiсного свiту Ваттса–Строґаца критичний показ-
ник параметра порядку досягає свого значення, при-
таманного для середнього поля β = 1 (порiвн. р-ня
(7.1), (7.4) i обговорення перколяцiї на цiй мережi в
роздiлi VII B).

Як зазначено вище, результати (7.35), (7.36), отри-
манi для безмасштабних мереж iз розподiлом ступе-
нiв вузлiв (2.9), iз показником γ = 3, є властивими
i для моделi Барабашi–Альберта [29, 189]. Вiдповiднi
результати для безмасштабних мереж з нормованим
розподiлом ступенiв вузлiв (2.9)

P (k) = (γ − 1)kγ−1
0 k−γ , ko =

γ − 2

γ − 1
〈k〉 (7.40)

отримано у статтi [180] для довiльних значень γ > 2.
Функцiя Θ(δ) (7.32) була оцiнена так:

Θ(δ) '





γ−4
γ−3

1
δ2k0

(
δ − γ−3

k0(γ−2)

)
, для γ > 4,

[
− sin((γ−2)π)

π(γ−3)
k0

(k0δ)γ−2

(
δ − γ−3

k0(γ−2)

)]1/(γ−3)

, для 3 < γ < 4,
[

(γ−2)π
sin((γ−2)π)

]1/(3−γ)

(k0δ)
(γ−2)/(3−γ), для 2 < γ < 3.

(7.41)

Зазначимо, що вирази (7.41) справедливi для γ 6=
2, 3, 4 . . . . Цiлi значення γ повиннi розглядатися ок-
ремо. Зокрема випадок γ = 3 веде до виразу (7.35)
[28, 180]. З оцiнок (7.41) можна отримати таку пове-
дiнку густини ρ:

ρ ∼





(
δ − γ−3

k0(γ−2)

)
, для γ > 4,

(
δ − γ−3

k0(γ−2)

)1/(γ−3)

, для 3 < γ < 4,

δ1/(3−γ), для 2 < γ < 3.

(7.42)

Рiвняння (7.42) передбачають вiдсутнiсть порога епi-
демiї (δc = 0) для безмасштабних мереж з 2 < γ < 3,
i його наявнiсть для γ > 3: δc = γ−3

k0(γ−2) . Однак, на
вiдмiну вiд випадку γ = 3, де знайдено експоненцiй-
не спадання (7.36) для ρ [28], для 2 < γ < 3 при-

таманна степенева залежнiсть. Зазначимо, що показ-
ник, який керує степеневою поведiнкою усередненої
густини iнфiкованих вузлiв у (7.42), є критичним по-
казником параметра порядку β, рiвняння (7.29), от-
риманого для перколяцiї на безмасштабних мережах
у працi [177]. Значення середнього поля β = 1 (7.4)
вiдтворюється для γ = 4.

Як зазначено вище, iншою моделлю, що описує по-
ширення епiдемiї, є SIR-модель, яка враховує, що де-
якi вузли повертаються в iмунний, а не у вразливий
до iнфекцiї стан. Ця модель є придатнiшою як для
опису поширення комп’ютерних вiрусiв (де iмунiза-
цiя досягається або антивiрусним програмним забез-
печенням, або простим розпiзнаванням, яке дозволяє
уникати деяких вiрусiв пiсля певного досвiду, як на-
приклад, попередження, що було дане в повiдомленнi
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“I love you” [190]), так i для розповсюдження захво-
рювань мiж людьми. Можна зазначити, що для без-
масштабних мереж iз γ = 3 SIR модель передбачає
кiнцевий розмiр епiдемiї I (частку вузлiв, що коли-
небудь були iнфiкованими), який має форму, подiбну
до (7.36) [191,192]:

I ' 2 c e−2/ρo (7.43)

iз c ' 1.527 i так званим базовим репродуктивним чис-
лом ρ0. Це число є однiєю з найважливiших величин в
епiдемiологiї i дорiвнює середнiй кiлькостi вторинних
iнфекцiй, спричинених уведенням одного iнфiковано-
го iндивiда в цiлком вразливе й однорiдне населення.
Якщо його виразити через iнфiковану частку δ i се-
реднiй ступiнь вузла 〈k〉, отримаємо: ρ0 = δ〈k〉. Знову,
подiбно як i у SIS-випадку, для безмасштабних ме-
реж iз 2 < γ < 3 iстотна особливiсть I ∼ e−2/ρ0 , що
спостерiгається для γ = 3, (7.43), замiнюється сте-
пеневим законом: I ∼ ρ

1/(3−γ)
0 [191]. Для дальшого

аналiзу SIR-моделi на складних мережах див., напри-
клад, [181,187].

Маючи iнформацiю про топологiю мереж i поши-
рення епiдемiї, можна пропонувати стратегiю iмунi-
зацiї, яка здатна зупинити поширення епiдемiї. Най-
простiша процедура iмунiзацiї полягає у випадково-
му введеннi iмунiзованих iндивiдiв у населення, тодi
як пропорцiйна iмунiзацiя полягає у використаннi рiз-
ної частки iмунiзованих iндивiдiв, залежно вiд їхньо-
го ступеня зв’язности [193, 194]. Параметром контро-
лю при цьому є iмунiзованiсть g, яка означається як
частка iмунiзованих вузлiв, що наявнi в мережi. Для
випадкової (однорiдної) стратегiї iмунiзацiї в межах
SIS-моделi критичне значення iмунiзованости, вище
якого густина iнфiкованих iндивiдiв у стацiонарному
станi дорiвнює нулевi, залежить вiд ефективної швид-
кости поширення iнфекцiї δ як [194]

gc =
δ − δc

δ
. (7.44)

Iз цього спiввiдношення, зокрема, випливає, що для
мереж з δc = 0 (наприклад, для безмасштабних ме-
реж з γ 6 3) однорiдна стратегiя вкрай неефективна.
Пропорцiйна iмунiзацiя є ефективнiшою i для мережi
Барабашi–Альберта дає:

gc =
1

3
(kmax δ)2 (7.45)

з максимальним ступенем вузла kmax. Тодi як цiльо-
ва iмунiзацiя, при якiй iмунiзацiя робиться поступово
найбiльш зв’язаним вузлам, веде для SIS на мережi
Барабашi–Альберта до [194]:

gc ' exp(−2/kmaxδ). (7.46)

Це приводить до висновку, що цiлеспрямована iму-
нiзацiя є надзвичайно дiєвою для безмасштабних ме-
реж: критична iмунiзованiсть gc є експоненцiйно ма-
лою в широкому дiяпазонi швидкости поширення γ.

Проте двi останнi стратегiї ґрунтуються на фактi,
що iнформацiя про ступiнь кожного вузла є доступ-
ною. За її вiдсутности можна використати страте-
гiю “iмунiзацiї знайомих” (acquaintance immunization).
Вона базована на фактi, що випадково вибраний сусiд
має бiльше зв’язкiв, анiж випадково вибраний вузол.
У цьому наближеннi випадково вибирається частка
вузлiв, а iмунiзуються їх випадково вибранi сусiди.

VIII. ВИСНОВКИ: ПОГЛЯД У МАЙБУТНЄ

Традицiйно в останньому роздiлi робляться пiдсум-
ки викладеного в статтi матерiялу з його коротким
оглядом й акцентуванням на найважливiшому. Ми ж
хотiли б, повертаючись до розглянутих питань, звер-
нути увагу читача на ще один аспект феномену склад-
них мереж. Поняття мережi стало одним iз централь-
них понять нашого часу. Марно перелiчувати струк-
тури, що мають форму мережi. I не тiльки тому, що
вже тепер їх вiдомо дуже багато, але й тому, що вiд-
криття їх триває. У результатi свого розвитку мережi
перетворюються в самоорганiзованi складнi системи,
якi часто є безмасштабними. Поряд iз високим рiвнем
кореляцiї (що уподiбнює їх до реґулярних структур)
у них виникають новi явища, такi, як ефект тiсного
свiту, не притаманний реґулярним структурам. Спо-
стереження нових явищ i створення нових концепцiй
для їх аналiзу спричинює тепер виникнення нової на-
уки, яку часом називають натуральною фiлософiєю
тiсного свiту [8]. У нiй, застосовуючись до реальних
мереж, iдеї математики, статистичної фiзики, бiоло-
гiї, соцiологiї, комп’ютерних наук набувають нового
звучання. I хто знає, може, якраз на цьому шляху вiд-
будеться синтез уже давно i, здавалось би, назавжди
розподiлених по “полицях” рiзних наук знань?

Хочемо подякувати Юрiєвi Козицькому, Iгоре-
вi Мриглоду, Олександровi Сабану та Райнгардовi
Фольку за обговорення питань теорiї й застосуван-
ня мереж. Ми також вдячнi Ж. П. Чiчерi, Амери-
канському математичному товариству та Дженiфер
Дан за дозволи вiдтворити iлюстрацiї рис. 6, 7 та
рис. 11. Крiстiян фон Фербер вдячний Здiславовi Бур-
дi за плiднi дискусiї i фондовi Марiї Кюрi MTKD–CT–
2004–517186 за надання пiдтримки для перебування в
Яґелонському унiверситетi, м. Кракiв.

ДОДАТОК

Зважаючи на те, що оглядова стаття про складнi
мережi з’являється в україномовнiй лiтературi чи не
вперше, вважаємо за доцiльне подати список деяких
уживаних там термiнiв.

– adjacency matrix — матриця сумiжности

– assortativity — асортативнiсть

– betweenness (betweenness centrality, load) — посе-
редництво, центральнiсть посередництва
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– bipartite graph — двосортний граф

– clique — клiка, група взаємно пов’язаних вузлiв

– clustering coefficient — коефiцiєнт кластерности

– complete graph — повнiстю з’єднана мережа

– complex network — складна мережа

– degree of a node — ступiнь вузла

– edge-dual — дуальний за ребрами

– fat-tail distribution — розподiл iз товстим хвос-
том

– giant component — компонента сильної зв’язнос-
ти, гiгантська компонента

– hub — габ, вершина з дуже великим ступенем

– link — зв’язок (мережi)

– node — вузол (мережi)

– preferential attachment — переважне приєднання

– rewiring — перез’єднування

– scale-free network — безмасштабна мережа

– shortest path — найкоротший шлях

– small-world networks — мережi тiсного свiту

– small worlds — тiсний свiт

– tree-like structure — деревовидна структура
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We review recent results obtained in empirical numerical and theoretical studies of complex networks that
characterize many systems in nature and society. Examples are the Internet, the world wide web, and food webs, as
well as networks of neurons, of the metabolism of biological cells, of transportation, of distribution, of citations and
many more. The empirical and theoretical analysis of general complex networks has only recently been approached
by physicists, seminal papers in this field dating from the late 1990s. In this course the perspective has moved
from the analysis of single small graphs and properties of individual vertices and edges to the consideration of
statistical properties of ensembles of graphs (networks). This induced the need for the introduction of methods as
they are provided by statistical physics.

In this review we sketch the evolution of network science and present some natural and man-made networks in
detail, their main features and quantitative characteristics. Starting with three basic network models, the Erdös–
Renyi random graph, the Watts–Strogatz small world network, and the Barabási–Albert scale free network, we
introduce the statistical mechanics of complex networks. We consider phase transitions and critical phenomena
on complex networks and, in particular, we elaborate network phenomena that can be described in terms of
percolation theory.
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