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Запропоновано спосiб дослiдження слабковзаємодiючого бозе-газу, що ґрунтується на вико-
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ВСТУП

У 1924 р. Бозе запропонував виведення закону
Планка, трактуючи випромiнювання як газ фотонiв
[1]. Цей метод Айнштайн узагальнив на частинки з
ненульовою масою спокою, опублiкувавши двi стат-
тi [2, 3], де розвинув iдеї, якi ми називаємо Бозе–
Айнштайнiвською статистикою. У працi [3] й було пе-
редбачено “конденсацiю” в iмпульсному просторi, вi-
дому тепер як явище конденсацiї Бозе–Айнштайна.

У 1938 роцi Лондон [4] використав iдею бозе-
конденсацiї для опису особливої поведiнки теплоєм-
ности рiдкого 4He, яку вiдкрили Кеєзом i спiвробiт-
ники [5–7] у 1932 р. Услiд за iдеєю Лондона про зв’я-
зок фазового переходу в 4He зi статистикою Бозе–
Айнштайна в 1947 роцi Боголюбов [8] запропонував
мiкроскопiчну теорiю надплинности [9, 10], яка ґрун-
тувалася на ориґiнальному методi наближеного вто-
ринного квантування для системи слабковзаємодiю-
чих бозе-частинок.

Вивчення бозе-систем довго обмежувалося дуже
вузьким колом: гелiй-4, куперiвськi пари в надпро-
вiдниках, фотонний газ, екситонний газ у напiвпро-
вiдниках та деякi iншi [11]. Лише в серединi 90-х ро-
кiв XX столiття Стiвен Чу, Клод Коен-Тануджi та Уї-
льям Д. Фiлiпс незалежно один вiд одного розвину-
ли методи, якi дають змогу за допомогою лазерного
свiтла охолоджувати гази до температур близько мiк-
рокельвiна й утримувати холоднi атоми, захопленi в
рiзноманiтних “атомних пастках” [12]. Лазерне свiтло
дiє як в’язка рiдина, так звана оптична меляса, у якiй
атоми сповiльнюються. Методи охолодження базую-
ться на ефектi Допплера та сповiльненнi атомiв фо-
тонами, а для утримання використовують магнетооп-
тичнi пастки. Пiсля подолання межi вiддачi вдалося
охолодити гази до температур близько нанокельвiнiв.
Новi методи вiдкрили шлях до глибшого розумiння
квантовомеханiчної поведiнки газiв при низьких тем-

пературах. У 1997 роцi була присуджена Нобелiвська
премiя з фiзики за розвиток методiв охолодження та
утримання в пастках атомiв iз використанням лазер-
ного свiтла.

Ультрахолоднi гази можна спостерiгати протягом
тривалого часу, i це важливо для спектроскопiї ви-
сокої роздiльної здатности та для створення еталонiв
частоти. Порiвняння експериментальних i теоретич-
них спектрiв атомiв рубiдiю в одновимiрному оптич-
ному потенцiялi [12–14] є одним iз найкращих пiдтвер-
джень того, як поведiнку атомiв, охолоджених лазе-
ром, можна передбачати теоретично.

У 1995 роцi групам Ерiка Корнела, Карла Вiме-
на [15] та Вольфґанґа Кеттерле [16, 17] вдалося за
допомогою використання технологiй лазерного охо-
лодження та утримання холодних атомiв у пастках
досягнути бозе-конденсацiї в розрiдженому газi. Пер-
шi експериментальнi пiдтвердження макроскопiчно-
го заселення основного стану знайдено в парах ато-
мiв натрiю, якi утримувалися в оптичних та магнет-
них пастках. Важливiсть цього експериментального
досягнення вiдзначена в 2001 роцi Нобелiвською пре-
мiєю з фiзики.

Екпериментальне досягнення Бозе–Айнштайнiв-
ської конденсацiї (БАК) [18,19] дало шанс дослiджу-
вати багато цiкавих, недоступних до того чи ще не
вивчених явищ, пов’язаних iз принципом тотожнос-
ти частинок, прикладами яких були надплиннiсть i
надпровiднiсть. Зрiс також iнтерес до створення тео-
ретичних моделей для бозе-систем [20].

Для вивчення слабковзаємодiючих бозе-систем за-
стосовують методи квантової теорiї поля, якi по-
в’язанi з використанням формалiзму операторiв
породження–знищення [8, 21, 22], а також — набагато
ширше — з нелiнiйним рiвнянням Шрединґера (вiдо-
мим як рiвняння Ґросса–Пiтаєвського), пор. [23–26].
Активно застосовують i числовi методи [27,28].

∗Присвячуємо цю працю до 60-рiччя професора I. О. Вакарчука
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Складнiсть i вiдповiдно висока вартiсть експери-
ментальних установок для дослiдження БАК спричи-
нили зацiкавлення бозе-системами в нижчих розмiр-
ностях — дво- й одновимiрних [28–32].

Термодинамiчна поведiнка газiв у пастцi стала об’-
єктом багатьох теоретичних праць [33–38]. Важливу
роль вiдiграють теоретичнi дослiдження зсуву кри-
тичної температури слабковзаємодiючого бозе-газу в
пастцi стосовно критичної температури iдеального га-
зу [13, 39].

Вивчення впливу мiжчастинкової взаємодiї на ос-
новнi властивостi системи зосередженi переважно на
близькiй взаємодiї [40]. Але для того, щоб зрозумiти
поведiнку реальних систем, необхiдно також урахува-
ти ефекти далекосяжної взаємодiї. Це стало особли-
во актуальним пiсля досягнення БАК за допомогою
використання нових методiв створення ультрахолод-
них молекул [41]. Оскiльки молекули в основному ста-
нi можуть мати великий дипольний момент, БАК iз
диполь-дипольною взаємодiєю привертає теоретичну
увагу останнi декiлька рокiв [38].

У роздiлi I подано докладне виведення термодина-
мiчних функцiй невзаємодiючого бозе-газу для прос-
тору довiльної вимiрности, у наступному роздiлi про-
аналiзовано вплив зовнiшньому поля пастки й наведе-
но критерiї iснування БАК. Роздiл III мiстить аналi-
тичнi розрахунки для слабковзаємодiючого газу з ви-
користанням енерґетичного спектра Боголюбова для
слабконеiдеального газу та числовi результати для
термодинамiчних функцiї газу в зовнiшньому потен-
цiялi.

I. IДЕАЛЬНИЙ D-ВИМIРНИЙ БОЗЕ-ГАЗ

Хоча й бiльшiсть iз вiдомих бозе-систем є взаємо-
дiючими, модель iдеального бозе-газу часто можна
використати як базову для побудови теорiї, особли-
во, коли взаємодiю можна вважати слабкою. У цьому
роздiлi ми коротко пiдсумуємо основнi вiдомостi про
термодинамiчнi функцiї iдеального бозе-газу.

Енерґiя частинки зводиться до кiнетичної енерґiї її
поступального руху: εp = p2/2m. Функцiя розподiлу
iдеального бозе-газу

np =
1

e(εp−µ)/T − 1
, (1.1)

де µ — хемiчний потенцiял газу.
Будемо розглядати D-вимiрний бозе-газ [36, 42, 43].

Елемент фазового об’єму dΓ запишемо через густину
станiв ρ(ε) у формi dΓ = ρ(ε) dε.

Кiлькiсть частинок в елементi фазового простору
отримаємо, помноживши функцiю розподiлу iдеаль-
ного бозе-газу (1.1) на елемент фазового об’єму

dΓ = g
dp1 . . . dpD dV

(2π~)D
, (1.2)

де g = 2s + 1 — мультиплетнiсть, s — спiн частинки.
Iнтеґруючи за dV , отримаємо розподiл за компо-

нентами iмпульсу частинок, а перейшовши до сферич-
них координат у просторi iмпульсiв та iнтеґруючи за

кутами, знайдемо розподiл за абсолютною величиною
iмпульсу або за енерґiєю:

ρ(ε)dε =
V

(2π~)D
ΩDpD−1dp,

де ΩD =
2π

D
2

Γ(D
2 )

— повний тiлесний гiперкут у D-

вимiрному просторi.
Остаточно густина станiв D-вимiрного iдеального

бозе-газу:

ρ(ε) =
V m

D
2 ε

D
2
−1

(2π~2)
D
2 Γ(D

2 )
. (1.3)

Кiлькiсть частинок

N = N0 +

∫

∞

0

ρ(ε)dε

e(ε−µ)/T − 1
, (1.4)

де N0 — кiлькiсть частинок в основному станi з ну-
льовою енерґiєю; µ є функцiєю T та N i не може бути
бiльшим, нiж енерґiя найнижчого енерґетичного рiв-
ня ε0 = 0. Коли µ досягає ε0, функцiя N0 стає дуже
великою й вiдповiдно прямує до N . Фiзично це озна-
чає, що найнижчий одночастинковий стан стає мак-
роскопiчно заселеним, i це явище називається Бозе–
Айнштайнiвською конденсацiєю.

Варто зауважити, що для iдеального двовимiрно-
го бозе-газу переходу в БАК не вiдбувається [36,
44, 45]. Iнтеґрування дає розбiжний внесок у вигля-

дi ζ(1) =
∞
∑

n=1

1

n
. Тому рiвняння (1.4) в цьому випадку

описує загальну кiлькiсть частинок неконденсованих
бозонiв.

У неявному виглядi хемiчний потенцiял бозе-газу µ
як функцiю вiд температури T i густини % = N

V ви-
значає формула:

% =
N

V
=

(mT )
D
2

(2π~2)
D
2 Γ(D

2 )

∫

∞

0

z
D
2
−1dz

ez−µ/T − 1
. (1.5)

Обчисливши µ(T ) з (1.5), енерґiю E i теплоємнiсть
CV системи розрахуємо за спiввiдношенням:

E =

∫

∞

0

ερ(ε)dε

e(ε−µ)/T − 1
, CV =

(

∂E

∂T

)

V

. (1.6)

Якщо при заданiй густинi % = N/V зменшувати
температуру газу, то хемiчний потенцiял µ, що вста-
новлюється з рiвности (1.5), зменшуватиметься за мо-
дулем i досягне значення µ = 0 при температурi, що
визначається виразом

Tc =
2π~

2

m
[

ζ(D
2 )
]

2

D

(

N

V

)
2

D

.

При T < Tc рiвняння для обчислення N не має вiд’-
ємних розв’язкiв, але в статистицi Бозе хемiчний по-
тенцiял повинен бути вiд’ємним при всiх температу-
рах. Тому при T ≤ Tc все вiдбуватиметься так. Повна
кiлькiсть частинок iз додатною енерґiєю буде
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Nε>0 =
V

(2π~2)
D
2 Γ(D

2 )
m

D
2

∫

∞

0

1

e(ε−µ)/T − 1
ε

D
2
−1dε

= N

(

T

Tc

)
D
2

,

решта вiдповiдно

N0 = N

[

1 −
(

T

Tc

)
D
2

]

.

Залежнiсть CV вiд T ≤ Tc можна записати так:

CV =
D + 2

2

D

2
N

ζ
(

D
2 + 1

)

ζ
(

D
2

)

(

T

Tc

)
D
2

.

Результати розрахункiв теплоємности для рiзних
вимiрностей простору наведено на рис. 1. Дробова ви-
мiрнiсть D = ln 20/ ln 3 ' 2.73 вiдповiдає фрактальнiй
вимiрностi т. зв. губки Сєрпiнського, якою можна мо-
делювати, наприклад, пористе середовище.

D = 2 : Tc = 0 D = 2.73 : Tc = 0.45

D = 3 : Tc = 0.57 D = 4 : Tc = 0.78

Рис. 1. Теплоємнiсть iдеального бозе-газу для рiзних значень вимiрности D. Множник перед iнтеґралом у (1.5) узято
рiвним 1.

У наступному роздiлi розглянемо поведiнку бозе-
системи в зовнiшньому потенцiялi.

II. IДЕАЛЬНИЙ ГАЗ У ЗОВНIШНЬОМУ
ПОТЕНЦIЯЛI

Зовнiшнiй потенцiял створює сприятливi умови для
контролю за атомними газами та кiлькiсних дослi-
джень. Для бозе-газiв у рiзних вимiрностях простору
та з рiзними кiнематичними характеритиками части-
нок iснують рiзнi властивостi [35]. Саме тому важливо
виявити основнi характеристики та знайти деякi за-
гальнi результати для бозе-газу довiльної вимiрности
в пастцi.

Енерґiю частинки можна подати у виглядi

ε = αpβ +
d
∑

i=1

εi

∣

∣

∣

∣

xi

ai

∣

∣

∣

∣

ηi

. (2.7)

Для характеристики БАК доцiльно ввести пара-
метр λ [46]:

λ =
d

β
+

d
∑

i=1

1

ηi
> 1. (2.8)

Тiльки за умови (2.8) БАК вiдбувається. Ця рiвнiсть
показує, що умови для БАК залежать не тiльки вiд
вимiрности простору d та кiнематичних характерис-
тик частинок β (для iдеального газу β = 2), а та-
кож вiд форми зовнiшнього потенцiялу, яка визначає
ηi. Для бозе-газу з d/β ≤ 1 зовнiшнiй потенцiял вiдi-
грає важливу роль для можливости iснування БАК.
Наприклад, у нерелятивiстському двовимiрному бозе-
газi d = 2, β = 2, коли система вiльна ηi → ∞ [36] i
БАК не може iснувати згiдно з (2.8). Але якщо сис-
тема помiщена в зовнiшнiй гармонiчний потенцiял,
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тодi ηi = 2 i БАК вiдбувається. Цей критерiй по-
казує, що вибором потрiбного потенцiялу можна за-
безпечити iснування БАК у просторi довiльної вимiр-
ности. Коли зовнiшнiй потенцiял симетричний, тобто
η1 = η2 = . . . = ηd, то умова спрощується:

d

β
+

d

η
> 1.

Розрахунки показують, що для сталого зовнiшньо-
го потенцiялу теплоємнiсть системи при температурi
T < Tc залежить вiд λ так [35]:

CT<Tc = Nkλ(λ + 1)
ζ(λ + 1)

ζ(λ)

(

T

Tc

)λ

,

а при T > Tc

CT>Tc = Nkλ(λ + 1)
ζ(λ + 1)

ζ(λ)

(

T

Tc

)λ

− λ2 ζ(λ)

ζ(λ − 1)
.

Якщо задовольняється критерiй (2.8), то теплоєм-
нiсть у Tc розривається i вiдбувається фазовий пере-
хiд. Якщо λ задовольняє умову

1 < λ ≤ 2, (2.9)

то теплоємнiсть в Tc буде неперервною. Легко бачити,
що коли d/β ≤ 2, саме зовнiшнiй потенцiял системи
визначає поведiнку теплоємности системи.

Виявляється, що система в зовнiшньому полi ефек-
тивно поводиться так, як такий самий iдеальний газ
вищих вимiрностей [45].

Наявнiсть зовнiшнього потенцiялу не дає змоги
просто замiнити координатну частину об’єму фазо-
вого простору dV в (1.2) на об’єм системи V . У ква-
зiкласичному трактуваннi рух вiдбувається мiж кла-
сичними точками повороту [45], тобто межi R просто-
рового iнтеґрування визначаються з умови U(x) = ε,
(див. схематичний рис. 2).

Рис. 2. Зовнiшнiй потенцiял i класичнi точки повороту.

Розгляньмо двовимiрний iдеальний бозе-газ у пас-
тцi U(x, y) = m

2 (ω2
xx2 + ω2

yy2). Енерґiя частинки вiд-
повiдно дорiвнюватиме ε(p) = p2/2m + U(x, y).

Кiлькiсть частинок

N =

∫

dx dy dpx dpy

(2π~)2
1

e
ε−µ

T − 1
. (2.10)

Iмпульс системи

p =
√

2m(ε − U(x, y)), dpx dpy = 2πp dp, (2.11)

Iнтеґрал
∫

dx dy = S

обчислюємо з умови p = 0 (мiж класичними точками
повороту).

ε = U(x, y) =
m

2
(ω2

xx2 + ω2
yy2).

Легко бачити, що це рiвняння елiпса, тому

S =
2πε

mωxωy
,

тобто площу замiнено на ефективну площу.
Отже, кiлькiсть частинок

N =
1

(~ωx)(~ωy)

∫

∞

0

ε dε

e(ε−µ)/T − 1
. (2.12)

Зауважимо принагiдно, що зi спiввiдношення (1.4)
густина станiв

ρ(ε) =
ε

(~ωx)(~ωy)
∝ ε.

У загальному випадку (1.3) ρ ∝ ε
D
2
−1, тобто тут має-

мо ефективну вимiрнiсть D = 4.
Вiдзначимо, що температура переходу Tc, встанов-

лена з умови µ = ε0 при T = Tc, для невзаємодiючого
бозе-газу у сферичному гармонiчному потенцiялi ви-
гляду

U = mω2r2/2 (2.13)

для тривимiрного газу може бути записана [40, 47]:

Tc = T0

(

1 − ζ(2)

2ζ(3)2/3

1

N1/3

)

,

де другий доданок ураховує розмiрний ефект, а тем-
пература переходу iдеального газу

T0 = ~ω

(

N

ζ(3)

)1/3

.

Також обчислено температуру БАК для двовимiр-
ного iдеального газу у сферичному гармонiчному по-
тенцiялi (2.13), [48]:

T 2D
c =

~
√

6

π
ωhoN

1/2,

де ωho — середнє гармонiчне частот гармонiчного
осцилятора. Як бачимо, температура бозе-кондесацiї
тут є скiнченною (ненульовою).

Результати для iдеального газу зiбрано в простiй
таблицi [33]:
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Властивостi Однорiдний Газ у зовнiшньому
iдеального газу газ потенцiялi

густина станiв ρ2D ∝ const ρ2D ∝ ε

температура переходу T 2D
c = 0 T 2D

c ∝ ωN1/2

термодинамiчна lim N
V = const lim ωN1/2 = const

межа N → ∞, V → ∞ ω → 0, N → ∞
Таблиця 1. Деякi властивостi iдеального двовимiрного бозе-газу.

Критична температура двовимiрного iдеального
бозе-газу в потенцiялi вигляду U(r) = U0(r/a)η бу-
де [45]

Tc
2D =

[

Nh2U
2/η
0

2π2ma2Γ(2/η + 1)ζ(2/η + 1)

]η/(2+η)

.

Нижче вiд критичної температури кiлькiсть части-
нок у конденсатi N0 6= 0 i температурна залежнiсть
для конденсатної фракцiї має вигляд [48]:

N0

N
= 1 −

(

T

Tc

)2(η+2)/2η

.

Для гармонiчного потенцiялу η = 2, результати для
скриньки обчислюють, приймаючи η → 0. Отже, тут
БАК не вiдбувається, оскiльки Tc → 0.

III. СЛАБКОВЗАЄМОДIЮЧИЙ ГАЗ

Для дослiдження БАК у розрiджених газах мож-
на використати спрощену теорiю слабковзаємодiючо-
го бозе-газу, яка була вперше розвинена зi сподiван-
ням пояснити властивостi рiдкого гелiю [8].

Урахування взаємодiї змiнює природу БАК, тож
можуть змiнитися й поданi вище загальнi критерiї
(2.8). Виявляється, однак, що ефект слабкої взаємодiї
в цих умовах лише змiнює межi λ [49].

Ми будемо розглядати тiльки двочастинкову взає-
модiю, ефект вiд якої в розрiдженому газi є суттєвим
тiльки за наявности конденсату, коли густина системи
стає великою щодо заселености в центральнiй частинi
пастки.

Незважаючи на багато зусиль, проблема визначен-
ня залежности температури бозе-конденсацiї слаб-
ковзаємодiючого бозе-газу вiд взаємодiї все ще не
знайшла остаточної вiдповiдi [33], пор. [50].

Дослiджено, що температура Tc, при якiй вiдбуває-
ться БАК, не суттєво вiдрiзняється вiд температури,
передбаченої для iдеального газу. Це вказує на те, що
взаємодiї не сильно змiнюють протiкання цього яви-
ща. Вплив взаємодiї мiж частинками на температу-
ру переходу становить декiлька процентiв, тому таку
систему дуже часто можна трактувати як iдеальну.

Без взаємодiї всi N частинок системи заселяють
стан з нульовою енерґiєю та з нульовим iмпуль-
сом (для вимiрности бiльше двох). У цьому випадку
кiлькiсть конденсованих частинок дорiвнює загальнiй
кiлькостi частинок. Коли вмикається взаємодiя, час-
тинки можуть покинути конденсат i заселити один з

багатьох станiв iз сумарним нульовим iмпульсом, та
N0 природно зменшується [33].

На жаль, експериментальнi результати не є досить
точними, щоб перевiрити теоретичнi прогнози число-
вим шляхом. Ми можемо тiльки порiвняти результа-
ти, обчисленi рiзними теоретичними методами.

У розрiдженiй системi враховуємо тiльки двочас-
тинкову взаємодiю, оскiльки ймовiрнiсть багаточас-
тинкових зiткнень мiзерна. Розгляньмо слабковзає-
модiючий газ у наближеннi твердих сфер, потенцi-
ял яких найбiльш пристосований до вивчення газiв
iз низькими густинами через його формальну просто-
ту [37].

Пояснити поведiнку газу твердих сфер можна, ви-
користавши енерґетичний спектр Боголюбова для
слабонеiдеального газу [8]

ε(p) =
p2

2m

√

1 +
2%Φ(p)

p2/2m
, (3.14)

де ε — енерґiя, p = |p| — абсолютне значення iмпу-
льсу частинки; % = N/V — густина системи, Φ(p) —
фур’є-зображення потенцiялу мiжатомної взаємодiї,
Φ(p) = const для моделi твердих сфер.

Iз дисперсiйного спiввiдношення (3.14) виходить,
що в довгохвильовiй межi Боголюбiвськi квазiчас-
тинки поводяться як “фонони” зi швидкiстю звуку

c =
√

%Φ
m та при низькiй температурi термодинамiка

бозе-конденсованої системи визначається її фононним
спектром.

На противагу цьому в короткохвильовiй межi ква-
зiчастинки поводяться як вiльнi частинки з енерґiєю
p2/2m.

Розглядаючи слабковзаємодiючий газ твердих
сфер, ми розвинемо за степенями Φ густину станiв,
що може бути корисним для дослiдження розрiдже-
них багатобозонних систем.

A. Розклад за параметром взаємодiї

Для опису слабковзаємодiючої системи бозонiв у
зовнiшньому потенцiялi застосуємо метод, який ґрун-
тується на теорiї iдеального бозе-газу, описанiй у роз-
дiлi I. Зв’язок мiж енерґiєю та iмпульсом частинки
масою m можна записати, використовуючи резуль-
тат Боголюбова для спектра елементарних збуджень
слабковзаємодiючого бозе-газу (3.14).
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Для конкретизацiї задачi розглянуто двовимiрну
систему.

У випадку твердих сфер потенцiял взаємодiї можна
записати

Φ(r) = Φδ(r).

Вигляд потенцiялу взаємодiї визначає мiнiмальне
значення енергiї (3.14), тобто енергiї основного стану.
При p = 0

ε ' p2

2m

(

4m%Φ

p2

)

= p

√

%Φ

m
,

ε|p→0 = 0.

Отже, ε0 = 0.
Для порiвняння, у випадку (3-вимiрної) кулонiвсь-

кої взаємодiї Φ(p) = Φ/p2, ε0 =
√

%Φ
m .

Обчислимо основнi термодинамiчнi функцiї.
Густина станiв (1.3)

ρ(ε) dε =
(dp)dV

(2π~)2
=

Ω2V

(2π~)2
p dp,

p(ε) =
√

2

√

√

m2ε2 + m2%2Φ2 − m%Φ,

p(ε) dp = m2ε(m2ε2 + m2%2Φ2)−1/2dε.

Функцiю ρ(ε) запишiмо, використовуючи розклад за
параметром взаємодiї Φ:

ρ(ε) = ρ0(ε) + Φρ1(ε) + Φ2ρ2(ε) + · · ·

Зважаючи на рiзнi дiлянки збiжности функцiї p(ε),
розгляньмо два випадки:

1) ε < %Φ
Ми можемо записати

p dp =
mε

%Φ

(

ε2

%2Φ2
+ 1

)

−1/2

dε = m

[

ε

%Φ
+

∞
∑

n=1

(−1)n

n!

(2n − 1)!!

2n

(

ε

%Φ

)2n+1
]

dε. (3.15)

2) ε > %Φ

p dp = m

(

1 +
%2Φ2

ε2

)

−1/2

dε = m

(

1 +

∞
∑

n=1

(−1)n

n!

(2n − 1)!!

2n

(

%Φ

ε

)2n
)

dε. (3.16)

Кiлькiсть частинок визначаємо з (1.4):

N = N0 +

∫

∞

0

ρ(ε) dε

e
ε−µ

T − 1
= N0 +

∫ %Φ

0

ρε<%Φ(ε) dε

e
ε−µ

T − 1
+

∫

∞

%Φ

ρε>%Φ(ε) dε

e
ε−µ

T − 1
.

Змiст iндексiв бiля ρ очевидний.
Перепишiмо iнтеґрал для першого випадку так:

∫ %Φ

0

ρε<%Φ(ε) dε

e
ε−µ

T − 1
=

V

2π~2

(

m

%Φ

∫ %Φ

0

ε dε

e
ε−µ

T − 1
− m

2%3Φ3

∫ %Φ

0

ε3 dε

e
ε−µ

T − 1
+

3m

8%5Φ5

∫ %Φ

0

ε5 dε

e
ε−µ

T − 1
− · · ·

)

.

Розгляньмо окремо iнтеґрал

∫ %Φ

0

ε dε

e
ε−µ

T − 1
= −1

2
%2Φ2 + T%Φ ln

(

1 − e
%Φ−µ

T

)

+ T 2
[

Li2e
%Φ−µ

T − Li2e
−µ

T

]

,

де так званий полiлогарифм

Liαβ =

∞
∑

n=1

βn

nα
,

вiдповiдно

Li2e
%Φ−µ

T − Li2e
−µ

T =
∞
∑

n=1

e
−nµ

T

n2

(

e
n%Φ

T − 1
)

.
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Використавши розклад у ряд Тейлора, запишемо

Li2e
%Φ−µ

T − Li2e
−µ

T =
∞
∑

n=1

e
−nµ

T

n2

(

n
%Φ

T
+

1

2
n2 %2Φ2

T 2
+ · · ·

)

=
%Φ

T

∞
∑

n=1

e
−nµ

T

n
+

1

2

%2Φ2

T 2

∞
∑

n=1

e
−nµ

T + O(%3Φ3)

= −%Φ

T
ln
(

1 − e
−µ

T

)

+
%2Φ2

2T 2

e
−µ

T

1 − e
−µ

T

+ O(%3Φ3).

Тут ураховано

∞
∑

n=1

en −µ

T

n
= − ln

(

1 − e
−µ

T

)

,
∞
∑

n=1

e
−nµ

T =
e

−µ

T

1 − e
−µ

T

.

Остаточно отримаємо значення iнтеґрала

∫ %Φ

0

ε dε

e
ε−µ

T − 1
=

1

2

%2Φ2

e−µ/T − 1
+ O(%3Φ3)

Аналогiчно обчислюємо наступнi iнтеґрали.

∫ %Φ

0

ρε<%Φ(ε) dε

e
ε−µ

T − 1
=

mV

2π~2

{

1

2

%Φ

e−µ/T−1
− 1

2
· 1

4

%Φ

e−µ/T − 1
+

3

8
· 1

6

%Φ

e−µ/T − 1
+ O(%2Φ2)

}

. (3.17)

Пiсля перетворень можна записати (з точнiстю до лiнiйних доданкiв):

∫ %Φ

0

ρε<%Φ(ε) dε

e
ε−µ

T − 1
=

mV

2π~2
%Φ

1

e−µ/T − 1

[

1

2
+

∞
∑

n=1

(−1)n(2n − 1)!!

n!2n(2n + 2)

]

=

=
mV

2π~2
%Φ

1

e−µ/T − 1

[

1

2
+

∞
∑

n=1

(−1)n

n!

1√
π

Γ(n + 1/2)

2n + 2

]

=
mV

2π~2
%Φ

1

e−µ/T − 1
(
√

2 − 1).

Для ε > %Φ, використовуючи вище зазначений спосiб, можемо записати:

∫

∞

%Φ

ρε>%Φ(ε) dε

e
ε−µ

T − 1
=

mV

2π~2

∞
∑

n=1

{

T
1

n
en(µ−%Φ)/T − 1

2
enµ/T %Φ +

+
3

8

1

3
enµ/T %Φ − 5

16

1

5
enµ/T %Φ +

35
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1

7
enµ/T %Φ + . . . + %2Φ2 ln

n%Φ

T

enµ/T n

T
+ . . .

}

,

Пiсля перетворень, аналогiчних виконаним для першого iнтеґрала,
∫

∞

%Φ

ρε>%Φ(ε) dε

e
ε−µ

T − 1
= − mV

2π~2
T ln

(

1− e
µ−%Φ

T

)

+
mV

2π~2
%Φ

1

e−µ/T − 1
(1 −

√
2). (3.18)

B. Критична температура та хемiчний потенцiял

Повна кiлькiсть частинок

N = N0 +

∫ %Φ

0

ρε<%Φ(ε) dε

e
ε−µ

T − 1
+

∫

∞

%Φ

ρε>%Φ(ε) dε

e
ε−µ

T − 1

= N0 +
mV

2π~2

{

−T ln
(

1 − e
µ−%Φ

T

)

+

+ %Φ
1

e−
µ

T − 1

(

1 −
√

2 +
√

2 − 1
)

}

.

Останнiй доданок дорiвнює нулевi, отже, треба врахо-
вувати доданки з ln Φ в другому iнтеґралi. Запишiмо

∫

∞

%Φ

ρε>%Φ(ε) dε

e
ε−µ

T − 1
=

mV

2π~2

∞
∑

n=1

%2Φ2 enµ/T

T
n ln

n%Φ

T

=
mV

2π~2

1

T

1

(eµ/T − 1)2

{

%2Φ2eµ/T ln
%Φ

T
+ . . .

}

.

Пiсля перетворень маємо

128



ВПЛИВ СЛАБКОЇ ВЗАЄМОДIЇ НА ВЛАСТИВОСТI БОЗЕ-ГАЗУ

N = N0 +
mV

2π~2

{

− T ln
(

1− e
µ−%Φ

T

)

+
1

4T sh2 µ
2T

%2Φ2 ln
%Φ

T

}

. (3.19)

Це — рiвняння для визначення хемiчного потенцiялу,
яке зручнiше переписати у виглядi:

−T ln
(

1 − e
µ−%Φ

T

)

+
1

4T sh2 µ
2T

%2Φ2 ln
%Φ

T
=

2π~
2

m
%,

де враховано, що при наближеннi до точки бозе-
конденсацiї справа N0 = 0. Бачимо, що при µ → 0
другий доданок стає розбiжним, що, зокрема, вказує
на iснування фазового переходу.

Для оцiнки хемiчного потенцiялу в лiнiйному на-
ближеннi запишiмо його так:

µ = µ0 + ∆µ.

Тут µ0 — хемiчний потенцiял iдеального газу, а ∆µ —
доданок, який ураховує взаємодiю в системi. Знахо-
димо його з рiвняння

−T ln
(

1 − e
µ−%Φ

T

)

+ o(ρΦ) = −T ln
(

1 − e
µ0

T

)

.

Отже, ∆µ = %Φ:

µ = µ0 + ∆µ = µ0 + %Φ

Тепер можна визначити Tc як точку, в якiй потен-
цiял iдеального бозе-газу набуває значення −%Φ:

−Tc ln
(

1 − e
−%Φ

Tc

)

=
2π~

2

m
%. (3.20)

Отже, рiвняння для Tc виходить трансцендентне.
Для малих Φ:

Tc ' − 2π~
2%/m

ln
(

Φ
/

2π~2

m

) → 0, (3.21)

що збiгається з Tc = 0 для iдеального двовимiрного
бозе-газу.

У таблицi 2 наведено порiвняння чисельних розра-
хункiв критичної температури зi значенням, яке дає
вираз (3.21).

Φ Чисельний результат Оцiнка (3.21)

1.0 0.95 ∞
0.5 0.74 1.44

0.25 0.58 0.72

0.125 0.47 0.48

0.0625 0.39 0.36

0.03125 0.32 0.29

Таблиця 2. Залежнiсть критичної температури однорiд-
ного слабковзаємодiючого бозе-газу вiд параметра взаємо-
дiї Φ. Значення параметрiв: 2π~

2/m = 1, % = 1.

C. Вплив зовнiшнього потенцiялу

Розгляньмо поведiнку системи в зовнiшньому полi.
Як зазначалось вище, показник ε збiльшується на 1.
Для ε < %Φ найнижчi степенi — %2Φ2, тобто нелiнiйнi
за %Φ.

Згiдно з попереднiми наближеннями,

∫

∞

%Φ

ρε>%Φ(ε) dε

e
ε−µ

T − 1
= T 2

∞
∑

n=1

enµ/T

n2
+ O(%2Φ2 ln %Φ)

= T 2Li2e
µ

T + O(%2Φ2 ln %Φ). (3.22)

Тобто, у наближеннi, лiнiйному за Φ, хемiчний по-
тенцiял збiгається з результатом для iдеального бозе-
газу (у пастцi): µ = µ0. Поправки мають порядок
%2Φ2 ln %Φ.

Числовi розрахунки для двовимiрного взаємодiю-
чого бозе-газу в зовнiшньому квадратичному потен-
цiялi проведено за описаною вище схемою без вико-
ристання розкладу за параметром взаємодiї [51]. На
рисунку (3) наведено результати обчислень для газу
твердих сфер iз рiзним значенням параметра взаємо-
дiї i для порiвняння — бозе-газу з “кулонiвською” вза-
ємодiєю. Можна побачити, що темпаратура фазово-
го переходу (у випадку вiдштовхувальної взаємодiї)
зростає.

Рис. 3. Залежнiсть теплоємности бозе-газу в зовнiшньо-
му потенцiялi вiд температури. Параметр b = %Φ.

ВИСНОВКИ

Для слабковзаємодiючого бозе-газу в моделi твер-
дих сфер обчислено густину станiв, кiлькiсть час-
тинок, критичну температуру та хемiчний потенцi-
ял iз використанням теорiї iдеального газу на пiдста-
вi спектра Боголюбова енерґетичних збуджень слаб-
конеiдеального газу. За допомогою розкладу для 2-
вимiрного газу за параметром взаємодiї Φ отрима-
но результати, якi можна узагальнити для довiль-
ної вимiрности. Показано, що критична температура
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Tc ∝ −1/ lnΦ i прямує до нуля, а хемiчний потенцiял
газу в пастцi з точнiстю до лiнiйних за Φ доданкiв до-
рiвнює хемiчному потенцiяловi iдеального газу й вiд-
рiзняється вiд нього доданками типу %2Φ2 ln %Φ. Ви-

явлено, що температура бозе-конденсацiї слабковзає-
модiючого двовимiрного газу твердих сфер у зовнiш-
ньому потенцiялi зростає порiвняно з iдеальним бозе-
газом.
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ВПЛИВ СЛАБКОЇ ВЗАЄМОДIЇ НА ВЛАСТИВОСТI БОЗЕ-ГАЗУ

THE INFLUENCE OF WEAK INTERACTION ON THE BOSE-GAS PROPERTIES

I. M. Ilkiv1,2, A. A. Rovenchak1
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12 Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine
2High Energy Physics Department, A. Soltan’s Institute for Nuclear Studies,
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A way to study a weakly-interacting Bose-gas is presented. It is based on the ideal Bose-gas theory and on
Bogoliubov‘s excitations spectrum for a weakly-nonideal Bose-system. Results for the density of states, the number
of particles, the critical temperature and the chemical potential of a weakly-interacting Bose-gas are obtained.
The external field influence on the gas behaviour is considered.
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