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Теоретично проаналiзовано питому провiднiсть σ (tD) тонкої металевої плiвки як функцiю
часу дифузiйного вiдпалювання tD в ортогональному до її поверхнi магнетному полi в умовах,
коли на одну з поверхонь нанесено дифундуючий ультратонкий шар iншого металу. Отрима-
но загальний та асимптотичнi вирази для величини σ (tD). Проведено докладний числовий
розрахунок залежности величини σ вiд часу дифузiйного вiдпалювання при рiзних значеннях
параметрiв, якi характеризують структуру зразка. Показано, що змiна провiдних властивос-
тей металевого шару пiсля дифузiйного вiдпалювання дає змогу дослiдити сам процес об’ємної
дифузiї та оцiнити коефiцiєнт дифузiї.
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I. ВСТУП

Широке застосування тонких металевих плiвок у
мiкроелектронiцi й обчислювальнiй технiцi та пов’я-
зана з цим проблема стабiльности транспортних ха-
рактеристик плiвкових зразкiв визначили постiйний
науковий iнтерес до вивчення дифузiйних процесiв у
таких системах [1–5]. Однiєю з можливостей отрима-
ти достовiрну iнформацiю про коефiцiєнт об’ємної ди-
фузiї є дослiдження еволюцiї кiнетичних характерис-
тик тонкої плiвки пiд час дифузiйного вiдпалювання
в умовах зовнiшнього розмiрного ефекту.

Так, зокрема, наявнiсть дифундуючого шару мета-
лу на однiй iз поверхонь тонкого провiдника приво-
дить до виникнення в об’ємi провiдника дiлянки тов-
щиною x0 з великою концентрацiєю домiшок. У цьому
випадку ефективна довжина вiльного пробiгу носiїв
заряду стає порядку d − x0 i розмiрнi ефекти визна-
чатимуться вже не товщиною плiвки d, а ефектив-
ною товщиною deff = d − x0 [6–9], де x0

∼=
√

DtD —
ефективне зменшення товщини плiвки (D — коефi-
цiєнт об’ємної дифузiї, tD — час дифузiйного вiдпа-
лювання). Експериментальне вимiрювання транспор-
тного коефiцiєнта, зокрема провiдности плiвки, до i
пiсля дифузiйного вiдпалювання дає змогу визначити
ефективну глибину проникнення атомiв дифузанта в
об’єм зразка i, вiдповiдно, отримати iнформацiю про
величину коефiцiєнта об’ємної дифузiї.

Уперше на можливiсть використання розмiрних
ефектiв для обчислення коефiцiєнта об’ємної дифузiї
було вказано й експериментально реалiзовано в ро-
ботi [6], у якiй за змiщенням лiнiй радiочастотного
розмiрного ефекту в бiк бiльших магнетних полiв бу-
ли визначенi коефiцiєнти об’ємної дифузiї для рiзних
металевих пар. Пiзнiше вплив дифундуючих домiш-
кiв на статичнi, ґальваномагнетнi та високочастотнi

розмiрнi ефекти був проаналiзований у працях [7, 8].
У цьому повiдомленнi теоретично проаналiзовано

ґальваномагнетний осциляцiйний розмiрний ефект в
ортогональному до поверхнi плiвки магнетному полi
за наявности дифундуючого шару домiшок. Наведе-
но узагальнену (при довiльному характерi взаємодiї
електронiв iз поверхнями зразка) формулу для про-
вiдности пластини. Показано, що для аналiзу змiни
провiдности пластини з часом дифузiйного вiдпалю-
вання може бути використаний простiший метод —
метод середньої концентрацiї. Проведено докладний
числовий розрахунок залежности питомого опору вiд
часу дифузiйного вiдпалювання та величини магнет-
ного поля при рiзних значеннях параметрiв, якi ха-
рактеризують тонкий провiдник.

II. РОЗРАХУНОК КОЕФIЦIЄНТА
ЕЛЕКТРОПРОВIДНОСТИ

Розгляньмо металеву пластину товщиною d, яка на-
багато менша за довжину вiльного пробiгу носiїв за-
ряду l0, на одну iз поверхонь якої нанесено дифунду-
ючий в об’єм зразка ультратонкий шар iншого мета-
лу (рис. 1). Нормаль до поверхнi плiвки, уздовж якої
направлене магнетне поле H, паралельна до осi X ,
а зовнiшнє однорiдне електричне поле напружености
E прикладене у площинi зразка. Будемо вважати, що
товщина шару дифузанта d1 � d, так що його влас-
ний внесок у сумарну провiднiсть провiдника незнач-
ний i ним можна знехтувати.

Не зупиняючись на стандартнiй процедурi розв’яз-
ку кiнетичного рiвняння з вiдповiдними граничними
умовами для функцiї розподiлу електронiв [7–9], за-
пишемо компоненти тензора провiдности σαβ , (α, β) =
(y, z) у такому виглядi:
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σαβ =

(

Re σ̃ Im σ̃
−Im σ̃ Re σ̃

)

, (1)

σ̃ (tD) = − 2e2

d h3

∫

vx>0

d3p
∂f0

∂ε

v2
y

vx

{

2I +
q1I

2
0 + q2I

2
d + 2q1q2W (0)I0Id

1 − q1q2W 2(0)

}

, (2)

I =

d
∫

0

dx W (x)

d
∫

x

dx′ W−1 (|x′|) , I0 =

d
∫

0

dx W (0)W−1 (|x|) ,

Id =

d
∫

0

dxW (x), W (x) = exp







− 1

|vx|

d
∫

x

dx′

τ (x′)







, (3)

де W (x) — ймовiрнiсть того, що електрон проходить
вiдрiзок шляху [x, d] без розсiювання на атомах домi-
шок [6–11]; e, x, p — заряд, координата та квазiiм-
пульс носiя заряду, v та ε — його швидкiсть i енерґiя,
h — стала Планка, f0(ε) — фермiвська функцiя роз-
подiлу, qj — ймовiрнiсть дзеркального вiдбиття елект-
рона j-ю поверхнею зразка (j = 1, 2). У випадку, коли
q1 = 0, формула (2) збiгається з вiдповiдною форму-
лою працi [7].

Рис. 1. Модель тонкого шару металу в умовах об’ємної
дифузiї. Ламаною лiнiєю схематично показано можливу
траєкторiю носiя заряду в сильному магнетному полi, ор-
тогональному до зовнiшньої поверхнi зразка.

Характерну частоту об’ємних зiткнень τ−1 (x) у ви-
разi (3) можна записати так [6, 7]:

1

τ (x)
=

1

τ0

(

1 + i
β

k

)

+ v0 σeff n0 C (x, tD) , (4)

де τ−1
0 = const i визначається розсiянням носiїв за-

ряду на фононах i залишкових домiшках у зразку до
дифузiйного вiдпалювання; β = d/r, r — ларморiв-
ський радiус; k = d/l0 — нормована на довжину вiль-
ного пробiгу електронiв l0 товщина провiдника; i —
уявна одиниця; v0 — фермiвська швидкiсть; σeff —
ефективний перерiз розсiяння носiїв заряду на ато-
мах домiшок, n0 — концентрацiя атомiв плiвки до ди-
фузiйного вiдпалювання; C (x, tD) — розподiл атомiв
домiшок в об’ємi зразка.

Якщо товщина плiвки d �
√

DtD, коефiцiєнт об’єм-
ної дифузiї сталий (D = const), немає стрибка концен-
трацiї на межi подiлу та iснує межа розчинности до-
мiшок у провiднику (C (0, tD) = C0 < 1), то розподiл
атомiв дифузанта C (x, tD) в об’ємi зразка має такий
вигляд [12]:

C (x, tD) = C0 erfc
x

2
√

D tD
. (5)

Нижче ми проаналiзуємо найцiкавiший з погляду
експерименту випадок, а саме, змiну питомої провiд-
ности тонкого шару металу пiсля дифузiйного вiдпа-
лювання.

Iнтеґруючи по поверхнi Фермi у формулi (2), для
величини σ (tD) отримаємо наступну формулу у до-
пущеннi, що закон дисперсiї для носiїв заряду квад-
ратичний та iзотропний:

σ (tD)

σ0
≡ Re

(

σ̃

σ0

)

= k2

〈

G (tD)

z2 (1 − E)

〉

, (6)

G (tD) = 2J +
q1J

2
0 + q2J

2
d + 2q1q2E W (0)J0Jd

1 − q1q2E2W 2(0)
, (7)

J =

1
∫

0

dx W (x)

1
∫

x

dx′ W−1 (|x′|)

× exp

{

−k + iβ

z
(x′ − x)

}

, (8)

J0 =

1
∫

0

dx W (0)W−1 (|x|) exp

{

−k + iβ

z
x

}

,

Jd =

1
∫

0

dx W (x) exp

{

−k + iβ

z
(1− x)

}

, (9)
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W (x) = exp

{−k A

z

[

erfc

(

1√
tl

)

− x erfc

(

x√
tl

)

+

√

tl
π

(

exp

(

−x2

tl

)

− exp

(

− 1

tl

))

]}

, (10)

E = exp

{

−k + iβ

z

}

, A = l0σeffn0C0, tl =
4D

d2
tD,

(11)

〈. . .〉 =
3

4k

1
∫

0

dz
(

z − z3
)

(1 − E)

{

. . .

}

, (12)

де σ0 — провiднiсть масивного зразка за вiдсутности
магнетного поля, час релаксацiї носiїв заряду в яко-
му τ0.

При невеликому часi дифузiйного вiдпалювання
tD ефективна глибина проникнення атомiв домiшкiв√

D tD � d, похiдна функцiї W (x) має максимум при
x = x0 = a

√
DtD ( W ′′(x0) = 0) i змiнюється досить

швидко порiвняно з функцiєю exp {−k/z} [6,7], що дає
змогу розрахувати iнтеґрали у формулi (6) асимпто-
тично при tl � 1 i змiну провiдности ∆σ (tD) у слаб-
кому магнетному полi (β � 1) запишемо у такому
виглядi (для того щоб уникнути громiздкого кiнцево-
го результату розрахунку, ми вважаємо, що зовнiшнi
межi зразка дифузно розсiюють електрони):

∆σ (tD)

σ0

∼= β2

32

l0
d − x0

, k � 1, β � 1, (13)

де

x0 = a
√

DtD, a ≈ 2 ln1/2
{

2σeffn0C0

√

DtD

}

. (14)

З iншого боку, ефективну глибину проникнення
атомiв домiшок в об’єм тонкої плiвки можна визна-
чити за формулою:

x0 = d

{

1 − σ (tD)

σ (0)

}

, (15)

де σ (tD) — провiднiсть зразка пiсля дифузiйного вiд-
палювання, яка визначається формулою (6), а σ (0)

— провiднiсть тонкого шару металу до дифузiйного
вiдпалювання [13]. Порiвнюючи мiж собою формули
(14) та (15), для коефiцiєнта об’ємної дифузiї можна
отримати такий вираз:

D =
d2

a2tD

(

∆σ

σ (0)

)2

=
d2

a2tD

∆σ2

σ2
0

(

3

2
k ln

(

1

k

)

− β2

32k

)−2

. (16)

Величина коефiцiєнта a, який входить у форму-
лу (16), залежить вiд параметрiв, якi визначають
структуру зразка, та вiд коефiцiєнта об’ємної дифу-
зiї. Однак при малому часi дифузiйного вiдпалювання
(tl � 1) величина a є функцiєю, яка повiльно змiню-
ється зi змiною D [6], i тому при отриманi формули
(16) коефiцiєнт a вважався параметром задачi.

Асимптотичний вираз для коефiцiєнта провiдности
в дiлянцi сильного магнетного поля (β � 1) наведено
в працi [7].

III. АНАЛIЗ ПРОВIДНОСТИ ПЛIВКИ
МЕТОДОМ СЕРЕДНЬОЇ КОНЦЕНТРАЦIЇ

Часову змiну провiдности тонкого шару металу пiд
час дифузiйного вiдпалювання за наявности ультра-
тонкого дифундуючого шару домiшок можна проана-
лiзувати за допомогою методу середньої концентра-
цiї [14], у якому допускається, що домiшки рiвномiрно
розподiленi в об’ємi зразка:

C (tD) =
1

d

d
∫

0

dx C (x, tD)

= C0

{

erfc

(

1

tl

)

+

√

tl
π

(

1 − exp

(

− 1

tl

))

}

. (17)

Це наближення дозволяє у формулi (6) виконати iнте-
ґрування за координатою i показати, що провiднiсть
тонкого шару металу в ортогональному до поверхнi
магнетному полi визначається такою формулою:

σ (tD)

σ0
=

k

k + iβ

(

1 −
〈

2 − q1 − q2 + (q1 + q2 − 2q1q2) E

1 − q1q2E
2

〉)

, (18)

де

k = k
{

1 + l0 σeff n0 C
}

, E = exp

{

−k + iβ

z

}

, (19)

а кутовi дужки у формулi (18) визначенi спiввiдношенням (12), у якому необхiдно зробити такi замiни: k →
k + iβ, E → E.

Отриману формулу (18) для провiдности тонкої плiвки в умовах ефекту Зондгаймера [13] для довiльних
товщин зразка можна спростити для граничних значень параметра k. Якщо шар металу товстий

(

k � 1
)

, то
для довiльних i граничних значень величини магнетного поля β провiднiсть зразка дорiвнює:
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σ (tD)

σ0
=

k k

k
2

+ β2

{

1 − 3 (2 − q1 − q2)

16 k

k
2 − β2

k
2

+ β2

}

∼=















k
k

[

1 − 3(2−q1−q2)

16k

(

1 − 3β2

k
2

)]

, β � 1,

k k
β2

[

1 + 3(2−q1−q2)

16k

(

1 − 3 k
2

β2

)]

, β � 1.

(20)

Коли ж шар металу тонкий (k � 1), змiна провiд-
ности зразка у слабкому магнетному полi (β � 1) до-
рiвнює (для простоти ми вважаємо, що параметри
Фукса qj = 0)

σ (0) − σ (tD)

σ0
=

∆σ

σ0
=

β2

32 kk
, (21)

де

σ (0) =
3

4
k ln

1

k
(22)

— провiднiсть тонкого зразка до дифузiйного вiдпа-
лювання.

Якщо ж магнетне поле сильне (β � 1), то провiд-
нiсть тонкої плiвки зручно записати як суму монотон-
ної σmon та осцилюючої σosc частин [15], тобто

σ = σmon + σosc, (23)

де

σmon

σ0
=

kk

β2

{

1 +
3

16k
(2 − q1 − q2)

}

. (24)

Осцилюючу частину провiдности тонкого зразка
можна розрахувати за допомогою методу стацiонар-
ної фази. У результатi розрахунку отримаємо:

σosc

σ0
=

3 (1 − q1) (1 − q2)

β4
ke−k cosβ, (25)

i, вiдповiдно, вiдношення осцилюючої частини провiд-
ности до її монотонної частини можна записати як:

σmon

σosc
=

3 (1 − q1) (1 − q2)

k + 3
16 (2 − q1 − q2)

· exp
(

−k
)

cosβ

β2
. (26)

Звiдси випливає, що максимальне значення провiд-
ности тонкого зразка в сильному магнетному полi при
наявностi дуфузанта дорiвнює:

(

σosc

σmon

)

max

=
3

3/8 + d/l

(r

d

)2

, (27)

де

l (tD) =
l0

1 + l0σeffn0C (tD)
(28)

— ефективна довжина вiльного пробiгу носiїв заряду
за наявности домiшок в об’ємi провiдника.

IV. ЧИСЛОВИЙ РОЗРАХУНОК

Кривi, наведенi на рис. 2 a–в, отриманi числовим
розрахунком за точною формулою (6) та демонстру-
ють залежнiсть питомого опору тонкого шару металу
вiд часу дифузiйного вiдпалювання при рiзних зна-
ченнях параметрiв, якi характеризують провiдник у
дiлянках слабкого (β � 1) та сильного (β � 1) маг-
нетного поля.

На рис. 2 а–б наведено залежностi питомого опо-
ру тонкої плiвки вiд часу дифузiйного вiдпалювання
при рiзних значеннях нормованої на довжину вiльно-
го пробiгу електронiв товщини плiвки k (рис. 2 а) та
параметра A (рис. 2 б). Характерно, що при виконан-
нi нерiвности tl < 0.05 змiна параметрiв, якi визнача-
ють величину A, практично не впливає на залежнiсть
ρ (tl). Ця обставина дає змогу отримувати iнформа-
цiю про коефiцiєнт дифузiї без вiдомостей про точне
значення величини A [6].

Рис. 2 в–г iлюструють осциляцiйну залежнiсть опо-
ру плiвки вiд величини магнетного поля, якi одер-
жанi за формулами (6) (рис. 2 в) та (18) (рис. 2 г).
Розрахунок показує, що зi збiльшенням часу дифу-
зiйного вiдпалювання амплiтуда та перiод осциляцiй
зростає [16]. Це зумовлено тим, що розсiяння електро-
нiв, якi дають основний внесок в ефект, вiдбувається
не на поверхнi зразка, а на атомах домiшок, якi про-
дифундували в об’єм зразка на деяку ефективну гли-
бину x0, що визначається формулою (15). Водночас
розрахунок осциляцiйної залежности ρ (β) за форму-
лою (18) показує, що зi збiльшенням tl збiльшується
лише амплiтуда, оскiльки зразок пiд час дифузiйного
вiдпалювання стає ефективно тоншим, а перiод ос-
циляцiй практично не змiнюється, оскiльки в цьому
випадку вважається, що домiшки рiвномiрно розпо-
дiленi в об’ємi зразка.

На рис. 3 а–б наведена залежнiсть ефективної гли-
бини проникнення атомiв дифузанта x0 в об’єм зразка

вiд t
1/2
l , розрахованої за формулою (14), у якiй про-

вiднiсть зразка визначається формулами (6) (рис. 3 а)
та (18) (рис. 3 б). Незначне вiдхилення кривих вiд лi-
нiйности при малих значеннях tl свiдчить про дифу-
зiйний характер процесу [16].

V. ВИСНОВКИ

Отже, нанесення ультратонкого дифундуючого ша-
ру металу на одну з поверхонь тонкої плiвки суттєво
впливає на питому провiднiсть зразка, помiщеного в
зовнiшнє ортогональне до поверхнi однорiдне магнет-
не поле.
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а б

в г

Рис. 2. Залежнiсть питомого опору плiвки вiд часу дифузiйного вiдпалювання tl = 4D/d2tD при рiзних значеннях
параметрiв, якi характеризують зразок.
a) qj = 0.1, A = 1500, β = 0.1, 1 — k = 0.1, 2 — k = 1.0, 3 — k = 5;
б) qj = 0.1, k = 0.1, β = 0.1, 1 — A = 6000, 2 — A = 3000, 3 — A = 1000;
в) qj = 0.0, A = 1500, k = 0.01, 1 — tl = 10−3, 2 — tl = 10−4, 3 — tl = 10−5;
г) qj = 0.0, A = 1500, k = 0.01, 1 — tl = 10−3, 2 — tl = 10−4, 3 — tl = 10−5, 4 — tl = 0.0.

При невеликому часi дифузiйного вiдпалювання, ко-
ли характерна глибина проникнення в об’єм плiв-
ки атомiв домiшок

√
DtD значно менша вiд товщи-

ни зразка d (
√

DtD � d), провiднiсть тонкого шару
металу визначатиметься шириною “чистої” дiлянки.
Експериментально вимiрюючи провiднiсть плiвки до
i пiсля дифузiйного вiдпалювання (σ(0) та σ(tD) вiд-
повiдно), можна за формулою (15) визначити ефек-
тивну глибину проникнення атомiв домiшок в об’єм
провiдника, а з використанням спiввiдношення (16)
оцiнити коефiцiєнт об’ємної дифузiї. Зi збiльшенням
часу дифузiйного вiдпалювання, так що (

√
DtD < d),

змiну питомої провiдности тонкої плiвки зi змiною tD

можна проаналiзувати за допомогою методу серед-
ньої концентрацiї, у якому вважається, що домiшки
рiвномiрно розподiленi по об’єму провiдника. У цьому
випадку вiдносно простий зв’язок провiдности плiвки
(27) з ефективною довжиною вiльного пробiгу носiїв
заряду l(tD) (28) також дає змогу отримати iнформа-
цiю про коефiцiєнт об’ємної дифузiї.

Робота виконана за фiнансової пiдтримки МОН Ук-
раїни в межах держбюджетної теми №0106U001942
“Формування кристалiчної структури й електрофi-
зичних властивостей плiвкових матерiялiв на основi
багатошарових металевих наносистем” (2006–2008).
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а б

Рис. 3. Залежнiсть ефективної глибини проникнення атомiв домiшок x0 в об’єм тонкого шару металу вiд часу дифу-
зiйного вiдпалювання t

1/2

l при таких значеннях параметрiв:
a) qj = 0.1, A = 1500, β = 10, 1 — k = 10, 2 — k = 0.1, 3 — k = 0.01;
б) qj = 0.1, A = 1500, k = 0.01, 1 — β = 0.01, 2 — β = 0.1, 3 — β = 1.
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THE OSCILLATORY GALVANOMAGNETIC EFFECT IN THIN METAL LAYERS
UNDER THE PRESENCE OF THE LAYER OF DIFFUSING IMPURITIES

L. V. Dekhtyaruk, I. Yu. Protsenko
Physical-Technical Faculty, Sumy State University,

2, Rymskyj-Korsakova St., UA–40007, Sumy, Ukraine

E-mail: dekhtyaruk@mail.ru

We analyzed theoretically the annealing-time dependence of the electrical resistivity, σ (tD), of a thin metal
layer capped with the ultrathin layer of diffusing impurities in a transverse magnetic field. We have obtained both
general formulas and asymptotic expressions for σ (tD). We have calculated numerically the dependence of the
σ on the annealing time at arbitrary parameters that characterize the sample structure. We demonstrated that
changes of the conductivity of the metal layer caused by the diffusion annealing provide us with the possibility to
investigate the processes of bulk diffusion and estimate bulk diffusion coefficients.
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