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За допомогою знайденого в працi [I. О. Вакарчук, Р. О. Притула, Журн. фiз. досл. 12, 4001
(2008)] виразу для парного структурного фактора бозе-рiдини в наближеннi непрямих три- та
чотиричастинкових кореляцiй розраховано парну функцiю розподiлу та пряму кореляцiйну
функцiю рiдкого гелiю-4. Усi кiнцевi вирази записано через експериментально вимiрюваний
структурний фактор, екстрапольований до T → 0, який узято як вихiдну iнформацiю замiсть
потенцiалу мiжчастинкової взаємодiї. На основi отриманих виразiв чисельно розраховано тем-
пературнi залежностi парної функцiї розподiлу, якi добре збiгаються з експериментальними
даними, та прямої кореляцiйної функцiї.
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I. ВСТУП

Одна з основних задач фiзики рiдин — установи-
ти зв’язок мiж парною функцiєю розподiлу F2(R) i
потенцiалом попарної мiжчастинкової взаємодiї Φ(R).
Iвон уперше отримав ланцюжок рiвнянь для s-
частинкових функцiй розподiлу (див. [1, 2] i поклики
там), а пiзнiше їх незалежно сформулювали у пра-
цях Боголюбов [3], Борн i Ґрiн [4]. Результатом цих
праць є нескiнченна система лiнiйних iнтеґральних
рiвнянь, яку можна розв’язувати шляхом вiдповiдних
наближень. Цi наближення зводяться до обривання
ланцюжка рiвнянь. Кiрквуд у працi [5] запропону-
вав суперпозицiйне наближення для тричастинкової
функцiї розподiлу i отримав замкнуте iнтеґродифе-
ренцiйне рiвняння для парної функцiї розподiлу. В се-
рiї праць [6–15] автори рiзними методами одержували
вищi наближення для суперпозицiйного наближення
Кiрквуда [5]. Ще однiєю величиною, яка вiдiграє важ-
ливу роль у теорiї рiдин, є пряма кореляцiйна функ-
цiя [1,2,16]. У працях [17–25] автори встановили зв’я-
зок мiж прямою кореляцiйною функцiєю та парною
функцiєю розподiлу.

Уперше вираз для парної функцiї розподiлу слабо-
неiдеального бозе-газу знайшов Боголюбов у працях
з теорiї надплинностi [3]. Розрахована в такому на-
ближеннi парна функцiя розподiлу непридатна для
дослiдження такої сильнонеiдеальної бозе-системи, як
рiдкий гелiй-4: на малих вiдстаннях вона виявляється
вiд’ємною, однак, за означенням, — додатно визначе-
на функцiя. У серiї праць [26–28] запропоновано ме-
тод, який допомагає уникнути цих труднощiв: матри-
цi густини мають експоненцiальну форму, що забезпе-
чує додатнiсть функцiй як на великих, так i на малих
вiдстанях. Першi два члени розкладу експоненти в
ряд вiдтворюють вираз для парної функцiї розподiлу
в наближеннi Боголюбова [3]. У працi [26] для одно-
вимiрної бозе-системи експоненцiальна форма виразу
парної функцiї розподiлу дала змогу отримати просту

залежнiсть енерґiї основного стану вiд параметра вза-
ємодiї. Така залежнiсть справедлива як для слабкої,
так i сильної мiжчастинкових взаємодiй. Для потен-
цiалу твердих сфер вираз для парної функцiї розпо-
дiлу [26] на великих вiдстанях вiдтворює вiдомi вира-
зи праць [29–32]. Вираз для парної функцiї розподiлу
основного стану рiдкого гелiю-4 в наближеннi прямих
три- та чотиричастинкових кореляцiй знайдено в пра-
цi [28]. У нiй для моделi класичного електроного газу
в компенсуючому полi отримано для парної функцiї
розподiлу вiдомi вирази в теорiї електролiтiв [33], що
свiдчить про застосовнiсть виразу i в теорiї класич-
них рiдин. У працi [34] розвинено теорiю збурень для
бозе-конденсатної фракцiї рiдкого гелiю-4 через пар-
ну функцiю розподiлу. На сьогоднi не знайдено тем-
пературної залежностi парної функцiї розподiлу для
рiдкого гелiю-4.

Важливою причиною для дослiдження парної фун-
кцiї розподiлу є те, що ми можемо порiвнювати її з
експериментальними даними. Ця обставина вiдкри-
ває можливiсть точнiшої i чутливiшої перевiрки те-
оретичних моделей порiвняно з простим дослiджен-
ням термодинамiчних функцiй. Експериментальнi ро-
боти з визначення парної функцiї розподiлу базують-
ся на дослiдженнi структурного фактора рiдини, який
безпосередньо добре визначається з дослiдiв iз розсi-
яння рентґенiвських променiв, нейтронiв чи електро-
нiв [35–40].

II. ВИХIДНI РIВНЯННЯ

У нашiй попереднiй працi [41] за допомогою
квантово-статистичного пiдходу на основi повної мат-
рицi густини [42] розраховано вираз для парного
структурного фактора бозе-рiдини в наближеннi не-
прямих три- та чотиричастинкових кореляцiй:

S(q) =
S̄0(q)

1 +
[

λq + Π̄q

]

S̄0(q)
, (1)
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де так званий масовий, або поляризацiйний оператор

Π̄q =
1

2NS̄2
0(q)

∑

q′ 6=0

q+q′ 6=0

λq′

1 + λq′ S̄0(q′)

[

S̄
(4)
0 (q,−q,q′,−q′)

−
λ|q+q′|

1 + λ|q+q′|S̄0(|q + q′|)

[

S̄
(3)
0 (q,q′,−q − q′)

]2
]

. (2)

Тут N — кiлькiсть безспiнових взаємодiючих бозе-
частинок системи, що рухаються в об’ємi V , кожна
з яких має масу m.

Величина

λq = αq th

(

βEq

2

)

− th

(

βε̄q

2

)

(3)

визначає парнi мiжчастинковi кореляцiї, β = 1/T —
обернена температура системи;

ε̄q =
~

2q2

2m̄
(4)

— це перенормований спектр вiльної частинки. Вели-
чину m̄ трактуємо як повну ефективну масу частин-
ки:

m∗

m̄
= 1 + F (T ), (5)

де

F (T ) =
1

2π2ρ

∞
∫

0

q2dq
λq

1 + λq S̄0(q)
n̄q(1 + n̄q)

×

[

2

3
β

~
2q2

2m∗
(1 + 2n̄q) − 1

]

, (6)

а m∗ — “затравочна” ефективна маса частинки, через
яку враховуємо внесок прямих багаточастинкових ко-
реляцiй:

m

m∗
= 1 −

1

3N

∑

q6=0

λ2
q

(1 + λq)(2 + λq)
. (7)

Зауважимо, що у виразi (7) величину λq (3) беремо
при m̄ = m: λq = λq |m̄=m. Поняття ефективної маси
для рiдкого гелiю-4 вперше ввiв Файнман [43]. Вели-
чина

n̄p =
1

z̄−1eβε̄p − 1
(8)

— середня кiлькiсть бозе-частинок iдеального газу зi
спектром ε̄p, z̄ — його активнiсть. Активнiсть z̄ ви-
ключаємо з рiвняння:

∑

p

n̄p = N. (9)

Наступна величина з (3):

Eq = αq
~

2q2

2m

— це спектр елементарних збуджень Боголюбова, де

αq =

√

1 +
2N

V
νq

/

~2q2

2m
(10)

— боголюбiвський фактор, а

νq =

∫

e−iqRΦ(R)dR (11)

— фур’є-образ потенцiалу попарної мiжчастинкової
взаємодiї Φ(R).

Вiдповiднi вирази для парного, три- та незвiдного
чотиричастинкового структурних факторiв iдеально-
го бозе-газу є такими:

S̄0(q) = 1 + 2
n0

N
nq +

1

N

∑

p6=0

p+q6=0

n̄pn̄|p+q|, (12)

S̄
(3)
0 (q,q′,−q− q′) = 2

n0

N

[

n̄qn̄q′ + n̄qn̄|q+q′|

+n̄q′ n̄|q+q′|

]

+ S̄0(q) + S̄0(q
′) + S̄0(| − q − q′|) − 2

+
2

N

∑

p

n̄pn̄|p+q|n̄|p−q′|, (13)

S̄
(4)
0 (q,−q,q′,−q′) = 2

n0

N

[

n̄|q−q′| + n̄|q+q′|

]

×
[

n̄q(1 + n̄q) + n̄q′(1 + n̄q′)
]

(14)

+2

[

S̄
(3)
0 (q,q′,−q− q′) − S̄0(q) − S̄0(q

′) + 1

]

.

Тут параметр n0/N — це бозе-конденсатна фракцiя
вiльних частинок зi спектром (4). В останньому до-
данку виразу (13) в кожному середньому n̄p хвильо-
вий вектор p 6= 0. Риска над величинами означає, що
вони записанi через перенормований спектр вiльних
частинок (4).

Компоненти хвильового вектора q набувають цiло-
чисельних значень, кратних до 2π/V 1/3, а пiдсумову-
вання за q в термодинамiчнiй межi: N → ∞, V → ∞,
N/V → const, переходить в iнтеґрал:

∑

q

. . . →
V

(2π)3

∫

dq . . . .

Як показано в працi [41], чисельнi розрахунки пар-
ного структурного фактора (1) в наближеннi непря-
мих три- та чотиричастинкових кореляцiй добре уз-
годжуються з вiдповiдними експериментальними зна-
ченнями.
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III. ПАРНА ФУНКЦIЯ РОЗПОДIЛУ

Усю термодинамiку системи можна побудувати за
допомогою перших матриць густини, зокрема одно-
та двочастинкової. У працi [44] запропоновано теорiю
збурень для розрахунку s-частинкових матриць гус-
тини. За допомогою такого пiдходу розраховано одно-
частинкову матрицю густини для широкотемператур-
ного дiапазону. Наше завдання — розрахувати парну
функцiю розподiлу.

Як вiдомо, парний структурний фактор бозе-
рiдини пов’язаний iз парною, або бiнарною, функцiєю
розподiлу таким виразом [45]:

S(q) = 1 +
N − 1

V

∫

[F2(R) − 1] eiqRdR. (15)

На великих вiдстаннях мiж частинками взаємодiя
спадає i їхнє взаємне розташування не скорельоване.
Тому функцiя F2(R) → 1, при R → ∞.

Зворотне перетворення Фур’є виразу (15), за озна-
ченням, дає нам залежнiсть парної функцiї розподiлу
вiд парного структурного фактора бозе-рiдини:

F2(R) = 1 +
1

N − 1

∑

q6=0

[S(q) − 1] eiqR. (16)

Ця формула дає змогу обчислити парну функцiю
розподiлу через парний структурний фактор бозе-
рiдини, який добре визначається безпосередньо з до-
слiдiв iз розсiяння рентгенiвських променiв, нейт-
ронiв чи електронiв [35–40]. Саме такими виразами
користуються експериментатори, опрацьовуючи данi
для структурного фактора бозе-рiдини.

За допомогою парного структурного фактора бозе-
рiдини можна також визначити пряму кореляцiйну
функцiю:

C(R) =
1

N

∑

q6=0

[

1 −
1

S(q)

]

eiqR. (17)

Як бачимо, всi кореляцiйнi функцiї досить лег-
ко виразити через парний структурний фактор бозе-
рiдини, який досить добре визначається з експеримен-
тiв.

IV. ЧИСЕЛЬНI РОЗРАХУНКИ

Щоб чисельно розрахувати знайденi вирази для
рiдкого гелiю-4, використаймо як вихiдну iнформа-
цiю, замiсть коефiцiєнта фур’є-енерґiї парної мiжчас-
тинкової взаємодiї νq , експериментально вимiрюваний
структурний фактор рiдкого гелiю-4 Sexp(q), екстра-
польований до температури T → 0.

Ураховуючи, що при T → 0 структурний фактор
iдеального бозе-газу S̄0(q) → 1, парний структурний
фактор бозе-рiдини S(q) у формулi (1) замiняємо на
експериментальний структурний фактор Sexp(q), а з
(3) λq → αq − 1, то в низькотемпературнiй межi з
формули (1) знаходимо величину

αq =
1

Sexp(q)
(18)

+
1

2N

∑

q2 6=0

∑

q3 6=0
q+q2+q3=0

(

1 −
1

αq2

) (

1 −
1

αq3

)

в наближеннi однiєї суми за хвильовим вектором q.
Це є iтерацiйне рiвняння для визначення величини
αq при вiдомому експериментальному структурному
факторi Sexp(q). Усi iншi величини можна переписати
лише через αq . Фактично це рiвнiсть, яка закладає в
нашiй теорiї збурень, замiсть потенцiалу мiжчастин-
кової взаємодiї, точно вимiрювану на сьогоднi величи-
ну — парний експериментальний структурний фактор
бозе-рiдини.

Чисельнi розрахунки ми проводили при рiвноваж-
нiй густинi гелiю ρ = 0.02185 Å−3, масi частинок
m = 4.0026 а.о.м., швидкостi звуку c = 238.2 м/с у
границi T → 0 [35] i критичнiй температурi iдеального
бозе-газу Tc = 3.138 K. Експериментальний структур-
ний фактор рiдкого 4He, екстрапольований до T = 0,
беремо з працi [46].

Рис. 1. Парна функцiя розподiлу рiдкого гелiю-4. Су-
цiльна лiнiя — в наближеннi три- та чотиричастинкових
непрямих кореляцiй (16), пунктирна — експериментальнi
данi, взятi з працi [37] (для зручностi iлюстрацiї графiкiв
кривi змiщено одна стосовно одної на 0.5).

Оскiльки структурний фактор експериментально
визначається для обмеженої областi значень хвильо-
вого вектора q: qmin < q < qmax, то перетворення
Фур’є дає зайвi максимуми та осциляцiї на залеж-
ностi F2(R) вiд R. Ми зiткнулися з вiдомою пробле-
мою, коли потрiбно згладжувати парну функцiю роз-
подiлу (16) i покласти її рiвною нулевi для вiдстаней
R < 2.2 Å, щоб отримати правильну поведiнку на ма-
лих вiдстаннях. Тому розрахунок парної функцiї роз-
подiлу за експериментальними точками структурного
фактора й одержання для неї достовiрних значень по-
требує значних зусиль. На рис. 1 подано порiвняння
парної функцiї розподiлу, розрахованої в наближен-
нi непрямих три- та чотиричастинкових кореляцiй,
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iз вiдповiдними експериментальними даними. Як ба-
чимо з рис. 1, розрахована парна функцiя розподiлу
добре збiгається з вiдповiдними експериментальними
даними.

На рис. 2 подано температурну залежнiсть прямої
кореляцiйної функцiї для рiдкого гелiю-4 в наближен-
нi непрямих три- та чотиричастинкових кореляцiй.

V. ВИСНОВКИ

Нашi розрахунки парної функцiї розподiлу рiдко-
го гелiю-4 в наближеннi непрямих три- та чотири-
частинкових кореляцiй iлюструють дуже добре узго-
дження запропонованої теорiї з вiдповiдними експе-
риментальними вимiрюваннями. Це зумовлене тим,
що парний структурний фактор бозе-рiдини, з якого
ми стартуємо в нашiй статтi, виявляє, як це показано
у працi [41], добре узгодження з експериментальни-
ми даними. За допомогою цього пiдходу також розра-
ховано температурну залежнiсть прямої кореляцiйної
функцiї.

Рис. 2. Пряма кореляцiйна функцiя рiдкого гелiю-4 в
наближеннi непрямих три- та чотиричастинкових кореля-
цiй.
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ТЕМПЕРАТУРНА ЗАЛЕЖНIСТЬ ПАРНОЇ ФУНКЦIЇ РОЗПОДIЛУ. . .

TEMPERATURE DEPENDENCE OF THE PAIR DISTRIBUTION FUNCTION

OF THE LIQUID 4He

R. O. Prytula, I. O. Vakarchuk
Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv,

12 Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine

The expression for the pair structure factor of the Bose-liquid in a wide temperature range is used in the
approximation of three- and four-particle indirect correlations [I. O. Vakarchuk, R. O. Prytula J. Phys. Stud.
12, 4001 (2008)]. We obtained the expressions for the pair distribution function and direct correlation function
of the liquid helium-4. All the final formulae are written solely via the liquid structure factor extrapolated to
T → 0 taken as a source information instead of the interatomic potential. We make numerical calculation for the
temperature dependence of the pair distribution function and the direct correlation function. A good agreement of
the temperature dependence of the pair distribution function with the corresponding experimental data is found.
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