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Побудовано новий варiант нерелятивiстської спiнової некомутативностi та знайдено її зв’я-
зок з iснуючими алґебрами. Показано, що в запропонованiй алґебрi є мiнiмальна довжина,
значення якої залежить вiд знака параметра некомутативностi. Точно розв’язано тривимiр-
ний просторовий гармонiчий осцилятор, знайдено та проаналiзовано вирази для енерґетичних
рiвнiв i власних функцiй осцилятора.
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I. ВСТУП

Гiпотеза некомутативностi координат уперше з’яви-
лася в роботах Снайдера [1], хоча дещо ранiше неко-
мутативнiсть як математичний трюк використав Па-
єрлс для розгляду зарядженої частинки в специфiч-
ному електромагнiтному полi [2].

Iдея некомутативностi тривалий час не розвивала-
ся, лише наприкiнцi 1970-их рокiв сформульовано ос-
нови некомутативної геометрiї як чисто математич-
ної теорiї. У фiзицi зацiкавлення некомутативнiстю
вiдновилося з публiкацiєю [3], де показано, що за на-
явностi калiбрувального поля, вбудованi браннi коор-
динати стають некомутуючими. Нещодавно створено
теорiю, що пояснює всi фiзичнi взаємодiї, включаючи
ґравiтацiю, через некомутативну геометрiю, та пока-
зав сумiснiсть висновкiв побудованої теорiї зi Стан-
дартною моделлю [4].

Некомутативнiсть у квантовiй механiцi природно
вводять, деформуючи комутатори координат. Широ-
ко дослiджуваною моделлю є алґебра типу

[Xi, Xj ] = iθij , [Xi, Pj ] = i~δij , [Pi, Pj ] = 0, (1)

де θij — сталий антисиметричний тензор, δij — символ
Кронекера. Зауважимо, що така алґебра ґенерується
деякими версiями теорiї суперструн [5, 6].

Подальшi дослiдження стосуються модифiкацiї де-
формацiй алґебри (1), наприклад як у [7]:

[Xi, Xj ] = iθωij(x), [Xi, Pj ] = i~δij , [Pi, Pj ] = 0, (2)

де ωij є функцiєю x.
Нещодавно виникла iдея змiшувати координати зi

спiнами. Так, у [8] запропоновано алґебру

[Xi, Xj ] = iθ2εijksk, [Xi, Pj ] = i~δij , [Pi, Pj ] = 0,

[si, sj ] = i~εijksk, [Xi, sj ] = iθεijksk, (3)

де εijk — одиничний, повнiстю антисиметричний тен-
зор, sk — k-та компонента спiну. Така некомутатив-
нiсть небагато дослiджувалася в лiтературi, є лише
кiлька публiкацiй, присвячених їй.

У [8] розглянуто гармонiчний тривимiрний осци-
лятор, отримано точно хвильову функцiю основного
стану суперсиметричного розширення осцилятора та
запропоновано застосовувати таку алґебру для опи-
су систем iз дипольною (чи вищою мультипольною)
взаємодiєю.

У [9] розглянуто розсiяння частинки на магнiтно-
му полi безмежно довгого й тонкого соленоїда (ефект
Ааронова–Бома) у просторi з алґеброю (3), показа-
но калiбрувальну iнварiантнiсть вiдповiдного поля в
лiнiйному наближенi по θ, у цьому ж наближеннi роз-
в’язано вiдповiдне рiвняння Паулi.

Аналогiчну алґебру (з точнiстю до змiни знака ко-
ординатного комутатора) використано для узагаль-
нення куперiвського механiзму спарювання на три-
плетний стан [10].

Алґебра (3) також виникає при квантуваннi квазi-
класичної некомутативної моделi Березiна–Маринова
для спiну 1/2 [11].

Пiзнiше (3) була узагальнена додаванням iмпульс-
ної некомутативностi [12]:

[Xi, Xj ] = iθ2εijksk, [Pi, Pj ] = iκ2εijksk,

[Xi, Pj ] = i(δij + κθεijksk), [si, sj ] = i~εijksk, (4)

[Xi, sj ] = iθεijksk, [Pi, sj ] = iκεijksk.

Для цiєї алґебри, як i для (3) у [8], знайдено точно
основний стан суперсиметричного розширення триви-
мiрного гармонiчного осцилятора.

Iнший пiдхiд ґрунтується на спробi зґенерувати ре-
лятивiстську Лоренц-iнварiантну спiнову некомута-
тивнiсть. В [11] запропоновано новi координати Xµ =
xµ + θW µ, де W µ = 1

2ε
µνρσSνρpσ — псевдовектор

Паулi–Любанського, Sνρ = i
2γνγρ. Вiдповiдна алґеб-

ра має вигляд:

[Xµ, Xν ] = iθ~εµνρσSρσ − iθ2εµνρσWρPσ , (5)
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[Xµ, P ν ] = −i~gµν , [P µ, P ν ] = 0,

[Xµ, γν ] = − iθ
2
εµνρσPργσ .

У [13] для такої алґебри розглянуто рiвняння Дiрака,
показано iснування закону збереження модифiкова-
ного електричного струму, а також показано, що для
елекрона в постiйному магнiтному полi (задача Лан-
дау) некомутативнiсть знiмає виродження збуджених
рiвнiв у другому порядку теорiї збурень за парамет-
ром некомутативностi.

У цiй працi побудовано нерелятивiстський аналог
алґебри (5), показано, що в такiй алґебрi наявна мiнi-
мальна довжина, а також знайдено точний розв’язок
тривимiрного гармонiчного осцилятора. Зауважимо,
що, на вiдмiну вiд (3) та (4), для нашої алґебри прос-
торовий осцилятор розв’язується точно.

II. АЛҐЕБРА

Побудуймо нерелятивiстський варiант алґебри [11].
Для цього введiмо тривимiрний аналог вектора
Паулi–Любанського:

Wi =
1

4
εijkσjpk =

1

4
[σ × p]i , (6)

де σj — матрицi Паулi. Тодi некомутативнi координа-
ти та iмпульси запишемо у виглядi

R = r+θW = r+
θ

4
[σ×p] = r+

θ

2~
[s×p], P = p, (7)

де r, p задовольняють недеформовану алґебру Гай-
зенберґа.

Зауважимо, що (7) є спiновим аналогом так звано-
го зсуву Боппа (Bopp shift) для алґебри [8], але через
некомутативнiсть спiнових множникiв бiля iмпульсiв
(на вiдмiну вiд звичайного випадку числових конс-
тант в (1)) алґебра (7) мiстить ще доданок, пропор-
цiйний квадрату параметра некомутативностi:

[Xi, Xj ] = iθεijksk + i
θ2

4~
εijkPk(s,P),

[Xi, Pj ] = i~δij , [Pi, Pj ] = 0. (8)

Для повноти алґебри доповнiмо її комутацiйними
спiввiдношеннями для спiнiв

[si, sj ] = i~εijksk, [Xi, sj ] = i
θ

2
(Pjsi − δij(s,P)). (9)

Важливою рисою цiєї алґебри є те, що некомута-
тивнi координати залишаються векторами, тобто iс-
нує iнварiантнiсть стосовно до поворотiв системи ко-
ординат, яка порушується для алґебри (1).

III. МIНIМАЛЬНА ДОВЖИНА

Пiднесiмо (7) до квадрата

R2 = r2 +
θ

~
(r, [s× p]) +

θ2p2

8

= r2 − θ

~
(s,L) +

θ2p2

8
. (10)

Знайдiмо власнi значення цього оператора. Роз-
дiлiмо радiальну та кутовi змiннi Ψ(r, θ, ϕ) =
R(r)ψj,l,m(θ, ϕ), де ψj,l,m(θ, ϕ) — сферичний спiнор,
R(r) — радiальна частина хвильової функцiї. Роздi-
ливши змiннi та скориставшись операторною тотож-
нiстю 2(s,L) = J2 −L2 − S2, де J = L + s, отримаємо
рiвняння на радiальну частину

(

r2 +
θ2p2

8
− ~

2
θ
(

j(j + 1) − l(l+ 1) − s(s+ 1)
)

)

R(r)

= λ2R(r), (11)

що є рiвнянням радiального гармонiчного осциля-
тора. Квантовi числа пробiгають значення n, l =
0, 1, 2, . . . ; j = |l ± 1/2|. Власними значеннями такої
задачi є

λ2 =
~|θ|√

2
(2n+ l + 3/2)

− ~

2
θ
(

j(j + 1) − l(l+ 1) − s(s+ 1)
)

. (12)

Мiнiмальне значення λ2
min = 3

2
√

2
~|θ| досягається

при n = 0, j = 1/2, l = 0 для θ > 0 i λ2
min = 5−2

√
2

2
√

2
~|θ|

при n = 0, j = 1/2, l = 1 для θ < 0. Оскiльки середнє
значення оператора фiзичної величини не може бути
меншим, нiж найменше власне значення цього опера-
тора, то для довiльного стану справедлива нерiвнiсть

√

〈R2〉 ≥ λmin, (13)

тобто в просторi з деформацiєю (8) iснує мiнiмальна
довжина в сенсi (13).

Зауважимо, що рiзна мiнiмальна довжина залежно
вiд знака θ зумовлена тим фактом, що власнi значен-
ня оператора 2 (s,L) набувають усiх цiлих чисел, за
винятком −1 (в одиницях ~

2). Цей факт можна до-
вести, переписавши доданок спiн-орбiтальної взаємо-
дiї з урахуванням залежностi мiж квантовими числа-
ми j = |l±1/2|: j = 1/2 для l = 0 та j = l+σ, σ = ±1/2
для l 6= 0.

Явну асиметрiю λ2 можна показати, переписавши
(12) через квантовi числа n, j σ:

λ2
l=0 =

~|θ|√
2

(2n+ 3/2);

λ2
l6=0 =

~|θ|√
2

(2n+ l + 3/2)− ~θσ(l + 1/2) +
~θ

4
, (14)

тут ми поклали s(s+ 1) = 3/4.
Власнi функцiї (10) мають вигляд Ψ(r, ϕ, θ) =

Rn,l(r)ψl,j,m(ϕ, θ), де ψl,j,m(ϕ, θ) — сферичний спiнор
[14, §24], а радiальна частина дорiвнює
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Rn,l(r) = (−1)n

(

m|θ|
~

)3/4
√

2n!

Γ(n+ l + 3/2)
ρle−ρ2/2Ll+1/2

n (ρ2), (15)

де ρ = r
√

m|θ|
~

, а L
l+1/2
n (ρ2) — узагальненi полiноми Лаґерра.

IV. ГАРМОНIЧНИЙ ОСЦИЛЯТОР

На вiдмiну вiд (3), в алґебрi (8) просторовий гар-
монiчний осцилятор є точнорозв’язуваною задачею.
Некомутативний просторовий осцилятор, ураховую-
чи всебiчний аналiз i простоту розв’язкiв його анало-
га в комутативному просторi, може бути своєрiдною
лабораторiєю для дослiдження впливу некомутатив-
ностi на фiзичнi системи.

Гамiльтонiан некомутативного осцилятора запише-
мо

H =
P 2

2m
+
mω2R2

2
=

p2

2m
γ2 +

mω2r2

2
−mω2θ

2~
(s,L),

γ2 = 1 +
m2ω2θ2

8
. (16)

Роздiляючи змiннi, як у попередньому випадку, от-
римаємо спектр просторового осцилятора

E = ~ωγ(2n+ l + 3/2)

− ~mω2θ

4

(

j(j + 1) − l(l+ 1) − 3/4
)

, (17)

де n, l = 0, 1, 2, . . . ; j = |l ± 1/2|.
Легко бачити, що некомутативнiсть знiмає виро-

дження за квантовими числами j та l. Проте для пев-
них значень mω|θ| > 1, як буде показано далi, мож-
ливе випадкове виродження рiвнiв.

Основний стан при θ > 0 вiдповiдає квантовим чис-
лам n = 0, l = 0, j = 1/2, енерґiя основного стану
дорiвнює

E0 =
3

2
~ωγ =

3

2
~ω

√

1 +
m2ω2θ2

8
. (18)

При θ < 0 картина стає дещо складнiшою — на-
бiр квантових чисел, якi реалiзовують основний стан,
залежить вiд частоти: iснує критична частота ωcr =
2
√

2
m|θ| , нижче вiд якої основний стан реалiзовується на-

бором квантових чисел n = 0, l = 0, j = 1/2 з енер-

ґiєю E
(1)
0 = E0, вище вiд критичної частоти основний

стан реалiзовується набором n = 0, l = 1, j = 1/2 з
енерґiєю

E
(2)
0 =

5

2
~ω

√

1 +
m2ω2θ2

8
− ~mω2|θ|

2
, (19)

для критичної частоти, значення якої шукаємо з умо-

ви E
(1)
0 (mωcr|θ|) = E

(2)
0 (mωcr|θ|), основний стан є дво-

кратно виродженим з енерґiєю

Ecr
0 =

3
√

2

2
~ωcr =

6~

m|θ| . (20)

Залежнiсть енерґiї найнижчих енерґетичних рiвнiв
вiд mω|θ| зображено на рис. 1.

Рис. 1. Залежнiсть енерґiї рiвнiв вiд mω|θ| для деяких
наборiв квантових чисел.

Власнi функцiї Ψ(r, ϕ, θ) = Rn,l(r)ψl,j,m(ϕ, θ), де
кутова частина є вiдповiдним сферичним спiнором,
а радiальна має вигляд

Rn,l(r) = (−1)n
(mω

~
γ
)3/4

×
√

2n!

Γ(n+ l + 3/2)
ρle−ρ2/2Ll+1/2

n (ρ2), (21)

де ρ = r
√

mω
~
γ.

Легко бачити, що при спрямуваннi θ → 0, γ → 1
отримуємо вирази для недеформованого осцилятора.

При великих частотах чи великих масах (mω �
1/|θ|, γ ≈ 8−1/4mω|θ|) енерґiя осцилятора дорiвнює

E =
1

2
mω2λ2, (22)

тобто формально збiгається з класичним виразом для
енерґiї гармонiчного осцилятора з рiзницею, що λ2

квантується згiдно з (14). Енерґiя основного стану
при цьому E0 = 1

2mω
2λ2

min.
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V. ВИСНОВКИ

У цiй працi ми ввели нерелятивiстський аналог не-
комутативної Лоренц-коварiантної алґебри [11] iз змi-
шуванням координат та спiнiв. У лiнiйному набли-
женнi за параметром некомутативностi координатний
комутатор для нашої алґебри збiгається з нереляти-
вiстською спiновою некомутативнiстю, запропонова-
ною в [8].

Для дослiджуваної алґебри знайдено мiнiмальну
довжину

√

〈R2〉 ≥ λmin, яка залежно вiд знака θ до-
рiвнює

λmin =

(

3

2
√

2
~|θ|

)1/2

, θ > 0;

λmin =

(

5 − 2
√

2

2
√

2
~|θ|

)1/2

, θ < 0.

У межах запропонованої алґебри точно розв’язано

тривимiрний гармонiчний осцилятор. Показано, що
некомутативнiсть знiмає виродження за орбiтальним
l (вiрнiше сумi 2n+ l) та спiновим квантовими числа-
ми. При певних, достатньо великих, значеннях mω|θ|
деякi рiвнi є випадково виродженими, зокрема для
θ < 0 i mω|θ| =

√
8 основний рiвень є двократно виро-

дженим. В асимптотицi mω � 1/|θ| енерґiя основного
рiвня E0 = 1

2mω
2λ2

min.
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A new model of spin noncommutativity is proposed and its connection with the existing algebras is found. It
is shown that in the proposed algebra minimal length exists, and its value depends on the sign of parameter of
noncommutativity. The 3D harmonical oscillator is solved exactly, both the spectrum and eigenfunctions of the
oscillator are obtained and analyzed.
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