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I. ВСТУП

Останнiми роками властивостi простору з неко-
мутуючими координатами привернули велику увагу.
Iдея про те, що просторовi координати можуть бути
некомутуючими

[X̂i, X̂j ] = i~θij , (1)

де θij є елементами антисиметричної сталої матри-
цi, з’явилася недавно в теорiї струн [1, 2] та в теорiї
квантової ґравiтацiї [3], проте iсторiя її виникнення
є досить тривалою. Першим iдею про некомутуючi
просторовi координати запропонував Гайзенберґ. Ма-
тематично оформив її Снайдер у першiй публiкацiї з
цього питання [4].

Зауважимо, що у класичнiй границi ~ → 0 комута-
тор (1) переходить у деформовану дужку Пуассона:

1

i~
[X̂i, X̂j ] → {Xi, Xj}, (2)

{Xi, Xj} = θij . (3)

У квантовiй механiцi прикладом iз некомутуючими
координатами є рух електричного заряду в сильно-
му зовнiшньому магнiтному полi. Оператори коорди-
нат частинки iз зарядом e та масою m, яка рухається
на площинi (X, Y ) за наявностi сильного однорiдно-
го магнiтного поля B, яке напрямлене вздовж осi Z,
задовольняють таке комутацiйне спiввiдношення:

[X̂, Ŷ ] = −i~
c

eB
, (4)

де c — швидкiсть свiтла [5].
Багато фiзичних задач вивчали в некомутативному

просторi, серед них задача Ландау [6–9], гармонiчний
осцилятор [10–13], двовимiрнi квантовi системи в цен-
тральному потенцiалi [14] та iншi.

У статтях [15–17] розглянуто рух частинки в цен-
тральному потенцiалi та знайдено змiщення периге-
лiю, зумовлене некомутативнiстю. Стiйкiсть колової
орбiти частинки у просторi з некомутуючими коорди-
натами дослiджували у [18].

Вивченню систем кiлькох та багатьох частинок у
некомутативному просторi присвяченi працi [19–24].

Важливою проблемою у просторi з некомутуючи-
ми координатами є порушення принципу еквiвален-
тностi. У роботi [25] побудовано квантовомеханiчну
модель експерименту COW (Colella, Overhauser and
Werner) та показано, що некомутативнiсть приводить
до невиконання цього принципу. Також порушення
принципу еквiвалентностi в некомутативному просто-
рi встановлено у працях [26,27]. У статтi [28] показано,
що у випадку вiльного падiння в однорiдному ґравi-
тацiйному полi принцип еквiвалентностi виконується.
Також висновок про непорушення цього принципу в
некомутативному просторi-часi зроблено в контекстi
скрученої симетрiї Пуанкаре [29].

Проблему порушення принципу еквiвалентностi до-
слiджували у просторi з мiнiмальною довжиною
[X̂, P̂ ] = i~(1 + βP̂ 2) [30]. У статтi розглянуто вiльне
падiння макроскопiчного тiла в однорiдному полi. На
основi висновкiв щодо опису руху макроскопiчного тi-
ла за допомогою ефективного параметра деформацiї,
отриманих у [31], запропоновано шлях для вiдновлен-
ня цього принципу.

У нашiй попереднiй статтi [24] дослiджено рух мак-
роскопiчного тiла у ґравiтацiйному полi в некомута-
тивному просторi. Установлено, що некомутативнiсть
координат приводить до порушення принципу еквi-
валентностi, та запропоновано шлях для його вiднов-
лення.

У цiй статтi як приклад руху макроскопiчного тiла
у ґравiтацiйному полi дослiджено рух Мiсяця. При-
пустивши, що порушення принципу еквiвалентностi,
спричинене некомутацiєю координат, є в межах точ-
ностi виконання цього принципу за даними експери-
менту LLR (Lunar Laser Ranging, лазерна далекомет-
рiя Мiсяця), знайдено верхню межу для параметра
некомутативностi.

Роздiл II присвячено проблемi опису руху макро-
скопiчного тiла у просторi з некомутуючими коорди-
натами. У роздiлi III розглянуто рух макроскопiчно-
го тiла у ґравiтацiйному полi. Знайдено рiвняння руху
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Мiсяця у випадку координатної некомутативностi. На
основi даних експерименту LLR оцiнено верхню межу
для параметра некомутативностi. Висновки представ-
ленi в роздiлi IV.

II. МАКРОСКОПIЧНЕ ТIЛО
У ДВОВИМIРНОМУ ПРОСТОРI

З НЕКОМУТУЮЧИМИ КООРДИНАТАМИ

Загалом рiзним елементарним частинкам можуть
вiдповiдати рiзнi параметри некомутативностi. Нехай
система (макроскопiчне тiло) складається з N части-
нок iз масами mi та параметрами некомутативностi θi

вiдповiдно. Припустiмо, що координати рiзних части-
нок комутують. Нагадаємо, що у класичному випадку
комутатори зводяться до вiдповiдних дужок Пуассо-
на. Отже, виконуються такi спiввiдношення:

{X(i)
1 , X

(j)
2 } = −{X(i)

2 , X
(j)
1 } = δijθi, (5)

{X(i)
µ , P (j)

ν } = δµνδij , (6)

{P (i)
µ , P (j)

ν } = 0, (7)

де X
(i)
µ , P

(i)
µ — координати та iмпульси i-тої частин-

ки, iндекси i та j набувають значення 1,2,. . . ,N, та
µ = (1, 2), ν = (1, 2). Зауважимо, що в (5) немає су-
мування за iндексом i, який повторюється.

Отже, виникає проблема опису руху цiєї системи
(макроскопiчного тiла) у просторi з некомутуючими
координатами. Цю задачу розглянуто в [19–21, 24].
Установлено, що параметр некомутативностi для ко-
ординат центра мас нiколи не є бiльшим вiд парамет-
рiв некомутативностi для елементарних частинок, iз
яких складається система.

У нашiй попереднiй статтi [24] показано, що у прос-
торi з некомутуючими координатами повний iмпульс,
координати центра мас, координати та iмпульси вiд-
носного руху мають звичний вигляд:

P̃ =
∑

i

P
(i), (8)

X̃ =
∑

i

µiX
(i), (9)

∆X
(i) = X

(i) − X̃, (10)

∆P
(i) = P

(i) − µiP̃, (11)

де µi = mi
P

j
mj

.

Варто зауважити, що в некомутативному просторi
координати центра мас та вiдносного руху не є неза-
лежними. Центр мас “вiдчуває” вiдносний рух у сис-
темi

{X̃1, ∆X
(i)
2 } = µiθi −

∑

j

µ2
jθj , (12)

{∆X
(i)
1 , X̃2} = µiθi −

∑

j

µ2
jθj . (13)

Легко переконатися, що координати центра мас за-
довольняють таке спiввiдношення:

{X̃1, X̃2} = −{X̃2, X̃1} =

∑

i m2
i θi

(
∑

j mj)2
. (14)

Отже, для опису руху макроскопiчного тiла у прос-
торi з некомутуючими координатами необхiдно вводи-
ти ефективний параметр некомутативностi:

θ̃ =

∑

i m2
i θi

(
∑

j mj)2
. (15)

Зауважимо, що цi висновки можна легко узагаль-
нити на квантовий випадок, увiвши вiдповiднi опера-
тори фiзичних величин та перейшовши до їхнiх кому-
таторiв.

III. РУХ ТIЛА У ҐРАВIТАЦIЙНОМУ ПОЛI

Задачу про вiльне падiння тiла в однорiдному ґра-
вiтацiйному полi у просторi з некомутуючими коор-
динатами дослiджено в роботах [24, 28]. У статтi [24]
показано, що швидкiсть падiння та траекторiя тiла
не залежать вiд його маси. Тобто, як i в звичайному
випадку, у просторi з некомутуючими координатами
слабкий принцип еквiвалентностi виконується.

Узагальнивши задачу, розгляньмо рух макроско-
пiчного тiла з масою m у неоднорiдному ґравiтацiй-
ному полi V (X, Y ). Запишемо класичну функцiю Га-
мiльтона:

H =
P 2

x

2m
+

P 2
y

2m
+ mV (X, Y ). (16)

При цьому ми вважаємо, що вплив вiдносного руху на
рух центра мас не суттєвий. Таке припущення спра-
ведливе, наприклад, для системи жорстко зв’язаних
частинок.

Знайдiмо рiвняння руху тiла з гамiльтонiаном H ,
враховуючи при розкриттi дужок Пуассона такi спiв-
вiдношення:

{X, Y } = θ̃, (17)

{X, Px} = 1, (18)

{Y, Py} = 1, (19)

{Px, Py} = 0. (20)

Отримаємо:

Ẋ = {X, H} =
Px

m
+ mθ̃

∂V (X, Y )

∂Y
, (21)

Ẏ = {Y, H} =
Py

m
− mθ̃

∂V (X, Y )

∂X
, (22)

Ṗx = {Px, H} = −m
∂V (X, Y )

∂X
, (23)

Ṗy = {Py, H} = −m
∂V (X, Y )

∂Y
. (24)

Бачимо, що швидкiсть тiла (21), (22) в неоднорiд-
ному ґравiтацiйному полi залежить вiд його маси та
ефективного параметра некомутативностi.
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Згiдно зi слабким принципом еквiвалентностi в ґра-
вiтацiйному полi всi тiла, незалежно вiд їхньої ма-
си, рухаються однаково. Цей принцип можна також
сформулювати як принцип рiвностi iнерцiйної та ґра-
вiтацiйної мас. Отже, з (21), (22) бачимо, що в цьому
випадку слабкий принцип еквiвалентностi порушує-
ться [24].

Як приклад руху тiла у ґравiтацiйному полi роз-
гляньмо рух Мiсяця. Запишiмо функцiю Гамiльтона

H =
P 2

x

2m
+

P 2
y

2m
+ mV (X, Y ) =

P 2
x

2m
+

P 2
y

2m

− G
mM√

X2 + Y 2
, (25)

де m — маса Мiсяця, M — маса Землi та G — ґравi-
тацiйна стала.

Знайдiмо рiвняння руху

Ẋ = {X, H} =
Px

m
+ θ̃G

MmY

R3
, (26)

Ẏ = {Y, H} =
Py

m
− θ̃G

MmX

R3
, (27)

Ṗx = {Px, H} = −G
MmX

R3
, (28)

Ṗy = {Py, H} = −G
MmY

R3
, (29)

де R =
√

X2 + Y 2. Iз (26), (27) бачимо, що принцип
еквiвалентностi порушується. За даними експеримен-
ту LLR, принцип еквiвалентностi виконується з точ-
нiстю η = ∆a

a
= (−0.8±1.3) ·10−13 [32]. Припустивши,

що порушення цього принципу, зумовлене некомута-
тивнiстю координат, є в межах точностi η, знайдемо
верхню межу для ефективного параметра некомута-
тивностi.

Iз (26), (27) маємо:

Ẍ =
Ṗx

m
+ θ̃G

MmẎ

R3
− θ̃G

3mMY

R5
(XẊ + Y Ẏ ), (30)

Ÿ =
Ṗy

m
− θ̃G

MmẊ

R3
+ θ̃G

3mMX

R5
(XẊ + Y Ẏ ). (31)

Пiдставивши (26)–(28) у (30) та обмежившись члена-

ми першого порядку за θ̃, отримаємо:

Ẍ = −G
MX

R3
+ θ̃G

MPy

R3
− θ̃G

3MY

R5
(XPx + Y Py). (32)

Аналогiчно, врахувавши (26), (27), (29) та (31), може-
мо записати

Ÿ = −G
MY

R3
− θ̃G

MPx

R3
+ θ̃G

3MX

R5
(XPx + Y Py). (33)

Оцiнiмо вiдхилення вiд виконання принципу еквiва-
лентностi в перигеї X = rp, Y = 0, Px = 0, Py = mυp,
де rp — перигейна вiдстань, υp — максимальна орбi-
тальна швидкiсть Мiсяця. Тодi

Ẍ = −G
M

r2
p

+ θ̃G
Mmυp

r3
p

, (34)

Ÿ = 0. (35)

Позначимо через ∆anc
x поправку до прискорення,

зумовлену некомутативнiстю координат

∆anc
x = θ̃G

Mmυp

r3
p

, (36)

тодi Ẍ = ax + ∆anc
x , де ax = −GM

r2
p

.

Отже, припустивши, що порушення принципу ек-
вiвалентностi є в межах точностi η, можемо оцiнити
верхню межу для параметра θ̃

|∆anc
x |

|ax|
=

θ̃mυp

rp

≤ |η|, (37)

θ̃ ≤ |η|rp

mυp

. (38)

Пiдставивши у (38) найбiльше за модулем значення
η, |η| = 2.1·10−13 та m = 7.3477·1022 кг, υp = 1076 м/с,
rp = 3.631 · 108 м, знайдемо:

~θ̃ ≤ 1 · 10−64 м2. (39)

Переобчислимо отриманий результат (39) для па-
раметра некомутативностi для елементарних части-
нок. Знайдiмо ефективний параметр некомутативнос-
тi для Мiсяця за аналогiєю до розрахункiв, якi про-
водили у [24] для планети Меркурiй, а також для де-
формацiї з мiнiмальною довжиною у [31].

Урахувавши (15), можемо записати

θ̃ = Nnucθnuc

(mnuc

m

)2

+ Neθe

(me

m

)2

. (40)

Оскiльки основний внесок у масу Мiсяця дають
нуклони, їхню кiлькiсть можемо наближено визначи-
ти зi спiввiдношення:

Nnuc '
m

mnuc
= 4.4 · 1049, (41)

де mnuc = 1.67 · 10−27 кг — маса нуклона. Кiлькiсть
протонiв наближено дорiвнює Nnuc/2 та вiдповiдає
кiлькостi електронiв. Зауважимо, що

me

m
' me

Nnucmnuc
' 1

1840Nnuc
. (42)

Крiм того, оскiльки нуклони складаються з кваркiв,

то для них вiдповiдно до (15) θ̃nuc =
θq

3 , де θq — пара-
метр некомутативностi для кваркiв.

Припустивши, що для елементарних частинок па-
раметри некомутативностi однаковi, тобто θq = θe,
та врахувавши (42), останнiм доданком у (40) може-
мо знехтувати. Отже, ефективний параметр некому-
тативностi визначатимемо зi спiввiдношення:

θ̃ =
θnuc

Nnuc
=

θnucmnuc

m
. (43)

Урахувавши (43), знайдемо:
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~θnuc ≤ 4.5 · 10−15 м2. (44)

Аналогiчно оцiнiмо вiдхилення вiд виконання прин-
ципу еквiвалентностi в апогеї X = −ra = −4.051 ·
108 м, Y = 0, Px = 0, Py = −mυa, де υa = 964 м/c —
мiнiмальна орбiтальна швидкiсть Мiсяця

θ̃mυa

ra

≤ |η|, (45)

θ̃ ≤ |η|ra

mυa

. (46)

Пiдставивши числовi данi у (46) та врахувавши (43),
знайдемо:

~θnuc ≤ 5.6 · 10−15 м2. (47)

Зауважимо, що отриманi результати (44), (47) на-
кладають сильнiше обмеження на параметр некому-
тативностi, нiж верхнi межi, отриманi на основi даних
експерименту GRANIT ~θ ≤ 0.771 · 10−13 м2, (n = 1),
~θ ≤ 1.021 · 10−13 м2, (n = 2) [28], а також резуль-
тати, одержанi у [24], ~θnuc ≤ 4.2 · 10−13 м2, ~θnuc ≤
2 · 10−12 м2, ~θnuc ≤ 7.9 · 10−11 м2.

IV. ВИСНОВКИ

У статтi проаналiзовано рух макроскопiчного тiла
у ґравiтацiйному полi у випадку некомутацiї коорди-
нат. Для прикладу розглянуто рух Мiсяця.

Дослiджено виконання принципу еквiвалентностi у
просторi з некомутуючими координатами. Порiвняв-
ши вiдхилення вiд виконання цього принципу для Мi-
сяця в перигеї та апогеї з даними експерименту LLR,
знайдено верхнi межi для параметра некомутативнос-
тi

~θnuc ≤ 4.5 · 10−15 м2, (48)

~θnuc ≤ 5.6 · 10−15 м2. (49)

При цьому зроблено припущення, що вiдхилення вiд
виконання принципу еквiвалентностi, зумовлене не-
комутативнiстю координат, є в межах точностi вико-
нання цього принципу за даними експерименту LLR.
Отриманi результати накладають сильнiше обмежен-
ня на параметр некомутативностi, нiж верхнi межi,
отриманi на основi даних експерименту GRANIT [28],
та результати статтi [24].

Важливо зауважити, що порушення принципу ек-
вiвалентностi у просторi з некомутуючими координа-
тами можна уникнути за допомогою такої умови:

miθi = γ = const, (50)

де mi — маса i-тої частинки, з якої складається сис-
тема (макроскопiчне тiло), θi — параметр некомута-
тивностi, що вiдповiдає цiй частинцi, γ — константа,
яка має розмiрнiсть часу, γ = 2.3 · 10−66 с [24]. Iз (50)
випливає, що параметр некомутативностi визначаєть-
ся масою частинки. Зауважимо, що припущення про
рiвнiсть параметрiв некомутативностi для рiзних еле-
ментарних частинок, яке використовується у нашiй
роботi, а саме: θe = θq = 3θnuc, суперечить умовi (50)
i приводить до порушення принципу еквiвалентностi.
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The motion of a macroscopic body in a gravitational field is analyzed in a space with noncommutative co-
ordinates. As an example the motion of the Moon is considered. The equivalence principle is examined. The
upper bound of the parameter of noncommutativity is estimated on the basis of the LLR (Lunar Laser Ranging)
experiment results.

4001-5


