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Ми вивчаємо простiр, у якому просторовi координати не комутують. Розглядаємо неко-
мутативний простiр канонiчного типу. Дослiджуємо мiнiмальну довжину, площу та об’єм у
некомутативному просторi канонiчного типу з збереженою сферичною симетрiєю. Показано,
що у сферично-симетричному некомутативному просторi iснує мiнiмальна довжина, проте
площа та об’єм не є обмеженими.
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I. ВСТУП

Iдея про некомутативнiсть координат має тривалу
iсторiю. Уперше її запропонував Гайзенберґ, згодом
математично оформив її Снайдер у своїй публiкацiї
[1]. Останнi роки велику увагу придiляють вивченню
властивостей простору з некомутативними координа-
тами, що пов’язано з розвитком теорiї струн та кван-
тової ґравiтацiї (див., для прикладу, [2, 3]).

Некомутативний простiр характеризується такими
спiввiдношеннями для операторiв координат та iмпу-
льсiв:

[Xi, Xj ] = i~θij , (1)
[Xi, Pj ] = i~δij , (2)
[Pi, Pj ] = 0, (3)

де θij — параметр некомутативностi. У випадку кано-
нiчної некомутативностi координат θij є елементами
сталої антисиметричної матрицi.

Зауважимо, що рух електричного заряду в сильно-
му зовнiшньому магнiтному полi B можна описати
за допомогою некомутативностi координат. Операто-
ри координат зарядженої частинки, що рухається на
площинi (X,Y ) у сильному однорiдному магнiтному
полi B, задовольняють спiввiдношення:

[X,Y ] = −i~ c

eB
, (4)

де c — швидкiсть свiтла, e — заряд частинки (див.,
для прикладу, [4]).

Багато квантових та класичних задач дослiджува-
ли в некомутативному просторi (1)–(3). Серед них
атом водню (див., для прикладу, [5–12]), задача Лан-
дау (див., для прикладу, [13–17]), двовимiрнi кванто-
вi системи в центральному потенцiалi [18], частинка
в ґравiтацiйному потенцiалi [19, 20], система багатьох
частинок у ґравiтацiйному полi та принцип еквiва-
лентностi [21,22], оператор площi в некомутативному
просторi [23] та багато iнших.

У цiй статтi ми розглядаємо мiнiмальну довжину,
площу та об’єм у некомутативному просторi (1)–(3).
Зауважимо, що у тривимiрному просторi з некомута-
тивнiстю координат канонiчного типу виникає проб-
лема порушення сферичної симетрiї (див., для при-
кладу, [5,24,25]). У нашiй статтi [26] побудовано неко-
мутативну алґебру, яка еквiвалентна алґебрi канонiч-
ного типу та є сферично-симетричною. У цiй статтi
ми дослiджуємо мiнiмальну довжину, площу та об’єм
у сферично-симетричному некомутативному просто-
рi, запропонованому у [26].

У роздiлi II розглядаємо мiнiмальну довжину, пло-
щу та об’єм у просторi з канонiчною некомутативнiс-
тю координат. У роздiлi III висвiтлюємо проблему по-
рушення сферичної симетрiї в некомутативному прос-
торi канонiчного типу. У цьому ж роздiлi дослiджує-
мо мiнiмальну довжину, площу та об’єм у некомута-
тивному просторi з вiдновленою сферичною симетрi-
єю. Висновки подано в роздiлi IV.

II. МIНIМАЛЬНА ДОВЖИНА, ПЛОЩА ТА
ОБ’ЄМ У ПРОСТОРI З КАНОНIЧНОЮ
НЕКОМУТАТИВНIСТЮ КООРДИНАТ

У некомутативному просторi (1)–(3), враховуючи
те, що переставнi спiввiдношення для координат ма-
ють вигляд (1), можемо записати такi спiввiдношення
невизначеностей:

〈∆X2
i 〉〈∆X2

j 〉 ≥
~2θ2ij

4
. (5)

Розгляньмо оператор квадрата довжини R2, який
визначається як

R2 =
∑

i

X2
i , (6)

де координати Xi задовольняють спiввiдношення (1).
Враховуючи (6), маємо

〈∆R2〉 = 〈∆X2
1 〉+ 〈∆X2

2 〉+ 〈∆X2
3 〉. (7)
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Знайдемо обмеження на довжину в некомутативному
просторi (1)–(3). Iз цiєю метою пiднесемо (7) до квад-
рата. Зауважимо, що справедливою є така нерiвнiсть:

〈∆R2〉2 ≥ 2〈∆X2
1 〉〈∆X2

2 〉+ 2〈∆X2
2 〉〈∆X2

3 〉
+ 2〈∆X2

3 〉〈∆X2
1 〉. (8)

Iз (5) отримаємо:

〈∆R2〉2 ≥ ~2

2
(
θ212 + θ223 + θ231

)
. (9)

Отже, для середньоквадратичного вiдхилення опе-
ратора R справедливою є нерiвнiсть:

〈∆R2〉 ≥ ~
2

1
2

(
θ212 + θ223 + θ231

) 1
2 . (10)

Також iз (9) отримаємо обмеження на довжину в не-
комутативному просторi

∆R ≥ ~ 1
2

2
1
4

(
θ212 + θ223 + θ231

) 1
4 , (11)

де ми використали таке позначення: ∆R =
√
〈∆R2〉.

Розгляньмо обмеження на площу та об’єм у неко-
мутативному просторi (1)-(3). Визначимо ∆Xi як

∆Xi =
√
〈∆X2

i 〉. (12)

Беручи до уваги (5), можемо легко отримати, що для
∆Xi∆Xj , що вiдповiдає площi, справедливою є така
нерiвнiсть:

∆Xi∆Xj ≥
~|θij |

2
. (13)

Зауважимо, що оскiльки в загальному випадку еле-
менти матрицi некомутативностi можуть мати рiзнi
значення (θ12 6= θ23 6= θ31), iз (13) можемо зробити
висновок, що некомутативнiсть канонiчного типу (1)
зумовлює анiзотропiю площi.

Знайдiмо мiнiмальне значення ∆X1∆X2∆X3, що
вiдповiдає об’єму у просторi з канонiчною некомута-
тивнiстю координат. Розписавши (13)

∆X1∆X2 ≥
~|θ12|

2
, (14)

∆X2∆X3 ≥
~|θ23|

2
, (15)

∆X3∆X1 ≥
~|θ31|

2
(16)

та перемноживши отриманi нерiвностi (14), (15), (16),
маємо

(∆X1∆X2∆X3)2 ≥
~3

8
|θ12θ23θ31|. (17)

Остаточно iз (17) отримаємо

∆X1∆X2∆X3 ≥
~ 3

2

2
3
2
|θ12θ23θ31|

1
2 . (18)

Отже, у тривимiрному просторi з некомутативнiстю
координат (1)–(3) наявнi обмеження знизу на довжи-
ну, площу, об’єм. Мiнiмальна довжина, площа та об’-
єм у такому просторi визначаються елементами мат-
рицi некомутативностi вiдповiдно до нерiвностей (10),
(13), (18).

III. МIНIМАЛЬНА ДОВЖИНА, ПЛОЩА ТА
ОБ’ЄМ У НЕКОМУТАТИВНОМУ ПРОСТОРI З
ВIДНОВЛЕНОЮ СФЕРИЧНОЮ СИМЕТРIЄЮ

У тривимiрному просторi з канонiчною некому-
тативнiстю координат наявна проблема порушення
сферичної симетрiї. Щоб вiдновити сферичну симет-
рiю в некомутативному просторi, у статтi [26] ми
запропонували будувати тензор некомутативностi за
допомогою додаткових координат, якi визначаються
сферично-симетричною системою. Для простоти ми
розглянули випадок, коли додатковi координати ai, bi
описуються гармонiчним осцилятором. Як наслiдок,
визначивши тензор некомутативностi як

θij =
α

~
(aibj − ajbi), (19)

де α — безрозмiрна константа, було побудовано таку
сферично-симетричну алґебру:

[Xi, Xj ] = iα(aibj − ajbi), (20)
[Xi, Pj ] = i~δij , (21)
[Pi, Pj ] = 0. (22)

Додатковi координати ai, bi визначаються гармонiч-
ним осцилятором

Hosc =
(pa)2

2mosc
+

(pb)2

2mosc
+
moscω

2a2

2
+
moscω

2b2

2
(23)

iз параметрами mosc та ω. Важається, що величина
параметра некомутативностi є планкiських масшта-
бiв. Тому покладемо

√
~

moscω
= lP, (24)

де lP — довжина Планка. Ми вивчаємо випадок, коли
частота осцилятора ω є великою [26,27]. Як наслiдок
вiдстань мiж його енерґетичними рiвнями велика та-
кож. Тому гармонiчний осцилятор, який перебуває в
основному станi, залишається в ньому.

Зауважимо, що координати ai, bi комутують
[ai, aj ] = 0, (25)
[bi, bj ] = 0, (26)
[ai, bj ] = 0. (27)

Також для координат ai, bi та iмпульсiв pa
i , pb

i

справедливими є такi комутацiйнi спiввiдношення:
[ai, p

a
j ] = i~δij , [bi, bj ] = 0, [bi, pb

j ] = i~δij , [ai, p
b
j ] =

[bi, pa
j ] = [pa

i , p
b
j ] = 0. Важливо, що координати ai, bi

комутують з Xi та Pi. Як наслiдок тензор некомута-
тивностi θij , побудований за допомогою цих коорди-
нат (19), також комутує з Xi та Pi. Отже, операто-
ри Xi, Pi та θij задовольняють такi самi комутацiйнi
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спiввiдношення, як i в випадку алґебри з канонiчною
некомутативнiстю координат (θij = const). У цьому
сенсi алґебра (20)–(22) еквiвалентна алґебрi канонiч-
ного типу (1)–(3) та є сферично-симетричною.

Зауважимо, що оператор повороту у сферично-
симетричному некомутативному просторi (20)–(22)
має вигляд

U(ϕ) = e
i
~ ϕ(n·L̃), (28)

де L̃ — повний момент кiлькостi руху

L̃ = [r× p] + [a× pa] + [b× pb]. (29)

Легко бачити, що комутацiйнi спiввiдношення (20)–
(22) не змiняться пiсля повороту X ′

i = U(ϕ)XiU
+(ϕ),

a′
i = U(ϕ)aiU

+(ϕ), b′i = U(ϕ)biU+(ϕ). Ми отримаємо

[X ′
i, X

′
j ] = iα(a′

ib
′
j − a′

jb
′
i). (30)

Зауважимо, що оператор L̃ задовольняє такi самi
спiввiдношення, як i оператор моменту кiлькостi ру-
ху у звичайному просторi (θij = 0), а саме: [Xi, L̃j ] =
i~εijkXk, [Pi, L̃j ] = i~εijkPk, [ai, L̃j ] = i~εijkak,

[pa
i , L̃j ] = i~εijkp

a
k, [bi, L̃j ] = i~εijkbk, [pb

i , L̃j ] =
i~εijkp

b
k [26].

Представимо координати Xi, якi не комутують, та
iмпульси Pi через координати xi та iмпульси pi, що
задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення

Xi = xi +
1
2
[θ × p]i, (31)

Pi = pi, (32)

де

θ =
α

~
[a× b]. (33)

Для координат xi та iмпульсiв pi виконується

[xi, xj ] = 0, (34)
[pi, pj ] = 0, (35)
[xi, pj ] = i~δij , (36)

також [xi, aj ] = 0, [xi, p
a
j ] = 0, [pi, aj ] = 0, [pi, p

a
j ] = 0.

Зауважимо, що додатковi координати ai, bi, якi
формують тензор некомутативностi, можна тракту-
вати як внутрiшнi координати частинки. Квантовi
флуктуацiї цих координат приводять до неточковостi
частинки.

Розгляньмо середньоквадратичне вiдхилення опе-
ратора довжини у сферично-симетричному некому-
тативному просторi

〈∆R2〉 = 〈∆X2
1 〉+ 〈∆X2

2 〉+ 〈∆X2
3 〉. (37)

Перейдiмо до координат та iмпульсiв, якi задоволь-
няють звичнi комутацiйнi спiввiдношення. Викорис-
тавши (31) та (32), отримаємо:

〈∆R2〉 = 〈x2 − (θ · L) +
1
4
[θ × p]2〉

−
∑

i

〈xi +
1
2
[θ × p]i〉2, (38)

де L = [x × p]. Зважаючи на те, що для побудо-
ви сферично-симетричної некомутативної алґебри ми
означили тензор некомутативностi (19) за допомогою
додаткових координат, при дослiдженнi фiзичної сис-
теми iз гамiльтонiаном Hs у некомутативному прос-
торi з вiдновленою сферичною симетрiєю необхiдно
розглядати повний гамiльтонiанH iз урахуванням до-
данкiв, що вiдповiдають гармонiчному осцилятору

H = Hs +Hosc, (39)

де Hosc визначається iз (23) [26]. Отже, обчислюючи
середнi у (38), необхiдно розглядати хвильовi функцiї,
що вiдповiдають повному гамiльтонiану (39).

Розгляньмо випадок, коли хвильовi функцiї, що вiд-
повiдають гамiльтонiану (39), можна записати в тако-
му виглядi:

ψ(x,a,b) = ψ(x)ψa
0,0,0(a)ψb

0,0,0(b), (40)

де ψa
0,0,0(a), ψb

0,0,0(b) — добре вiдомi хвильовi функцiї
гармонiчного осцилятора (23) в основному станi.

Зауважимо, що

〈ψa
0,0,0(a)ψb

0,0,0(b)|θi|ψa
0,0,0(a)ψb

0,0,0(b)〉 = 0. (41)

Отже, врахувавши (41), маємо

〈∆R2〉 = 〈∆r2〉+
1
6
〈θ2〉ab〈p2〉, (42)

де ми використали таке позначення:

〈...〉ab = 〈ψa
0,0,0(a)ψb

0,0,0(b)|...|ψa
0,0,0(a)ψb

0,0,0(b)〉, (43)

r = (x1, x2, x3). Зауважимо, що у правiй частинi рiв-
ностi (42) маємо середнє вiд оператора

r2 +
〈θ2〉ab

6
p2, (44)

який вiдповiдає гамiльтонiану гармонiчного осциля-
тора з масою 3/〈θ2〉ab та частотою

√
2〈θ2〉ab/

√
3. Опе-

ратори xi, pi задовольняють звичнi комутацiйнi спiв-
вiдношення (34), (35), (36). Отже, енерґiя основного
стану осцилятора (44) має вигляд:

E0,0,0 =

√
3~2〈θ2〉ab

2
. (45)

Враховуючи (45), можемо записати

〈∆R2〉 ≥
√

3~2〈θ2〉ab

2
− 〈r〉2 ≥

√
3~2〈θ2〉ab

2
, (46)

де 〈r〉 = 0.
Отже, у сферично-симетричному некомутативному

просторi мiнiмальна довжина визначається з такої не-
рiвностi:
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∆R ≥
(

3~2〈θ2〉ab

2

) 1
4

, (47)

де

〈θ2〉ab = 〈θ2〉 =
3α2l4P
2~2

. (48)

Обчислюючи 〈θ2〉ab, ми взяли до уваги (24), (33). Вра-
хувавши (49) та (48), можемо записати таку нерiв-
нiсть:

∆R ≥
√

3α
2
lP. (49)

Дослiдимо також ∆Xi∆Xj , що вiдповiдає площi,
та ∆X1∆X2∆X3, що вiдповiдає об’єму, у сферично-
симетричному некомутативному просторi. Врахував-
ши комутацiйнi спiввiдношення (20), можемо записа-
ти

〈∆X2
i 〉〈∆X2

j 〉 ≥
~2〈θij〉2

4
. (50)

Зауважимо, що усереднивши за хвильовими функцi-
ями осцилятора (23) та врахувавши (41), маємо

〈∆X2
i 〉〈∆X2

j 〉 ≥ 0, (51)

звiдки

∆X1∆X2 ≥ 0. (52)

Iз (52) можемо легко отримати

∆X1∆X2∆X3 ≥ 0. (53)

Отже, вiдповiдно до нерiвностей (52), (53) площа
та об’єм можуть набувати як завгодно малих значень
у сферично-симетричному некомутативному просторi
(20)–(22). Це пов’язано з тим, що в такому просторi
〈θij〉 = 0. Зауважимо, що в некомутативному прос-
торi з вiдновленою сферичною симетрiєю (20)–(22) є

обмеження на довжину. Мiнiмальна довжина в цьому
просторi визначається вiдповiдно до нерiвностi (49) та
залежить вiд 〈θ2〉.

IV. ВИСНОВОК

Ми розглянули тривимiрний простiр iз канонiч-
ною некомутативнiстю координат (1)–(3). Показано,
що мiнiмальна довжина, площа та об’єм у некомута-
тивному просторi визначаються елементами матрицi
некомутативностi θij вiдповiдно до нерiвностей (10),
(13), (18). Iз нерiвностi (13) зроблено висновок, що
некомутативнiсть канонiчного типу (1) зумовлює ан-
iзотропiю площi.

Важливо зазначити, що у тривимiрному просторi з
канонiчною некомутативнiстю координат iснує проб-
лема порушення сферичної симетрiї.

Ми розглянули некомутативну алґебру, запропоно-
вану у [26], яка еквiвалентна алґебрi канонiчного ти-
пу та є сферично-симетричною (20)–(22), i дослiдили
мiнiмальну довжину у сферично-симетричному неко-
мутативному просторi. Знайдено, що мiнiмальна дов-
жина в некомутативному просторi з вiдновленою сфе-
ричною симетрiєю визначається 〈θ2〉, що випливає з
нерiвностi (49).

Також ми розглянули ∆Xi∆Xj та ∆X1∆X2∆X3,
що вiдповiдають площi та об’єму в некомутативно-
му просторi (20)–(22). Показано, що у сферично-
симетричному некомутативному просторi, на вiдмi-
ну вiд простору з некомутативнiстю канонiчного типу
(1)–(3), площа та об’єм можуть набувати як завгодно
малих значень (52), (53).

Подяки. Публiкацiя мiстить результати дослiджень,
проведених за ґрантової пiдтримки ДФФД Украї-
ни (конкурс Ф-64, № держреєстрацiї 0116U005055)
та МОН України (тема ФФ-30Ф, № держреєстрацiї
0116U001539).
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MINIMAL LENGTH, AREA, AND VOLUME IN A SPACE WITH
NONCOMMUTATIVITY OF COORDINATES

Kh. P. Gnatenko, V. M. Tkachuk
Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv,

12, Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine

We study a space in which spatial coordinates do not commute. We consider a noncommutative space of
the canonical type characterised by the constant antisymmetric matrix of noncommutativity. Length, area, and
volume are limited below in this space. The corresponding minimal values are determined by the elements of
the matrix of noncommutativity. We examine the minimal length, area, and volume in a noncommutative space
of the canonical type with the preserved rotational symmetry which has been proposed in our previous paper
[Kh. P. Gnatenko, V. M. Tkachuk, Phys. Lett. A 378, 3509 (2014)]. The corresponding rotationally invariant
noncommutative algebra is constructed with the help of the generalization of the parameter of noncommutativity
to a tensor. The latter is constructed with the help of additional coordinates that are governed by a rotationally
symmetric system. It is shown that in the rotationally invariant noncommutative space there is a minimal length
which is determined by the mean value of the tensor of noncommutativity. On the contrast to the canonical version
of noncommutativity in the rotationally invariant noncommutative space the area and volume are not constrained.
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