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Дослiджено вплив некомутативностi координат на квантовi та класичнi рiвняння руху
частинки в ґравiтацiйному полi у сферично-симетричному некомутативному просторi кано-
нiчного типу з точнiстю до другого порядку за параметром некомутативностi. Розглянуто
слабкий принцип еквiвалентностi. Ми показали, що коли тензор координатної некомутатив-
ностi є обернено пропорцiйним до маси, то слабкий принцип еквiвалентностi зберiгається у
сферично-симетричному некомутативному просторi.
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I. ВСТУП

Квантований простiр може бути реалiзованим на
основi iдеї про те, що комутацiйнi спiввiдношення
для операторiв координат та операторiв iмпульсiв є
деформованими з параметрами деформацiї порядку
планкiвських масштабiв. Останнiми роками багато
систем дослiджувалися у просторi з модифiковани-
ми комутацiйними спiввiдношеннями. Серед них, для
прикладу, гармонiчний осцилятор [1–10], атом вод-
ню [6,11–27], задача Ландау [28–31], частинка у ґравi-
тацiйнiй квантовiй ямi [32, 33], багаточастинковi сис-
теми [6,10,11,34–39] та iншi.

Некомутативний простiр канонiчного типу характе-
ризується такими комутацiйними спiввiдношеннями:

[Xi, Xj ] = i~θij , (1)
[Xi, Pj ] = i~δij , (2)
[Pi, Pj ] = 0, (3)

де θij — параметри координатної некомутативностi
(елементи сталої антисиметричної матрицi). Величи-
на цих параметрiв визначає мiнiмальну довжину, пло-
щу та об’єм у такому просторi [40].

Вiдомою проблемою у просторi (1)–(3) є проблема
порушення сферичної симетрiї. У зв’язку з цим бага-
то робiт присвячено побудовi сферично-симетричної
некомутативної алґебри, вивченню фiзичних систем
у сферично-симетричному некомутативному просторi
(див., для прикладу, роботи [21,22,41–50] та посилан-
ня у них).

У працях [21, 22] запропоновано будувати
сферично-симетричну некомутативну алґебру

[Xi, Xj ] = iαl2P
∑

k

εijkãk, (4)

[Xi, Pj ] = i~δij , (5)
[Pi, Pj ] = 0, (6)

узагальнивши параметр некомутативностi та розгля-
нувши тензор некомутативностi, визначений як

θij =
αl2P
~

∑
k

εijkãk, (7)

тут α— безрозмiрна константа, lP — довжина Планка.
Ми розглядаємо випадок, коли у класичнiй границi
маємо

lim
~→0

α

~
= α′ = const. (8)

Додатковi координати ãi описуються гармонiчним ос-
цилятором

Ha
osc = ~ωosc

(
(p̃a)2

2
+
ã2

2

)
(9)

з великою частотою ωosc та
√

~/moscωosc = lP, де lP —
довжина Планка [21]. Зважаючи на це, вiдстань мiж
енергетичними рiвнями осцилятора є великою та ос-
цилятор перебуває в основному станi.

Для координат ãi та iмпульсiв p̃a
i виконуються

звичнi комутацiйнi спiввiдношення [ãi, ãj ] = [p̃a
i , p̃

a
j ] =

0, [ãi, p̃
a
j ] = iδij . Важливо, що [ãi, Xj ] = [ãi, Pj ] =

0, звiдси випливає, що тензор координатної некому-
тативностi комутує з координатами та iмпульсами
[θij , Xk] = [θij , Pk] = 0. Отже, алґебра (4)–(6) еквi-
валентна до алґебри канонiчного типу та є сферично-
симетричною [21].

У цiй працi розглянуто вплив некомутативностi на
рух частинки у ґравiтацiйному полi в некомутативно-
му просторi канонiчного типу зi збереженою сферич-
ною симетрiєю. У класичному та квантовому випад-
ках дослiджено залежнiсть рiвнянь руху частинки вiд
її маси та розглянуто принцип еквiвалентностi.

Зазначимо, що проблему порушення принципу еквi-
валентностi, зумовлену некомутативнiстю координат,
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дослiджували в працях [34,35,51,52]. У статтi [34] за-
пропоновано умову на параметр некомутативностi, за
якої вiдновлюється слабкий принцип еквiвалентностi
у двовимiрному некомутативному просторi канонiч-
ного типу. У роботi [51] знайдено точно спектр час-
тинки в однорiдному ґравiтацiйному полi у сферично-
симетричному некомутавному просторi. На основi от-
риманого результату запропоновано шлях для вiднов-
лення слабкого принципу еквiвалентностi.

У цiй статтi ми дослiджуємо виконання слабкого
принципу еквiвалентностi у сферично-симетричному
некомутативному просторi канонiчного типу в неод-
норiдному ґравiтацiйному полi та знаходимо умову на
тензор некомутативностi, за якої цей принцип вiднов-
люється. У ширшому контекстi, аналiзуючи причини,
що можуть призвести до порушення слабкого прин-
ципу еквiвалентностi, звертають увагу на вплив ґра-
вiтацiйних ефектiв [n, n+ 1] [53, 54].

У другому роздiлi статтi знаходимо вираз для
гамiльтонiана частинки в ґравiтацiйному полi у
сферично-симетричному некомутативному просторi з
точнiстю до другого порядку за параметром некому-
тативностi. Третiй роздiл присвячено дослiдженню
залежностi рiвнянь руху частинки у ґравiтацiйному
полi вiд її маси, вiдновленню принципу еквiвалентнос-
тi у сферично-симетричному некомутативному прос-
торi. Висновки подано в четвертому роздiлi.

II. ГАМIЛЬТОНIАН ЧАСТИНКИ
У ҐРАВIТАЦIЙНОМУ ПОЛI

У СФЕРИЧНО-СИМЕТРИЧНОМУ ПРОСТОРI
КАНОНIЧНОГО ТИПУ

У сферично-симетричному просторi канонiчного
типу (4)–(6), зважаючи на те, що тензор некомута-
тивностi означається за допомогою додаткових коор-
динат, необхiдно розглядати повний гамiльтонiан, ви-

значений як

H = Hs +Ha
osc, (10)

де Hs — гамiльтонiан системи, Ha
osc — гамiльтонiан

осцилятора (9).
Розгляньмо частинку масоюm у ґравiтацiйному по-

лi тiла масою M . Маємо

Hs =
P 2

2m
− GMm

R
, (11)

де R =
√∑

iX
2
i , координати Xi задовольняють кому-

тацiйнi спiввiдношення (4) та можуть бути представ-
ленi як

Xi = xi +
1
2

∑
j

θijpj = xi +
αl2P
2~

[ã× p]i, (12)

тут pi = Pi. Для координат та iмпульсiв xi, pi вико-
нуються звичнi комутацiйнi спiввiдношення [xi, xj ] =
[pi, pj ] = 0, [xi, pj ] = i~δij . Використавши представ-
лення, можемо записати:

R =

√
r2 −

αl2P
~

(ã · L) +
α2l4P
4~2

[ã× p]2, (13)

де L = [r× p], r = (x1, x2, x3). З точнiстю до другого
порядку за αl2P/~ маємо

1
R

=
1
r

+
αl2P
2~r3

(ã · L) +
3α2l4P
8~2r5

(ã · L)2

−α
2l4P

16~2

(
1
r2

[ã× p]2
1
r

+
1
r
[ã× p]2

1
r2

+
~2

r7
[ã× r]2

)
. (14)

Отже, з точнiстю до другого порядку за параметром
некомутативностi гамiльтонiан частинки у ґравiтацiй-
ному полi в некомутативному просторi має такий ви-
гляд:

Hs =
p2

2m
− GMm

r
− GMmαl2P

2~r3
(ã · L)− 3GMmα2l4P

8~2r5
(ã · L)2

+
GMmα2l4P

16~2

(
1
r2

[ã× p]2
1
r

+
1
r
[ã× p]2

1
r2

+
~2

r7
[ã× r]2

)
. (15)

Перепишiмо гамiльтонiан (10) як

H = H0 + ∆H, (16)

де

H0 = 〈Hs〉a +Ha
osc (17)

∆H = H −H0 = Hs − 〈Hs〉a, (18)

тут 〈. . .〉a позначає усереднення за хвильовими функцiями тривимiрного гармонiчного осцилятора Ha
osc в ос-

новному станi ψ(a)
0,0,0 , 〈ψ(a)

0,0,0| . . . |ψ
(a)
0,0,0〉.

Знайдемо 〈Hs〉a. Вiдомо, що 〈ãi〉a = 0, також 〈ãiãj〉a = δij/2. Отже, маємо

〈Hs〉a =
p2

2m
− GMm

r
− 3GMmα2l4PL

2

16~2r5
+
GMmα2l4P

16~2

(
1
r2
p2 1
r

+
1
r
p2 1
r2

+
~2

r5

)
, (19)
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тодi

∆H = − GMmαl2P
2~r3

(ã · L)− 3GMmα2l4P
8~2r5

(ã · L)2 +
GMmα2l4P

16~2

(
1
r2

[ã× p]2
1
r

+
1
r
[ã× p]2

1
r2

+
~2

r7
[ã× r]2

)
+

3GMmα2l4PL
2

16~2r5
− GMmα2l4P

16~2

(
1
r2
p2 1
r

+
1
r
p2 1
r2

+
~2

r5

)
. (20)

Важливо зауважити, що з точнiстю до другого порядку за ∆H (другого порядку за параметром некомутатив-
ностi αl2P/~) ми можемо розглядати гамiльтонiанH0, визначений як (17) [55]. Власнi функцiї та спектр гамiльто-
нiанаH0 можуть бути записанi в такому виглядi: ψ(0)

{ns},{0} = ψs
{ns}ψ

a
0,0,0, E

(0)
{ns} = Es

{ns}+
3
2~ωosc, де ми врахували

те, що 〈Hs〉a комутує з Ha
osc, а також те, що частота осцилятора є дуже великою, тому осцилятор Ha

osc перебуває
в основному станi. Для власних значень та власних функцiй гамiльтонiана 〈Hs〉a використано такi позначення:
ψs
{ns}, E

s
{ns} вiдповiдно, де {ns} — квантовi числа. За теорiєю збурень у першому порядку за ∆H, врахував-

ши (20), поправки до енерґетичних рiвнiв H0 дорiвнюють нулевi, ∆E(1) = 〈ψs
{ns}ψ

a
0,0,0|∆H|ψs

{ns}ψ
a
0,0,0〉 = 0. У

другому порядку теорiї збурень у границi ωosc →∞ маємо

lim
ωosc→∞

∆E(2) =
∑

{n′
s},{na}

∣∣∣〈ψ(0)
{n′

s},{na} |∆H|ψ(0)
{ns},{0}

〉∣∣∣2
Es
{ns} − Es

{n′
s}
− ~ωosc(na

1 + na
2 + na

3)
= 0. (21)

У (21) сумування вiдбувається за квантовими числа-
ми {n′s}, {na}, якi не збiгаються з {ns}, {0}, тому в
знаменнику всiх доданкiв суми маємо пропорцiйнiсть
до частоти осцилятора. Чисельник цих доданкiв вiд
частоти не залежить, оскiльки довжина осцилятора
фiксована та дорiвнює довжинi Планка. Тому в гра-
ницi, коли частота осцилятора прямує до безмежнос-
тi, поправки до енерґетичних рiвнiв H0 дорiвнюють
нулевi й у другому порядку теорiї збурень.

Отже, з точнiстю до другого порядку за парамет-
ром некомутативностi, врахувавши (17), (19), (9) та
звiвши оператори до нормального вигляду, можемо
записати такий гамiльтонiан:

H0 =
p2

2m
− GMm

r
− 3GMmα2l4PL

2

16~2r5

+
GMmα2l4P

16~2

(
2
r3
p2 +

6i~
r5

(r · p)− ~2

r5

)

+ ~ωosc

(
(p̃a)2

2
+
ã2

2

)
. (22)

У наступному роздiлi цей результат буде викорис-
тано для дослiдження руху частинки в ґравiтацiй-
ному полi у сферично-симетричному некомутативно-
му просторi канонiчного типу та вивчення слабкого
принципу еквiвалентностi.

III. СЛАБКИЙ ПРИНЦИП
ЕКВIВАЛЕНТНОСТI

У СФЕРИЧНО-СИМЕТРИЧНОМУ
НЕКОМУТАТИВНОМУ ПРОСТОРI

КАНОНIЧНОГО ТИПУ

Знайдемо рiвняння руху частинки в ґравiтацiйно-
му полi в некомутативному просторi зi збереженою

сферичною симетрiєю. З точнiстю до другого порядку
за параметром некомутативностi, використавши (22),
маємо

ṙ=
1
i~

[r,H0]=
p
m

− GMmα2l4P
8~2

(
1
r3

p− 3r
r5

(r · p)
)
, (23)

ṗ =
1
i~

[p,H0] = −GMmr
r3

− 3GMmα2l4P
8~2

×
(

1
r5

(r · p)p− 2r
r5
p2+

5r
2r7

L2+
5~2r
6r7

− 5i~
r7

r(r · p)
)
. (24)

Для аналiзу рiвнянь та для переходу до класичної
границi зручно означити вектор

θ =
αl2P ã

~
. (25)

Урахувавши те, що середнє вiд квадрата цього векто-
ра за функцiями гармонiчного осцилятора має такий
вигляд:

〈θ2〉 = 〈θ2〉a =
3α2l4P
2~2

=
3(α′)2l4P

2
, (26)

iз (23), (24) у границi ~ → 0 отримаємо такi класичнi
рiвняння руху:

ṙ =
p
m

− GMm〈θ2〉
12

(
1
r3

p− 3r
r5

(r · p)
)
, (27)

ṗ = −GMmr
r3

− GMm〈θ2〉
4

×
(

1
r5

(r · p)p− 2r
r5
p2 +

5r
2r7

[r× p]2
)
. (28)

Важливо звернути увагу на те, що в рiвняння для
швидкостi (23) входять доданки, зумовленi некому-
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тативнiстю координат, якi залежать вiд маси частин-
ки. Вiдповiдно до слабкого принципу еквiвалентнос-
тi траєкторiя та швидкiсть частинки в ґравiтацiйно-
му полi не залежать вiд її маси та композицiї. Цей
принцип також вiдомий як принцип рiвностi iнерцiй-
ної та ґравiтацiйної мас. Отже, iз рiвняння (23) випли-
ває, що слабкий принцип еквiвалентностi порушуєть-
ся у сферично-симетричному некомутативному прос-
торi канонiчного типу.

Перепишiмо рiвняння руху, означивши вектор

υ =
p
m
, (29)

маємо

ṙ = υ − GMm2〈θ2〉
12

(
1
r3

υ − 3r
r5

(r · υ)
)
, (30)

υ̇ = −GMr
r3

− GMm2〈θ2〉
4

×
(

1
r5

(r · υ)υ − 2r
r5
υ2 +

5r
2r7

[r× υ]2
)
. (31)

Звернiмо увагу, що рiвняння (30), (31) залежать вiд
добутку m2〈θ2〉. У випадку, коли m2〈θ2〉 не залежить
вiд маси частинки, а саме, коли

m2〈θ2〉 = A = const, (32)

де A — константа, яка є однаковою для частинок з
рiзними масами, рiвняння руху мають такий вигляд:

ṙ = υ − GMA

12

(
1
r3

υ − 3r
r5

(r · υ)
)
, (33)

υ̇ = −GMr
r3

− GMA

4

×
(

1
r5

(r · υ)υ − 2r
r5
υ2 +

5r
2r7

[r× υ]2
)
. (34)

Важливо зазначити, що рiвняння (33), (34) не зале-
жать вiд маси. Отже, за виконання умови (32), тра-
єкторiя та швидкiсть частинки не залежать вiд її ма-
си та вiдновлюється слабкий принцип еквiвалентностi
у сферично-симетричному некомутативному просторi
канонiчного типу.

Проаналiзуймо рiвняння для операторiв (23), (24)
у випадку, коли виконується рiвнiсть (32). Маємо:

ṙ = υ − GMA

12

(
1
r3

υ − 3r
r5

(r · υ)
)
, (35)

υ̇ = −GMr
r3

− GMA

4
(36)

×
(

1
r5

(r·υ)υ− 2r
r5
υ2+

5r
2r7

[r×υ]2+
5~2r

6m2r7
− 5i~
mr7

r(r·υ)
)
.

Звернiмо увагу, що за виконання (32), залежнiсть
квантових рiвнянь руху вiд маси зводиться до залеж-
ностi вiд величини ~/m, як i очiкувалося. Вiдомо, що
кiнематичнi величини, якi у класичнiй границi є не-
залежними вiд маси частинки, у квантовому випадку
залежать вiдношення ~/m [56], що пов’язано з кому-
тацiйним спiввiдношенням

[r,υ] = i
~
m
Î. (37)

На завершення роздiлу зазначимо, що з (26), (32)
випливає така умова:

αm = γ̃ = const, (38)

де

γ̃ =

√
2A
3

~
l2P

(39)

— константа, яка є однаковою для частинок iз рiз-
ними масами. Зауважимо, шо (38) вiдтворює умо-
ву на параметр некомутативностi, запропоновану для
збереження принципу еквiвалентностi у сферично-
симетричному некомутативному просторi на основi
аналiзу точного виразу для спектра частинки в од-
норiдному ґравiтацiйному полi [51]. Також варто за-
значити, що в працi [51] показано, що некомутатив-
нiсть впливає на масу частинки в однорiдному по-
лi. Цей ефект є ефектом третього порядку за пара-
метрами некомутативностi та також зумовлює пору-
шення принципу еквiвалентностi. Тому для вiднов-
лення пропорцiйностi ефективної маси частинки до
її маси та для збереження принципу еквiвалентностi
у статтi [51] показано, що, крiм умови (38), необхiд-
но також розглядати умову пропорцiйностi частоти
осцилятора Hosc до маси частинки. Зауважимо, що в
цiй статтi ми дослiджуємо рiвняння руху з точнiстю
до другого порядку за параметром некомутативностi.
Ми показали, що в межах цiєї точностi, умова (38)
дозволяє вiдновити слабкий принцип еквiвалентностi
у сферично-симетричному некомутативному просто-
рi, що узгоджується з результатами статтi [51].

Отже, рух частинок iз рiзними масами mn у неко-
мутативному просторi визначається рiзними тензора-
ми некомутативностi θ(n)

ij , якi з урахуванням (7), (38)
мають такий вигляд:

θ
(n)
ij =

γ̃l2P
~mn

∑
k

εijkãk. (40)

Звернiмо увагу, що, виконуючи рiвностi (38), некому-
тативнi координати можна розглядати як кiнематич-
нi змiннi [55]. Вiдповiдно до (12) координати Xi за-
лежать вiд iмпульсiв i тому залежать вiд маси та не
можуть розглядатися як кiнематичнi змiннi. За умови
(38), можемо записати

Xi = xi +
γ̃l2P
2~

[ã× υ]i. (41)

Як було показано в роботi [55], при виконаннi рiв-
ностi (38) координати центра мас системи частинок
та координати вiдносного руху є незалежними, а та-
кож ефективний тензор некомутативностi, який опи-
сує рух центра мас системи, не залежить вiд компо-
зицiї.
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IV. ВИСНОВКИ

У статтi розглянуто некомутативний простiр ка-
нонiчного типу зi збереженою сферичною симетрi-
єю, запропонований у роботах [21, 22]. Сферично-
симетрична алґебра побудована за допомогою уза-
гальнення параметра некомутативностi та означення
тензора некомутативностi, який залежить вiд додат-
кових координат. Ми розглянули випадок, коли до-
датковi координати описуються гармонiчним осциля-
тором.

У сферично-симетричному некомутативному прос-
торi розглянуто частинку у ґравiтацiйному полi.
Знайдено класичнi рiвняння руху частинки з точнiс-
тю до другого порядку за параметром некомутатив-
ностi. Показано, що некомутативнiсть зумовлює до-
датковi доданки в рiвняннях руху, якi залежать вiд
маси частинки. На основi цього результату, ми дiйшли
висновку, що слабкий принцип еквiвалентностi пору-
шується у сферично-симетричному некомутативному
просторi. Установлено, що, коли тензор некомутатив-
ностi є обернено пропорцiйним до її маси (40), а саме,
коли виконується умова (38), рiвняння руху частин-
ки, записанi через величини r, υ = p/m, не залежать
вiд маси. Отже, траєкторiя та швидкiсть у ґравiтацiй-
ному полi у сферично-симетричному некомутативно-
му просторi є однаковими для частинок iз рiзними
масами i слабкий принцип еквiвалентностi зберiгає-
ться. Також ми показали, що у квантовому випадку,
за виконання умови (38) рiвняння руху (35), (36) мiс-
тять залежнiсть вiд маси тiльки у виглядi вiдношення
~/m. Така залежнiсть зумовлена комутацiйним спiв-
вiдношенням для операторiв r, υ (37). Отже, у не-
комутативному просторi, як i у просторi зi звичними
комутацiйними спiввiдношеннями (θij = 0), у кван-
товому випадку кiнематичнi величини залежать вiд
маси, що пов’язано з їх квантуванням [56].

Важливо зауважити, що обернена пропорцiйнiсть
тензора некомутативностi до маси частинки, крiм

вiдновлення слабкого принципу еквiвалентностi у
сферично-симетричному некомутативному просторi,
дозволяє розв’язати проблему кiнематичних змiнних.
Зазначимо, що умова (32) узгоджується з умовою на
параметр некомутативностi, яку отримано у працях
[34,38,51,57] при дослiдженнi фундаментальних проб-
лем у двовимiрному некомутативному просторi кано-
нiчного типу. А саме в роботах [34,38,51,57] розгляну-
то таку рiвнiсть θnmn = γ = const, θn — параметр
некомутативностi, який вiдповiдає частинцi з масою
mn, γ — константа, яка є однаковою для частинок iз
рiзними масами. При виконаннi цiєї рiвностi зберiга-
ються властивостi кiнетичної енерґiї, вiдновлюється
слабкий принцип еквiвалентностi, рух центра мас та
вiдносний рух є незалежними у двовимiрному некому-
тативному просторi канонiчного типу. Зазначимо та-
кож, що в працях [58–60] показано, що, коли параметр
деформацiї, який описує рух частинки у деформова-
ному просторi з мiнiмальною довжиною, залежить вiд
маси частинки, то зберiгаються властивостi кiнетич-
ної енерґiї, вiдновлюється принцип еквiвалентностi,
перетворення Ґалiлея та Лоренца не залежать вiд ма-
си.

Отже, iдея залежностi параметрiв квантованостi
простору вiд маси частинки дає змогу отримати низ-
ку вагомих результатiв у квантованому просторi.
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THE MOTION OF A PARTICLE IN A GRAVITATIONAL FIELD
IN A ROTATIONALLY-INVARIANT NONCOMMUTATIVE SPACE

OF A CANONICAL TYPE AND THE WEAK EQUIVALENCE PRINCIPLE

Kh. P. Gnatenko, O. O. Morozko, Yu. S. Krynytskyi
Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv,

12, Drahomanov St., Lviv, 79005, Ukraine

A noncommutative space of a canonical type with preserved rotational symmetry is considered. The space is
constructed involving additional coordinates, which build the tensor of noncommutativity and correspond to a
rotationally-invariant system. The system is considered to be a harmonic oscillator with a high frequency. In the
rotationally-invariant noncommutative space, the influence of noncommutativity on the classical and quantum
equations of motion of a particle in the gravitational field is studied up to the second order in the parameter
of noncommutativity. The weak equivalence principle is considered. We find that the noncommutativity of co-
ordinates causes additional terms in the equation of motion, which depend on the mass. Therefore, the weak
equivalence principle, also known as the principle of the universality of free fall or the Galilean equivalence prin-
ciple, is not preserved in a noncommutative space with rotational symmetry. We show that in the case when the
tensor of noncommutativity which corresponds to the motion of a particle in a noncommutative space is inversely
proportional to its mass, the classical equations of motion in the gravitational field do not depend on the mass.
Therefore, the weak equivalence principle is recovered in the rotationally-invariant noncommutative space. Also,
in the case when the condition for the tensor of noncommutativity is satisfied, the dependence of the quantum
equations of motion on the mass m is represented by the ratio ~/m.
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