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Інтенсифікація робочих режимів машинних агрегатів
обумовлює розширене застосування пасивних віброізо-
люючих пристроїв (ПВП) з нелінійними пружними
характеристиками, які є результатом багатокритеріаль-
ного синтезу, що враховує не тільки особливості самого
машинного агрегату, але й специфічні вимоги певної
технології. Створення математичних моделей ПВП,
адекватних реальному об’єкту, є актуальним науковим
завданням, вирішення якого забезпечить теоретичну базу
для дослідження  властивостей як самих ПВП, так і
їхнього впливу на віброактивність машинного агрегату.

При математичному моделюванні ПВП у складі
двомасної коливальної механічної системи (рис. 1) розгля-
дають як пружний зв’язок між масою 1 (джерелом коли-
вань) і масою 2 (віброізольованим об’єктом), а в разі бага-
томасної системи — як пружний зв’язок між усіма розді-
леними масами ПВП. При цьому вважають, що величина
деформації змінюється з перебігом часу )(tx , а сила
пружного зв’язку
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віброізолюючий пристрій, дисипація, коефіцієнт в’язкого опору

)()(),( ДП xFxFxxF && +=                        (1)

має дві складові: )(xF  — відновлювальну пружну силу
(ВПС), залежну від жорсткості пружних елементів, і

)(Д xF &  — непружну силу дисипації, що визначає необо-
ротне розсіювання енергії в навколишнє середовище, в
матеріалі пружних елементів, а також у з’єднаннях
деталей конструкції.

За допомогою відомих конструкцій нелінійних ПВП з
металевими пружними елементами можна реалізувати
характеристики ППС  з „натягом”  (рис. 2, крива 1),  або
„з зазором”  (крива 2), а також характеристики дюффінгів-
ського типу  „м’якого”  і  „жорсткого”  видів нелінійності
(криві 3 і 4 відповідно). При математичному моделюванні
подібних пристроїв їх пружні характеристики часто
лінеаризують і приводять до вигляду лінійних або
кусково-лінійних систем, в яких сила дисипації )(Д xF &
залежить від швидкості руху мас коливальної системи або
від швидкості деформації пружного елемента [1, 2]. Сила
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дисипації, що виникає при малих коливаннях у в’язкому
середовищі (газі або рідині), а також у гідравлічних
демпферах, описується  залежністю

xbxF && 1Д )( = ,                                 (2)

де 1b const=  — розмірний коефіцієнт в’язкого опору..
При високих віброшвидкостях спостерігається  квад-

ратична залежність

2
2ДF ( x ) b x sgn x=& & & ,                            (3)

де 2b const=  — розмірний коефіцієнт в’язкого опору при
високих віброшвидкостях.

При використанні в конструкціях ПВП елементів сухого
тертя характеристика сил дисипації має вигляд

2
0ДF ( x ) b x sgn x=& & & ,                           (4)

де 0b const=  — розмірний коефіцієнт сухого тертя.
Проведені дослідження дали змогу узагальнити наве-

дені вище залежності у вигляді єдиної нелінійної харак-
теристики сил дисипації в ПВП [2]:

xxbxF &&& sgn)(Д

η

η= ,                           (5)

де η  — стала, яка відповідає природі сил дисипації; ηb
— відповідний розмірний коефіцієнт опору.

Стала η  може набувати значень 1, 2 і 0,  за яких характе-
ристика (5) описується залежностями (2) — (4). Врахо-
вуючи, що нелінійні ПВП працюють при малих коливан-
нях у середовищі газу або рідини, їхню  характеристику

)(Д xF &  найчастіше описують залежністю (2). При цьому
коефіцієнт в’язкого опору 1b  визначають експериментально.
Для цього задають функцію відхилення дослідного ПВП
від положення пружної рівноваги у вигляді ( )0x x cos t= ω
з частотою ω  і встановлюють характеристику )(E xF .
Отриманий графік має форму петлі гістерезису, оскільки
за наявності сил дисипації експериментально встановлена
характеристика )(E xF  виявляється різною в  залежності
від напряму швидкості x&  (рис. 3). Площа петлі гісте-
резису S  у певному масштабі є роботою сили пружногоо
зв’язку за період коливань з частотою ω  і визначається
інтегральною функцією

∫ ∫
ω
π

==

2

0

E )(),( dtxxFdxxxFS у &&& .                  (6)

Оскільки робота консервативних пружних сил за цей
період дорівнює нулю, то площа петлі дорівнює роботі сил
дисипації за цикл деформації.

Якщо сили дисипації пропорційна швидкості, то петля
має форму еліпса (рис. 3, пунктирна лінія), площа якого
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1 0b x ,= π ω                                    (7)

де 0x   —  початкове відхилення системи від положення
пружної рівноваги; с  — зведена жорсткість системи.

Нелінійність сил дисипації у реальній механічній
системі приводить до того, що форма петлі відрізняється
від еліптичної [4]. В цьому випадку коефіцієнт 1b
знаходять виходячи з рівності площ реальної петлі і петлі,
отриманої за умови, що сила опору лінійно залежить від
x& . Тоді величина коефіцієнта опору 1b , залежна від
частоти ω  і амплітуди 0x  коливального процесу,у,
визначається формулою
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Рис. 2. Графіки характеристик ППС, що реалізовуються
нелінійними ПВП

Рис. 1. Модель двомасної системи з ПВП
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Рис. 3. Петлі гістерезису пружних систем з лінійною зведе-
ною жорсткістю
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де ЕS  —  площа петлі, отриманої в експерименті.
На стадії проектування, коли зразків для експеримен-

тальних досліджень фізично не існує, провести випробу-
вання для визначення 1b  неможливо. У цьому випадкуу
величину 1b  при в’язкому демпфуванні рекомендують
розраховувати з урахуванням частоти коливального про-
цесу ω  за  залежністю [2, 3]

)2/()(1 πωψ=ω cb ,                           (9)

де ψ  —  безрозмірний коефіцієнт поглинання (табл. 1).
Використання виразу (9) для проектних розрахунків

дає можливість при передбачуваній розсіюювальній
здатності системи, заданої коефіцієнтом поглинання,
незалежно від характеристики )(Е xF  і від форми петлі
гістерезису встановити функцію )(Д xF & .

Конструкції ПВП з механічним зворотним зв’язком
(МЗЗ), завдяки своїм структурним особливостям, реалізу-
ють не лише характеристики ВПС дюфінгівського типу,
але й складніші функції, наприклад, характеристики з од-
нією або декількома ділянками квазінульової жорсткості
(рис. 4, ділянка на кривій 1, ділянки CD  і KL  на кривій
2), а також характеристики, що відображуються інтер-
поляційним поліномом якнайкращого наближення [4]:

∑
=

=
N

i

i
i xaxF

1

)( ,                            (10)

де ia  — коефіцієнт при елементі полінома і-го степеня,
при достатньому степені полінома 3>N .

Лінеаризація або зведення таких нелінійних харак-
теристик до кусково-лінійного вигляду з метою визначен-
ня коефіцієнта в’язкого опору 1b const=  істотно знижує
точність моделювання коливальних процесів у системі,
особливо при великих значеннях амплітуди [3, 5].

Точнішим є відображення сил дисипації за допомогою
функції в’язкого опору

)2/()(),(1 πωψ=ω Σ xcxb ,                    (11)

залежної від функції зведеної жорсткості dxxdFxc /)()( =
і безрозмірного коефіцієнта поглинання в системі ψ , для
визначення якого є певна статистика даних, отриманих
при гармонійному збуренні (див. табл. 1).

У конструкцію ПВП з МЗЗ, окрім пружних елемен-
тів, входять напрямні й зворотний зв’язок у вигляді

механічної передачі, тому для розрахунків пристроїв
такого типу доцільно використовувати ймовірнісну оцінку
коефіцієнта поглинання

∑ψ=ψΣ

n

in
1

 ,                         (12)

де  ni ,1∀ψ  —  математичні очікування коефіцієнтів
поглинання відповідно для пружних елементів, напрям-
них  і передач у складі ПВП.

Для практичних розрахунків функції опору ),(1 ωxb
за залежністю (11) статистично обґрунтованим є діапазон
значень коефіцієнта поглинання 45,012,0 ≤ψ≤ Σ . У при-
пущенні про нормальний розподіл випадкової величини

Σψ  і її складових: для пружних елементів, напрямних і
передач встановлені значення відповідного математич-
ного очікування 285,0=ψΣ  і дисперсії 32 10025,3 −⋅=σ .

Застосування функції (11) є обґрунтованим при аналізі
гармонійних і близьких до гармонійних коливальних
процесів. У випадках, що вимагають підвищеної точності
розрахунків,  потрібно додатково враховувати внутрішнє
тертя в матеріалі пружних елементів, а також деформацію
конструкцій  [3, 5].

Аналіз виразу (11) для різних видів нелінійності в
моделях систем дюфінгівського типу дав можливість
встановити таке: у системі з  „м’якою”  нелінійністю функ-
ція опору нелінійно спадає зі зростанням амплітуди коли-
вань (рис. 5, крива 1), а в системі з  „жорсткою”  неліній-
ністю — нелінійно збільшується (крива 2). Причому, в
обох випадках значення функції опору при низьких
( мм10≤x ) і високих ( мм50≥x ) значеннях амплітудуд
відрізняються в 1,5… 2 рази. Збільшення частоти коли-
вань при „м’якій”  нелінійності приводить до збільшення
кута нахилу функції опору (крива 3).

Для моделі системи, характеристика ВПС якої має
одну ділянку квазінульової жорсткості і описується полі-
номом (10) при значеннях поліноміальних коефіцієнтів

,1046,5 7
5

−⋅=a  ,00219,04 =a  ,004,03 −=a  ,017,02 −=a
79,11 =a , встановлено, що функція опору має одну ділян-

ку нелінійного зменшення (рис. 6, ділянка АВ на кривій
1) і одну ділянку нелінійного збільшення (ділянка ВС).

У діапазоні амплітуд, що визначають квазінульову
жорсткість, значення функції опору мінімальне. Для

Таблиця 1

Значення коефіцієнта поглинання Ψ за дослідними
даними
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Рис. 4. Графіки характеристик ППС для ПВП з МЗЗ
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моделі системи, характеристика ВПС якої має дві  ділянки
квазінульової жорсткості і описується поліномом при
значеннях коефіцієнтів ,1029,1 6

5
−⋅=a ,000215,04 =a

,013.03 −=a  ,344,02 =a  9,31 =a ,  встановлено,  що
функція опору має дві ділянки нелінійного зменшення
(рис. 6, ділянки DK  і LP  на кривій 2) і дві ділянки
нелінійного збільшення (ділянки KL  і PR ). У діапазоні

Рис. 5. Графіки зміни функції опору для моделей систем
дюфінгівського типу: 1 і 2  — при -1с15=ω ; 3 — при -1с25=ω
( 285,0=ψΣ , 055,0=σ )
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Рис. 6. Графіки функції опору при 285,0=ψΣ , -1с15=ω

амплітуд мм2010 ≤≤ x  і, що визначають квазінульовуу
жорсткість системи, значення функції опору мінімальне.
Висновки. При моделюванні коливальних механічних

систем з ПВП, пружна характеристика яких описується
інтерп|оляційним поліномом з достатнім степенем 3>N ,
адекватним відображенням сили пружного зв’язку з
урахуванням чинника дисипації є аддитивна функція

xxcxaxFxFxxF
N

i

i
i &&&

πω
ψ

+=+= Σ

=
∑ 2

)()()(),(
1

Ду ;      (13)

Вираз (13) доцільно використовувати за умови, що
характеристика ВПС описана відповідним поліномом, а
математичне очікування коефіцієнта поглинання Σψ
встановлене з урахуванням структури ПВП.
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Отримана 10.01.08

I. Sydorenko, S.Gutyrya
Factor of dissipation at design passive vibroinsulating
devices with mechanical feed-back

Odesa National Polytechnic University, Odesa

The task of account of forces of dissipation is considered at the
design of the oscillat ing systems with nonlinear passive
vibroinsulating devices in default of information about the
experimentally certain coefficient of resistance. It is suggested to
represent forces of dissipation on the basis of function of viscid
resistance, depending on a function resulted inflexibility and
dimensionless asorptance, for determination of which statistics of
information are accumulated. Practical recommendations are
resulted.
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передплатили не менше шести примірників журналу, або посприяли його передплаті для організації.

Журнал “Машинознавство” можна передплатити на будь-який місяць і довільну кількість примірників,
перерахувавши по 20 грн за кожен примірник видавцю журналу.


