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Актуальною, з точки зору багатьох застосувань, є
проблема дистанційного визначення геометричних та
механічних параметрів тонкостінних неоднорідностей,
зокрема включень, в ізотропному пружному середовищі
за допомогою розсіяних хвильових полів. Оскільки
інформація про властивості включення міститься в харак-
теристиках розсіяних полів, то важливе значення мають
алгоритми розв’язання задач з їх дослідження. В нижче-
поданій статті розглянута задача про дослідження полів
переміщень та напружень за допомогою так званих
повних поперечних перерізів розсіювання (ПППР).
Постановка задачі. Нехай пружне середовище

(матриця), що знаходиться в умовах плоскої деформації,
містить абсолютно жорстке включення у вигляді пластини
товщини h . У площині xOy  включення займає область

22 hyh,ax ≤≤−≤ . У матриці поширюються плоскі
гармонічні поздовжні хвилі або хвилі поперечного зсуву,
задані своїми потенціалами [1]:

( ) ( ) 110 κ=ϕ y;xAey;x , ( ) ( ) 220 κ=ψ y;xBey;x ,  (1)
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Äîñë³äæóºòüñÿ ïîëå õâèëü, ðîçñ³ÿíèõ òîíêèì ñìóãîâèì àáñîëþòíî æîðñòêèì
âêëþ÷åííÿì ó ìàòðèö³, ùî çíàõîäèòüñÿ â óìîâàõ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. Ç îãëÿäó íà
ìàëó òîâùèíó âêëþ÷åííÿ ãðàíè÷í³ óìîâè íà íüîìó ñôîðìóëüîâàí³ äëÿ ñåðåäèííî¿
ïëîùèíè, à àìïë³òóäà éîãî êîëèâàíü âèçíà÷àºòüñÿ ç ð³âíÿíü ðóõó âêëþ÷åííÿ ÿê
æîðñòêîãî ò³ëà. Öå âêëþ÷åííÿ ìîæå áóòè ÿê ïîâí³ñòþ ç÷åïëåíèì ç ìàòðèöåþ, òàê
³ çíàõîäèòèñü â óìîâàõ ãëàäêîãî êîíòàêòó. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü
ðîçñ³ÿíîãî ïîëÿ âèêîðèñòàí³ ðîçðèâí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Ëàìå. Îòðèìàí³ ôîðìóëè
äëÿ ïîâíèõ ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³ç³â ç ìåòîþ äîñë³äæåííÿ ðîçñ³ÿíîãî âêëþ÷åííÿì
õâèëüîâîãî ïîëÿ.

абсолютно жорстке включення, плоска гармонічна хвиля, плоска деформація,
розривний розв’язок, поле розсіяних хвиль, повний поперечний переріз
розсіювання

де ( ) ( )00 sincosexp; θ+θκ= yxiyxe jj ,  222
jj cω=κ ,

( )21,j = , ( ) 1
2
1 2 ρµ+λ=c , 1

2
2 ρµ=c , λ , µ , 1ρ  — сталіалі

Ламе та густина матриці; ω  — частота коливань; 0θ  —
кут між додатним напрямом осі Ox  та напрямом розпов-
сюдження хвиль.  Множник tie ω− ,  який визначає
залежність від часу, тут і надалі опущений.
Ці хвилі викликають у матриці переміщення:

( ) ( ) ( )[ ]yxeByxeAiyxv ;cos;sin; 2010
0 θ−θ= ;

( ) ( ) ( )[ ]yxeByxeAiyxu ;sin;cos; 2010
0 θ+θ= .      (2)

Переміщення та напруження в матриці подамо у
вигляді:

10 uuu += , 10 vvv += , 10
yzyzyz τ+τ=τ , 10

xxx σ+σ=σ ,

10
yyy σ+σ=σ .                               (3)

Переміщення розсіяної хвилі задовольняють рівняння
Ламе для випадку гармонічних коливань в умовах плоскої
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деформації. До цих рівнянь потрібно вказати умови взає-
модії включення і матриці, які, з огляду на малу товщину
включення, формулюються відносно його серединної
площини. Включення може бути повністю зчепленим з
матрицею, тоді на ньому виконуються умови:

( ) )0,(0, 0
1

1 xvxdxv −γ+=± ,

( ) ),x(ud;xu 00 0
2

1 −=± ,  axa ≤≤− .            (4)

При повному зчепленні на поверхні включення мають
розриви напруження,  для стрибків яких введені
позначення:

( ) ( ) )(0,0, 1
11 xxx yy χ=−σ−+σ ,

( ) ( ) )(0,0, 2
11 xxx xyxy χ=−τ−+τ ,  axa ≤≤− .     (5)

Якщо ж на обох сторонах включення виконуються
умови гладкого контакту з матрицею, то умови на вклю-
ченні мають вигляд:

( ) ),x(vxd,xv 00 0
1

1 −γ+=± , axa ≤≤− ,

);x();x( xyxy 00 01 τ−=±τ .                       (6)

Розриви на поверхні включення мають нормальні
напруження і зсувні переміщення:

)()0;()0;( 1
11 xxx yy χ=−σ−+σ ,

)()0;()0;( 4
11 xxuxu χ=−−+ , axa ≤≤− ,

 04 =±χ )a( ,                                (7)

У формулах (4), (6) 21 d,d  — невідомі амплітуди
поступальних вздовж осей Oy  та Ox  переміщень вклю-
чення, а γ  — амплітуда кута обертання навколо осі Oz.
Вони визначаються з рівнянь руху включення, як жорст-
кого тіла, що при гармонічних коливаннях мають вигляд:

∫
−

ηηχ=ω−
a

a

d)(md 11
2 ,  ∫

−

ηηχ=ω−
a

a
d)(md 22

2 ,

∫
−

ηηηχ=γω−
a

a
dma )(

3
4

1
22 ,                     (8)

де m — маса включення.
Розв’язання задачі. Оскільки напруження і перемі-

щення, викликані хвилею, відбитою від включення, мають
розриви на серединній площині включення, то їх доцільно
подати у вигляді розривного розв’язку рівняння Ламе. У
випадку повністю зчепленого з матрицею включення такі
подання  мають вигляд [2]:

∫∫
−−

η−ηηχ+η−ηηχ=
a

a

a

a
dyxGdyxGyxu ),()(),()(),( 422411

1 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) η−ηηχ+η−ηηχ= ∫∫
−−

dyxGdyxGyxv
a

a

a

a
,;; 322311

1 ,

∫∫
−−

η−ηηχ+η−ηηχ=τ
a

a

a

a
xy dyxGdyxGyx ),()(),()(),( 222211
1 ,

( ) ( ) ( ) ( ) η−ηηχ+η−ηηχ=σ ∫∫
−−

dyxGdyxGyx
a

a

a

a
y ,;),( 122111
1 ,
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

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∂
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∂
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2
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2
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1
1 22)(),(

∫
−

η












∂
∂

−
∂
∂

+
ξ
κ

∂
∂

ηχ+
a

a
d

y
r

y
rr

x 2
1

2

2
1

2

12

2
1

2 22)( .           (9)

Якщо ж на обох сторонах включення виконуються
умови гладкого контакту, то переміщення і напруження,
викликані відбитою хвилею, дорівнюють [2]:

−η−ηηχ= ∫
−

a

a

dyxGyxu );()(),( 411
1

∫
−

η−η
η∂
∂

η′χ−
a

a
dyxG );()( *

444 ,

−η−ηηχ= ∫
−

a

a

dyxGyxv );()();( 311
1

∫
−

η−η
η∂
∂

η′χ−
a

a
dyxG );()( *

344 ,

−η−ηηχ=τ ∫
−

a

a
xy dyxGyx );()();( 211
1

∫
−

η−η
η∂
∂

η′χ−
a

a
dyxG );()( *

244 ,
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








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∂
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∂

+
ξ
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x d
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1
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2
1
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12

2
1

1
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
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















∂
∂

+κ+
∂
∂

+
ξ
κ

∂
∂

κ
η′χ

µ+ ∫
−

dr
xy

rr
y

a

a
22

2
2
22

1
2

12

2
1

2
2

4 22)(2 .

−η−ηηχ=σ ∫
−

a

a
y dyxGyx );()(),( 111
1

∫
−

η−η
η∂
∂

η′χ−
a

a
dyxG );()( *

144 ,               (10)

Для визначення стрибків, що входять у (8) — (10), для
кожного випадку взаємодії включення та матриці з
граничних умов отримана система інтегральних рівнянь,
яка докладно виведена в [3, 4].
Заначена система інтегральних рівнянь для повністю

зчепленого âêëþ÷åííÿ ï³ñëÿ âèëó÷åííÿ ñèíãóëÿðíî¿
складової ядер має вигляд:
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∫
− 





+ζ−τ+ζ−τ
ξ+

τϕ
π

1

1
1

2

1 )(ln
2

1)(
2
1 F

)(
4

31
2 12

0
ζ=τ


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
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
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
 τζ

+
εκ
πρ

+ fd ,
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2

)(ln
2

1)(
2
1
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1
2
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2

2

2 ζ=












εκ

πρ
+ζ−τ+ζ−τ

ξ+
τϕ

π ∫
−

fF , (11)

( ) [ −θξζκθα−=ζ )cosexp(sin 0001 iif

])cosexp(cos 000 θζκθβ− i

( ) [ +θξζκθα−=ζ )cosexp(cos 0002 iif

])cosexp(sin 000 θζκθβ+ i .

Інтегральні рівняння для включення в умовах гладкого
контакту є такими:

+τ
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
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1
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fd ,
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ζ−τΓ+
ζ−τ

ξ
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π ∫
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1

1
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1 d
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∫
−

ζ=τ
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






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ζ−τΓ+
ζ−τ
ξ−

τϕ
π

+
1

1
212

2

4 )()(12)(
2
1 fd ,

0)(
2
1 1

1
4 =ττϕ

π ∫
−

d ,                          (12)

( )[ −θξζκθα−=ζ 0001 cosexpsin)( iif

( )]000 cosexpcos θζκθβ− i ,

( )[ −θξζκθαξκ=ζ 00002 cosexp2sin)( if

( )]000 cosexp2cos θζκθβ− i .

Ядра інтегральних операторів )(11 ζ−τΓ , )(12 ζ−τΓ ,
)(22 ζ−τΓ , )(1 ζ−τF , )(2 ζ−τF  є функціями обмеженими

та  неперервними для 1,1 ≤ζτ≤− .  Також введено
позначення xa 1−=ζ ,  1)()( −µζχ=ζϕ ajj  2;1=j ,

)()( 44 ζ′χ=ζϕ a .
Наближений розв’язок (11) та (12) шукатимемо у

вигляді [6]

( ) ( )
21 τ−

τψ
=τϕ i

i , 4;2;1=i .                 (13)

Методами, викладеними у [6, 7], системи інтегральних
рівнянь (11), (12) замінені відповідними системами
лінійних алгебричних рівнянь:

( )∑
= 


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
+τ−τ+
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ψ

π
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kmkmmm FBa
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1
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
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+
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πρ
+ ,
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2
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2
0
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2

2 k

n

m
kmkmmm fFBa τ=













εκ

πρ
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=

(14)
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= 
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+
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π ∑
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
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jmjm
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11
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4 )()(412
2
1

)(2 jtf= ,      ∑
=
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π

n
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mm a

1
4 0

2
1

.              (15)

n
jt j

π
= cos , 1;1 −= nj , nk ;1= ,

( )( )nmm 212cos −π=τ   ( )nm ,1= .

У цих формулах ma , kmB  — коефіцієнти квадратур-
них формул для сингулярних інтегралів з ядрами Коші і
логарифмічним ядром [6, 7].
Після розв’язання систем (14), (15) невідомі функції

)(τψ i  наближені інтерполяційними многочленами:

( ) ( )
( )( )∑

= τ−ττ′
τ

ψ=τψ
n

m mmn

n
mii T

T

1
,                  (16)

де ( )τnT  — многочлен Чебишева 2-го роду, ( )mimi τψ=ψ ,
2,1=i , mτ  — корені ( )τnT .
Визначення повних поперечних перерізів розсію-

вання (ПППР). Повний поперечний переріз розсіювання
)(ωkQ  як поздовжніх, так і поперечних хвиль за озна-

ченням [8, 9] є відношенням усередненої швидкості поши-
рення енергії розсіяної хвилі 

tkQ1  через циліндричну
поверхню одиничної висоти, що містить включення, до
середньої за періодом кількості енергії 

t
I 0  падаючої

хвилі, що проходить через одиничну площадку, перпен-
дикулярну до напряму розповсюдження падаючої хвилі:

t

tk
k

I

Q
Q

0

1

)( =ω , 2;1=k .                     (17)

Якщо ввести одиничний вектор нормалі
)sin,(cos 00

0 θθ=n  до фронту падаючої хвилі [8], тоо
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{ ++τ+σθ
ω

= ))(Im(cos
2

0000
0

0 vuI xyxt

}))(Im(sin 0000
0 vuxyy +τ+σθ+ .              (18)

При падінні поздовжньої хвилі величина

2
1

2
0

2ξ

κωµ
=

A
I

t
.                          (19)

Якщо ж поширюються хвилі поперечного зсуву, то

2
2

2
0 κωµ

=
B

I
t

.                         (20)

Подамо переміщення і напруження,  викликані
розсіяною хвилею, у вигляді:

121111211112111 ,, xxxvvvuuu σ+σ=σ+=+= ,

1211112111 , xyxyxyyyy τ+τ=τσ+σ=σ .

У цьому поданні перші доданки є переміщеннями і
напруженнями, викликані розсіяною поздовжньою
хвилею, другі — розсіяною поперченою хвилею.
Нехай є циліндрична поверхня одиничної довжини,

всередині якої знаходиться включення. Швидкість
поширення енергії розсіяної хвилі через цю поверхню [8]

∫ 
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y

kk
y






σ+τ+σ−σ+ ω211111111 )( .

З останньої формули при 1=k  знаходимо швидкість
поширення енергії поздовжньої хвилі, а при 2=k  —
енергії поперечної хвилі. Після осереднення величин kQ
за часом, знайдено:

∫
π

+








 τ−τ+σ−σ

ω
=

2

0

11111111
1

1

2
kk

xy
kk

xy
kk

x
kk

xtk vvuunQ

ϕ








 σ−σ+τ−τ+ dvvuun kk

y
kk

y
kk

xy
kk

xy
11111111

2 .     (21)

Далі для визначення 
tkQ1  у дальній зоні потрібно

ввести полярну систему координат ϕ= cosRx ,
ϕ= sinRy , 22 yxR +=  і використати асимптотичні

формули для переміщень та напружень розсіяного поля
поздовжніх і поперечних хвиль, коли ∞→R .
З інтегральних подань для переміщень та напружень

відбитих поздовжніх хвиль для повністю зчепленого
включення (9) знаходимо асимптотичні формули:

×γκ
κµ

−=ϕ 1
2
12

21

11

4
),( iRu















+ϕ+ϕ×

− 2
12

2111 cos2sin
2
1 ROSS ,

×γκ
κµ

−=ϕ 1
2
12

21

11

4
),( iRv















+ϕ+ϕ×

− 2
1

21
2

11 2sin
2
1sin ROSS ,

( ) ×γϕξ−
κ

=ϕσ 1
22111 sin21

4
),(Rx















+ϕ+ϕ×

− 2
1

2111 cossin ROSS ,

×ϕγξ
κ

=ϕτ 2sin
4

),( 1
2111 Rxy















+ϕ+ϕ×

− 2
1

2111 cossin ROSS ,

( ) ×γϕξ−
κ

=ϕσ 1
22111 cos21

4
),(Ry















+ϕ+ϕ×

− 2
1

2111 cossin ROSS .           (22)

Аналогічні подання для розсіяних хвиль поперечного
зсуву мають вигляд:

×γ
µ

=ϕ 2
1

12

4
),( iRu















+ϕ−ϕ×

− 2
12

2212 sin2sin
2
1 ROSS ,

×γ
µ

−=ϕ 2
1

12

4
),( iRv















+ϕ−ϕ×

− 2
1

22
2

12 2sin
2
1cos ROSS ,

×ϕγ
κ

−=ϕσ 2sin
4

),( 2
212 Rx















+ϕ−ϕ×

− 2
1

2212 sincos ROSS ,

×ϕγ
κ

=ϕτ 2cos
4

),( 2
212 Rxy















+ϕ−ϕ×

− 2
1

2212 sincos ROSS ,

×ϕγ
κ

=ϕσ 2sin
4

),( 2
212 Ry
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













+ϕ−ϕ×

− 2
1

2212 sincos ROSS .          (23)

Коли на обох сторонах включення виконуються умови
гладкого контакту аналогічні формули для переміщень і
напружень відбитих поздовжніх хвиль мають вигляд:















+ϕκ−ϕγ

κµ

κ
−=ϕ

− 2
1

4111112
21

2
111 cos22sin

8
),( ROSS

i
Ru















++ϕγ

κµ
κ

−=ϕ
− 2

1
4111

2
12

21

2
111 2sin

4
),( ROSSiRv

, ( )














+µ+γϕξ−ϕ

κ
=ϕσ

− 2
1

411111
22111 2sin21sin

4
),( ROSSRx















+µ+ϕϕγξ

κ
=ϕτ

− 2
1

411111
2111 2sin2sin

4
),( ROSSRxy

( ) ×γϕξ−ϕ
κ

=ϕσ 1
22111 cos21sin

4
),(Ry















+µ+×

− 2
1

41111 2 ROSS ,                (24)

За розсіяння від включення хвиль поперечного зсуву
це поле набуває вигляду:















+

ϕ
ϕ

−ϕϕ
µ
γ

=ϕ
− 2

1
4212

1

212

cos
2coscossin

4
),( ROSS

i
Ru ,















+ϕ+ϕ

µ
γ

−=ϕ
− 2

1
42

2
12

1

212 2coscos
4

),( ROSS
i

Rv ,

, ×ϕ
γκ

−=ϕσ sin
2

),( 2212 Rx















+ϕµ+ϕ×

− 2
1

421
2

12 2coscos ROSS ,

×ϕγ
κ

=ϕτ 2cos
4

),( 2
212 Rxy















+

ϕ
ϕµ

+ϕ×
− 2

11
4212 cos

2cos
cos ROSS ,















+ϕµ+ϕϕ

γκ
=ϕσ

− 2
1

421
2

12
2212 2coscossin

2
),( ROSSRy

(25)

У формулах (22) — (25) використані такі позначення:

( )∫
−

ηϕηκ−ηχ=
a

a
jllj diS cosexp)( , 2;1=l ,

( )∫
−

ηϕηκ−η′χ=
a

a
jj diS cosexp)(44 ,







 π

−κ
πκ

=γ
4

exp2 Ri
R j

j
j , 2;1=j

Після переходу до позначень

( ) ( )ζ=ζ − auau 0
1 , ( ) ( )ζ=ζ − avav 0

1 ,

( )
( )
µ

ζχ
=ζϕ

aj
j , 2;1=j , ( ) ( )ζ′χ=ζϕ a44 , xa 1−=ζ

і обчислення інтегралів за квадратурними формулами
Гауса-Чебишова отримані наближені формули для
головних складових переміщень та напружень хвиль,
розсіяних у дальню зону. У випадку повністю зчепленого
з матрицею включення ці формули мають вигляд:

( )






 ϕ+ϕλξ−=ϕ ξξ 2

211
211 cos2sin

2
1, mm TTaiRu ,

( )






 ϕ+ϕλξ−=ϕ ξξ 2sin

2
1sin, 2

2
11

211
mm TTaiRv ,

( ) ( ) { }ϕ+ϕλϕξ−ξκµ=ϕσ ξξ cossinsin21, 211
22

01
11

kkx TTR ,

( ) { }ϕ+ϕϕλξκµ=ϕτ ξξ cossin2sin, 211
3

01
11

kkxy TTR ,

( ) ( ) { }ϕ+ϕλϕξ−ξκµ=ϕσ ξξ cossincos21, 211
22

01
11

kky TTR ,

( )






 ϕ−ϕλ=ϕ 2

212
12 sin2sin

2
1, mm TTaiRu ,

( )






 ϕ−ϕλ−=ϕ 2sin

2
1cos, 2

2
12

12
mm TTaiRv ,

( ) { }ϕ−ϕϕλκµ−=ϕσ sincos2sin, 21201
12

kkx TTR ,

( ) { }ϕ−ϕϕλκµ=ϕτ sincos2cos, 21201
11

kkxy TTR ,

( ) { }ϕ−ϕϕλκµ=ϕσ sincos2sin, 21201
12

kky TTR ,

∑
=

ψ=
n

p
ppgppg zaT

1
)exp( , ∑

=

ξ ξψ=
n

p
ppgppg zaT

1
)exp( ,

ϕτκ−= cos0 pp iz , kmp ;= ,





 π

−κ
πκ

=λ
4

exp
8

1 Ri
R

j
j

j , 2;1; =jg .

Для включення в умовах гладкого контакту головні
складові переміщень та напружень хвиль, розсіяних у
дальню зону, набувають вигляду:

( ) { }ξξ +ϕλξ−=ϕ 411
211 22sin

2
1, mm TTaiRu ,

( ) { }ξξ +ϕλξ−=ϕ 41
2

1
211 2sin, mm TTaiRv ,

( ) ( ) { }ξξ +ϕϕξ−ξλκµ=ϕσ 41
22

101
11 2sinsin21, kkx TTR ,

( ) { }ξξ +ϕϕλξκµ=ϕτ 411
3

01
11 2sin2sin, kkxy TTR ,
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( ) ( )×ϕξ−ϕξλκµ=ϕσ 22
101

11 cos21sin,Ry

{ }ξξ +× 41 2 kk TT ,

( )








ϕ
ϕ

+ϕϕλ=ϕ
cos

2coscossin, 412
12

mm TTaiRu ,

( ) { }ϕ+ϕλ−=ϕ 2coscos, 4
2

12
12

mm TTaiRv ,

( ) { }ϕ+ϕϕλκµ−=ϕσ 2coscossin2, 4
2

1201
12

kkx TTR ,

( )








ϕ
ϕ

+ϕϕλκµ=ϕτ
cos

2coscos2cos, 41201
12

kkxy TTR ,

( ) { }ϕ+ϕϕλκµ=ϕσ 2coscossin2, 4
2

1201
12

kky TTR .

Підставивши у (21) подання для ),(1 yxu k , ),(1 yxv k ,
),(1 yxk

xσ , ),(1 yxk
yσ  та а ),(1 yxk

xyτ  і обчисливши відповідні
інтеграли, знайдено вираз для 

tkQ1 :

∫
π

ϕϕ
πωµ

−=
2

0
2

2
11 )(

16
df

n
aQ ktk , 2;1=k .          (26)

В останній формулі підінтегральні функції залежать
від типу розсіяної хвилі і для повністю зчепленого
включення відповідно дорівнюють:

( )[




+ψψϕξ−=ϕ ∑∑
= =

n

m

n

k

mk
km zf

1 1
11

22
1 cosResin)(

( )]+ψψ+ mk
km zsinIm 11

( )[∑ ∑
= =

+ψψϕ+
n

m

n

k

mk
km z

1 1
21 cosRe2sin

2
1

( )]+ψψ+ mk
km zsinIm 21

( )[∑ ∑
= =

+ψψϕ+
n

m

n

k

mk
km z

1 1
12 cosRe2sin

2
1

( )]+ψψ+ mk
km zsinIm 12

( )[∑ ∑
= =

+ψψϕ+
n

m

n

k

mk
km z

1 1
22

2 cosRecos

( )]}mk
km zsinIm 22 ψψ+ ,

( )[∑∑
= =

+ψψϕ−=ϕ
n

m

n

k

mk
km zf

1 1
11

2
2 cosRecos)(

( )]+ψψ+ mk
km zsinIm 11

( )[∑ ∑
= =

+ψψϕ+
n

m

n

k

mk
km z

1 1
21 cosRe2sin

2
1

( )]+ψψ+ mk
km zsinIm 21

( )[∑ ∑
= =

+ψψϕ+
n

m

n

k

mk
km z

1 1
12 cosRe2sin

2
1

( )]+ψψ+ mk
km zsinIm 12

( )[∑ ∑
= =

+ψψϕ−
n

m

n

k

mk
km z

1 1
22

2 cosResin

( )]}mk
km zsinIm 22 ψψ+ ,

Для включення в умовах гладкого контакту на обох
його сторонах ці формули мають вигляд:

( )[




+ψψϕξ−=ϕ ∑∑
= =

n

m

n

k

mk
km zf

1 1
11

22
1 cosResin)(

( )]+ψψ+ mk
km zsinIm 11

( )[∑ ∑
= =

+ψψ+
n

m

n

k

mk
km z

1 1
21 cosRe2

( )]+ψψ+ mk
km zsinIm 21

( )[∑ ∑
= =

+ψψ+
n

m

n

k

mk
km z

1 1
12 cosRe2

( )]+ψψ+ mk
km zsinIm 12

( )[∑ ∑
= =

+ψψ+
n

m

n

k

mk
km z

1 1
22 cosRe4

( )]}mk
km zsinIm 22 ψψ+ ,

( )[∑∑
= =

+ψψϕ−=ϕ
n

m

n

k

mk
km zf

1 1
11

2
2 cosRecos)(

( )]−ψψ+ mk
km zsinIm 11

( )[∑ ∑
= =

+ψψϕ−
n

m

n

k

mk
km z

1 1
21 cosRe2cos

( )]−ψψ+ mk
km zsinIm 21

( )[∑ ∑
= =

+ψψϕ−
n

m

n

k

mk
km z

1 1
12 cosRe2cos

( )]−ψψ+ mk
km zsinIm 12

( )[∑ ∑
= =

+ψψ
ϕ

ϕ
−

n

m

n

k

mk
km z

1 1
222

2
cosRe

cos
2cos

( )]}mk
km zsinIm 22 ψψ+ ,

ϕτ−τκ= cos)(0 jkim
mkz , 2;1; =ji .

У результаті підстановки (19), (20) та (26) у (17)
отримано вираз для ПППР. Якщо на включення набігає
поздовжня хвиля, то вираз для ПППР має вигляд

∫
π

ϕϕ
κ

ξπ−
=ω

2

0
2

2
2

2
)(

8
)( df

An
aQ kk .                 (27)
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Якщо ж на включення набігає поперечна хвиля, тоді

∫
π

ϕϕ
κ

π−
=ω

2

0
2

2
2

2
)(

8
)( df

Bn
aQ kk ,  2;1=k .         (28)

Аналіз результатів. За допомогою формул (26) прове-
дені дослідження залежності значень повного поперечного
перерізу розсіювання Q  як від безрозмірної частоти 0κ ,
так і від кута падіння хвилі 0θ . Результати цих досліджень
показані у вигляді графіків на рис. 1 — рис. 3. Пунктирна
крива на всіх рисунках відповідає випадку ПППР розсіяної
поперечної хвилі, суцільна крива — поздовжньої хвилі.
Криві з номером 1 демонструють залежність ПППР для
повністю зчепленого включення та матриці, 2 — для
включення в умовах гладкого контакту.

На рис. 1 та рис. 2 наведені графіки залежності ПППР
від кута поширення падаючої хвилі при 40 =κ . Від вклю-
чення розсіюються як поздовжня, так і поперечна хвилі. На
рис. 1 наведені графіки залежності ПППР від 0θ  при
поширенні в матриці поздовжньої хвилі. Значення ПППР
для повністю зчепленого включення і включення в умовах
гладкого контакту набувають максимальних і мінімальних
значень як розсіяної поздовжньої хвилі, так і поперечної
хвилі за різних кутів поширення падаючої хвилі. Тільки тоді,
коли фронт поширення хвилі паралельний до включення,
значення ПППР досягають мінімального значення незалеж-
но від умов взаємодії включення та матриці. За розсіяння
поздовжньої хвилі значення ПППР для повністю зчепленого
включення свого найбільшого значення набувають при куті
падіння хвилі o00 =θ  і o1800 =θ  та істотно перевищуютьть
відповідні значення ПППР для включення в умовах гладкого
контакту, які при вказаних кутах падіння дорівнюють нулю.

На рис. 2 подані графіки залежності ПППР від кута
поширення хвилі в матриці при падінні поперечної хвилі.
Як видно з графіків, для включення в умовах гладкого контак-
ту при o900 =θ  ПППР як розсіяної поздовжньої хвилі, так
і поперечної хвилі набувають максимального значення. Для
повністю зчепленого з матрицею включення при такому куті
поширення хвилі ПППР мають найменші значення. Крім
цього, існує діапазон кутів поширення падаючої хвилі, за
яких ПППР розсіяної поздовжньої хвилі для повністю зчеп-

леного включення істотно перевищують відповідні значення
ПППР для включення в умовах гладкого контакту.

На рис. 3 подані графіки залежності ПППР при поши-
ренні поперечної хвилі з o00 =θ . З ростом частоти значен-
ня ПППР розсіяної поперечної хвилі швидко зростають,
досягаючи свого найбільшого значення. Але максимальних
значень ПППР для повністю зчепленого включення і
включення в умовах гладкого контакту набувають при різних
значеннях 0κ . З подальшим зростанням 0κ  ПППР
зменшуються. Але ПППР розсіяної поперечної хвилі для
повністю зчепленого включення перевищують відповідні
значення для ПППР для включення в умовах гладкого
контакту. У випадку розсіяння поздовжньої хвилі ПППР для
включення в умовах гладкого контакту перевищують
відповідні значення ПППР для повністю зчепленого
включення на всьому розглянутому діапазоні частот.
Висновок. У статті отримано ефективні наближені фор-

мули для розрахунку такої важливої характеристики розсія-
ного хвильового поля як ПППР. Шляхом числових дослід-
жень встановлено, що на залежність значень ПППР від кута
поширення падаючої хвилі і частоти істотно впливають умо-
ви взаємодії між включенням та матрицею. Останнім дове-
дена теоретична можливість дистанційного визначення умов
взаємодії між включенням та матрицею за допомогою ПППР.
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The wave field which is diffracted by the thin rigid inclusion in
the matrix which is in the conditions of plane strain is analyzed in
the article. Boundary conditions are formulated for the middle plane
of the inclusion in view of a small thickness of the inclusion and the
amplitude of its oscillations are defined from the equations of motion
as rigid body. The inclusion can be both fully coupled with the medium
and by the conditions of the smooth contact. The discontinuous
solutions of the Lame equation are used for the definition of the
displacements and stresses of the scattered field. The formulae for
the full transverse sections for the purpose of researching of the
diffracted wave field by the inclusion are obtained.
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