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Дослідження і розрахунок параметрів надійності та
міцності елементів конструкцій, деталей машин і при-
ладів, що перебувають під дією інтенсивного динамічного
силового навантаження в умовах теплової взаємодії з
оточенням, є важливим як з теоретичної, так і з практичної
точок зору. В сучасній промисловості широко викорис-
товують матеріали, в яких ефект зв’язаності полів дефор-
мацій та температури є досить істотним. До таких матеріа-
лів, що застосовуються при виробництві електроізоляцій-
них покриттів, будівельних конструкцій, броньованого
скла і т. д., належать  полімерні матеріали альдегідних
груп, такі як полівінілбутираль, полівінілформаль, полі-
стирол тощо. У зв’язку з цим, при проектуванні конструк-
цій та їхніх елементів виникає потреба у створенні
методик розрахунку, які б давали можливість оцінити
зв’язані термопружні поля в умовах великих перепадів
температур та ударних механічних напружень.

У загальному вигляді задача термопружності є склад-
ною задачею математичної фізики. В літературі існують
розв’язки окремих задач для тонкостінних пластин та
оболонок, просторів і півпросторів з порожниною тощо
[1 — 11]. Тому розроблення  аналітичних і числових
процедур розв’язування просторових задач зв’язаної
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товста плита, отвір, термонапружений стан

термопружності в теперішній час є актуальною проб-
лемою механіки деформівного твердого тіла.

Одним з ефективних методів розв’язування задач
математичної фізики є метод однорідних розв’язків, що
широко застосовується при розв’язуванні різноманітних
задач теплопровідності, термопружності, електропруж-
ності [12]. Наразі з методом однорідних розв’язків широке
застосування при розв’язуванні граничних задач знахо-
дить новий підхід, запропонований одним з авторів [13,
14], та названий ним Ф-розв’язками. Цей підхід, що спира-
ється на Ф-розв’язки для шару, дає можливість розв’язу-
вати просторові задачі теорії пружності для багатозв’яз-
них плит і циліндричних оболонок, а також звести задачу
до досить добре вивчених інтегральних рівнянь [15 —
17]. Нижче схема застосування Ф-розв’язків поширюється
на зв’язану задачу термопружності.
Вихідні співвідношення та Ф-розв’язки для шару.

В системі прямолінійних декартових координат 1 2 30x x x
розглянемо шар 1 2 3, ,x x x h−∞ < < ∞ ≤ , на основах якогоо
задані граничні умови змішаного типу:

3 13 23 3 4 30,u u x hσ σ= = = ∂ = = ± .         (1.1)
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Розглянемо гармонічні коливання такого шару.
Однорідні розв’язки для цього кососиметричного випадку
побудовані в [15].

Основна система рівнянь зв’язаної термопружності
[5], після виключення з неї часового множника i te ω− , має
вигляд
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де 
__

1,4 , ij jU j X Q∗ ∗ = 
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 — амплітуди переміщень ju ,

температури 0T Tθ = − , інтенсивностей об’ємних сил jF
та теплових джерел Q  відповідно; , ,ρE ν  — модульль
Юнга, коефіцієнт Пуасона та густина матеріалу; , ,T T cεα λ
— коефіцієнти лінійного теплового розширення, тепло-
провідності та теплоємності матеріалу; ,λ µ  — пара-
метри Ламе; TV  і 2V  — швидкості поширення теплових
та механічних зсувних збуджень; 0T  — температура тіла
в початковому незбудженому стані, τ ∗  — час релаксації
теплового потоку, ω  — кругова частота.

Нехай вздовж відрізку 1 10 2 20 3, ,x x x x x h= = ≤  розпо-
ділені зусилля ( )Re i t
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Польові величини подамо у вигляді:
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де eT  — температура зовнішнього середовища.

Виключаючи з (1.2) товщинну координату 3x , отри-
муємо систему диференціальних рівнянь відносно коефі-
цієнтів Фур’є польових величин. Розглядаючи окремо
кожний з чотирьох варіантів збудження, отримуємо згідно

з [15 — 17] матрицю Ф-розв’язків ( )m
kng  у такому вигляді:
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У наведених формулах ( ) ( )1
pH x  — функція Ганкеля

першого роду порядку p , 1nµ  та а 2nµ  — корені біквад-
ратного рівняння:
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2. Інтегральні рівняння зв’язаної термопружності
для шару в 3R . Користуючись Ф-розв’язками (1.3), розгля-
немо зв’язану динамічну задачу термопружності для шару,
послабленого двома наскрізними отворами, який є моделлю
товстої плити з наскрізними технологічними отворами,
розташованими близько один від одного (рис. 1).

Інтегральні подання польових величин, що описують
термопружний стан описаного тіла, введемо за допо-
могою згортки матриці фундаментальних розв’язків (1.3)
зі стрибками вектора переміщень та температури.  У
результаті отримаємо
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— контур поперечного перерізу отвору.
Компоненти тензора напружень подамо у вигляді:
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де ijδ  — символ Кронекера.

Нехай на поверхні отвору S задані нормальна та дотич-
на компоненти вектора напруження, а тепловий потік
задовольняє умову теплообміну із зовнішнім середови-
щем за законом Ньютона. Тоді граничні умови на S можна
подати у вигляді:
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У наведених формулах *h  — відносний коефіцієнт
теплообміну, ψ  — кут між зовнішньою нормаллю до
контуру Γ  в точці ζ  та віссю 10x .
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Рис. 1. Шар, послаблений двома наскрізними отворами
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порожнини має вигляд
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У зв’язаних задачах термопружності особливий
інтерес викликає врахування впливу ефекту зв’язаності
полів на напружено-деформований стан тіла. Показником
зв’язаності є коефіцієнт δ , що має вигляд
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Значення цього коефіцієнта змінюються в межах
[ ]0; 0, 5 . Відомо, що для полімерних матеріалів альде-
гідних та формальдегідних груп, таких як полівінілфор-
маль, полівінілбутираль та інші, цей коефіцієнт зв’яза-
ності може дорівнювати  0.45 і більше [5], що дає підстави
висловити припущення про наявність істотного впливу
зв’язаності термомеханічних полів на динамічну концен-
трацію напружень у просторових тілах з  неодно-
рідностями.

3. Результати розрахунків. Для визначення напру-
жено-деформованого стану шару, послабленого двома
наскрізними отворами, розраховувалася залежність амплі-
тудних значень величини θθσ  (формули (2.3)) від першогоо
хвильового числа 1Rγ  у точці ( );0;R h . Інтегральні рів-
няння (2.2) розв’язувались чисельно методом механічних
квадратур, потім відновлювалися компоненти тензора
переміщень. Параметризація контурів поперечних пере-
тинів має вигляд

( ) ( )1 3 2 3cos cos 3 sin sin 3r C ir Cζ θ θ θ θ= + + − ,

де для кола  1 2 3, 0R r r C= = = ,  для еліпсаа
( )1 2 32, 0R r r C= + = ,  для квадрата  1 2R r r= = ,

3 0,14036C = .
На поверхні першого отвору діє змінне в часі за гармо-

нійним законом нормальне навантаження, інший отвір
залишався вільним від навантажень. Амплітуди наван-
тажень визначаються співвідношенням 0 3N N x h= .

На рис. 2 — рис. 4 наведені результати розрахунків
для полівінілбутиралю, коефіцієнт зв’язаності полів для
якого дорівнює 0.44. Пунктирні лінії відповідають
зв’язаній задачі, суцільні — незв’язаній. Для всіх
розрахунків товщина шару приймалася 1h = , а віддаль
між отворами 2, 5d = . Рис. 2 побудований для коловогоо
і квадратного (квадрат з округленими вершинами) отворів
при 1 21, 1R R= = , рис. 3 — для двох еліптичних отворів
при 11 121, 0,5,R R= =  21 221, 0,5R R= = , рис. 4 — для двохох
квадратних отворів при 1 21, 1R R= = .

На всіх графіках вплив зв’язаності полів просте-
жується виразно, спостерігається зміна амплітудних
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значень колового нормального напруження, однак власні
частоти лишаються незмінними. Можна зробити висно-
вок, що для матеріалів, яким притаманна значна термо-
механічна взаємодія полів деформацій і температури, слід
використовувати модель зв’язаної термопружності,
оскільки вона істотно уточнює результати розрахунків
порівняно з незв’язаною задачею.

Слід зазначити, що такий алгоритм дає змогу прово-
дити розрахунки для різних товщин плити і різних
геометричних характеристик отворів без внесення змін у
текст програми. Отримані результати розрахунків та роз-
роблений аналітичний алгоритм можна використовувати
в науково-дослідних закладах та конструкторських бюро,
що займаються розрахунком на міцність машинобудівних
конструкцій з матеріалів, яким притаманний істотний
зв’язок термомеханічних полів.
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L. Filshtynskyi, O. Bondar
Thermoelastic state of a thick plate, weakened by two holes
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Dynamic coupled thermoelasticity problem for isotropic thick
plate, weakened by two through-the-thickness holes has been
explored in the paper (skew-symmetric case). Plate faces considered
to satisfy the mixed mechanical boundary conditions and the
condition of heat exchange with an environment using Newton law.
Boundary problem has been reduced to a system of one-dimensional
singular integral equations of the second order, which has been
solved numerically with the help of the mechanical quadrature
method. Dynamic stresses distribution has been explored, influence
of the thermomechanical coupling on stresses distribution has been
showed.
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