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МЕТРИЧНА РОЗМIРНIСТЬ КIСТЯКОВИХ ДЕРЕВ
УНIЦИКЛIЧНИХ ГРАФIВ

Найменшу за потужнiстю множину M ∈ V скiнченного графа G = (V,E) таку, що для будь-
якої пари вершин u, v ∈ V iснує принаймнi одна вершина t ∈M, для якої має мiсце нерiвнiсть

dG(t, v) 6= dG(t, u),

називають метричним базисом, а потужнiсть множини M – метричною розмiрнiстю. Оскiль-
ки, як вiдомо, пошук метричної розмiрностi для довiльного графа є NP-важкою проблемою, то
пошук метричної розмiрностi графiв обмежують пошуком для певних родин графiв.

Для унiциклiчних графiв, тобто графiв, що мiстять рiвно один цикл, пiсля вилучення ребра
можна отримати дерево. Метою статтi є встановлення зв’язку мiж унiциклiчним графом, що
має метричну розмiрнiсть 2, та метричними розмiрностями його кiстякових дерев залежно
вiд способу вилучення ребра.

Ключовi слова: метрика, унiциклiчний граф, метрична розмiрнiсть, метричний базис, кiстя-
кове дерево, вiдстань.

Вступ

Поняття метричної розмiрностi для метрич-
них просторiв було введене Л. Блюменталем у
1953 роцi в працi [1], але активнi дослiдження в
цьому напрямку почались, коли це поняття бу-
ло використане для графiв незалежно один вiд
одного в 1975 роцi Слатером [2] та у 1976 ро-
цi Харарi та Мелтером [3]. Виявилось, що мi-
нiмальна кiлькiсть орiєнтирiв траекторiї руху
робота є метричною розмiрнiстю в метричному
просторi, що визначається графом. Крiм того,
Слатером також було показано, що iдею пошу-
ку метричної розмiрностi можна використову-
вати в довготермiнових засобах навiгацiї. Ме-
трична розмiрнiсть та метричнi генератори на-
були також застосувань у фармацефтичнiй хi-
мiї [4], пошуку в мережах [5], пошуку стратегiй
у грi Mastermind [6] тощо.

У 1979 роцi Герi та Джонсон в [7] показали,
що пошук метричної розмiрностi для довiльно-
го графа є NP-важкою проблемою. Тому пошук
метричної розмiрностi графiв обмежують пошу-
ком для певних родин графiв.

Так, у 2000 роцi у статтi [4] було показано,
що метрична розмiрнiсть графа G дорiвнює 1
тодi i тiльки тодi, коли вiн є ланцюгом, метрич-
ну розмiрнiсть n−1 має лише повний графKn, а
n−2 — повний дводольний Ks,t. У працi [8] бу-
ло знайдено метричну розмiрнiсть графiв-колiс,
а в [3] було доведено, що метрична розмiрнiсть
простого циклу дорiвнює двом.

С. Кулер, Б. Рагавачарi та А. Розенфельд

в працi [9] описали певнi властивостi графiв,
що мають метричну розмiрнiсть 2. Вони довели,
що для графа метричної розмiрностi 2 завжди
можна вибрати метричний базис {a, b} графа G
так, щоб степенi обох вершин a i b були щонай-
бiльше 3, а також степiнь довiльної вершини в
найкоротшому шляху мiж a, b має не перевищу-
вати 5.

Л. Еро, П. Фейт, К. Канг та Уi Енджонг у
статтi [10] вивели оцiнку метричної розмiрностi
деякого графа G− e, отриманого з графа G, за
допомогою видалення ребра:

dim(G− e) ≤ dim(G) + 2,

dim(G− e) ≥ dim(G)− 1. (1)

У цiй статтi встановимо зв’язок мiж метрич-
ними розмiрностями унiциклiчного графа ме-
тричної розмiрностi 2 та його кiстяковими де-
ревами залежно вiд способу вилучення ребра.
Оскiльки кiстякове дерево отримується з унiци-
клiчного графа видаленням рiвно одного ребра,
то згiдно з нерiвностями (1) метрична розмiр-
нiсть довiльного кiстявого дерева такого унiци-
клiчного графа задовольняє нерiвнiсть:

1 ≤ dim(T ) ≤ 4.

Метою цiєї статтi є повна характеризацiя метри-
чної розмiрностi кiстякових дерев унiциклiчно-
го графа G з dim(G) = 2, тобто ми опишемо
умови, за яких кiстякове дерево має метричну
розмiрнiсть k, де 1 ≤ k ≤ 4.
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Необхiднi визначення

Нехай G = (V,E) — простий скiнченний
зв’язний граф з множиною вершин V та мно-
жиною ребер E. На графi G однозначно визна-
чається метричний простiр (V, dG), у якому ме-
трика dG мiж двома довiльними вершинами v1 i
v2 дорiвнює 0, якщо v1 = v2 i довжинi найкоро-
тшого шляху, що з’єднує вершини v1 i v2, якщо
v1 6= v2.
Означення 1. Для трiйки вершин x, t, y ∈ V
вершина t називається такою, що роздiляє вер-
шини x i y, якщо x = y або виконується нерiв-
нiсть:

dG(t, x) 6= dG(t, y).

У наших дослiдженнях припускатимемо, що
x 6= y.
Означення 2. Пiдмножина M ⊂ V називає-
ться метричним генератором графа G, якщо
для будь-якої пари вершин з V iснує принаймнi
одна вершина t ∈ M , що їх роздiляє. Пiдмно-
жина M ⊂ V мiнiмальної потужностi називає-
ться метричним базисом, а кiлькiсть вершин в
метричному базисi — метричною розмiрнiстю
графа G i позначається dim(G).

Нагадаємо, що кiлькiсть ребер, що є iнциден-
тними данiй вершинi v, називається степенем
вершини i позначається deg(v).

Листком називається вершина графа, яка
має степiнь 1, а внутрiшнiми — вершини, що
мають степiнь не менший, нiж 3. Внутрiшня
вершина v є близькою до листка l, якщо немає
iнших внутрiшнiх вершин в найкоротшому шля-
ху, що з’єднує v i l.
Означення 3. Внутрiшню вершину графа G
називатимемо n-листковою, якщо вона є близь-
кою рiвно до n листкiв.
Означення 4. Простий граф називається унi-
циклiчним, якщо вiн мiстить рiвно один цикл.

Нехай G = (V,E) — унiциклiчний граф. По-
значимо символами Ĝ = (V̂ , Ê) — його пiдграф,
що є простим циклом.

Унiциклiчний граф G є парним, якщо для
деякого натурального k виконується рiвнiсть

|V̂ | = 2k

i непарним, якщо

|V̂ | = 2k + 1.

Для довiльних двох вершин u, v ∈ Ĝ iснує
два шляхи, що з’єднують цi вершини. Позна-
чимо їх P1 i P2, а їх довжини — dG(P1)(u, v) i
dG(P2)(u, v) вiдповiдно.
Означення 5. Говоритимемо, що вершини u, v
з циклу графаG є майже симетричними, якщо
має мiсце одна з рiвностей:

1) dG(u, v) = k − 1, якщо G — парний;
2) dG(u, v) = k, якщо G — непарний.
Означення 6. Вершина v ∈ V \ V̂ графа G

проектується в вершину w ∈ V̂ , якщо для до-
вiльної вершини q ∈ V̂ виконується нерiвнiсть:

dG(u,w) < dG(u, q).

Означення 7. Внутрiшню вершину в циклi
унiциклiчного графа G, в яку проектується при-
наймнi одна вершина, що має степiнь 3 i розта-
шована поза циклом, називатимемо основною.

Властивостi унiциклiчних графiв
метричної розмiрностi 2

Спочатку нагадаємо структуру унiциклi-
чних графiв, метричної розмiрностi 2, що ра-
нiше було опублiковано у статтях [11–14].
Лема 1. [11] Нехай G = (V,E)— унiциклiчний
граф. Якщо метрична розмiрнiсть G дорiвнює
2, то для будь-якої вершини v ∈ V \V̂ має мiсце
нерiвнiсть:

degG(v) ≤ 3.

Лема 2. [11] Нехай G = (V,E) — унiциклiчний
граф i dim(G) = 2. Тодi в графi G iснує не бiль-
ше двох основних вершин, в кожну з яких про-
ектується рiвно одна 2-листкова вершина.

У статтi [12] наведено поняття базисного гра-
фа, а також повного обплетення базисного гра-
фа.
Означення 8. Нехай G1 — базисний граф.
Позначимо через u та v основнi вершини G1.
Унiциклiчний граф G називається повним об-
плетенням графа G1 ланцюгами L1, L2, . . . , Lr,
якщо G отриманий з G1 склеюванням вершин
степеня 2, що належать циклу базисного графа
G1, з кiнцями ланцюгiв L1, L2, . . . , Lr таким чи-
ном, що кожна вершина степеня 2 циклу скле-
юється з кiнцем лише одного ланцюга, а також
для кожної 1-листкової вершини w та сумiжної
з нею вершини a виконується нерiвнiсть:

dG(u, v) + dG(v, w) + 1 6= dG(u, a).

Теорема 3. [12] Непарний унiциклiчний граф
G = (V,E) з двома основними вершинами має
метричну розмiрнiсть 2 тодi i тiльки тодi,
коли виконується одна з умов:
1) G є базисним графом;
2) G є повним обплетенням деякого базисного

графа G1.
Парний унiциклiчний граф G = (V,E) з двома
основними вершинами u i v, |V̂ | = 2k, має ме-
тричну розмiрнiсть 2 тодi i тiльки тодi, коли
виконується одна з умов 1) або 2) та

dG(u, v) 6= k.
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Означення повного обплетення, яке було вве-
дено для базисного графа, було узагальнено у
статтi [13] для бiльш простих конструкцiй, на-
приклад, простого циклу та унiциклiчного гра-
фа, що мiстить лише одну основну вершину,
тобто мiнорного графа.
Означення 9. Унiциклiчний граф G назива-
ється обплетенням графа G1, що є унiциклiч-
ним графом (або простим циклом), ланцюгами
L1, . . . , Lr, якщо G утворений з G1 склеюван-
ням вершин степеня 2 циклу з кiнцями ланцю-
гiв L1, . . . , Lr, причому кожна вершина степеня
2 склеюється з кiнцем лише одного ланцюга.

Для таких родин графiв також наведено
властивостi, за яких метричний базис графа
складається з двох вершин.
Теорема 4. [13] Нехай G — унiциклiчний граф,
що мiстить не бiльше однiєї основної верши-
ни. Граф G має метричну розмiрнiсть 2 тодi
i тiльки тодi, коли виконується одна з умов:
1) G є простим циклом;
2) G є обплетенням простого циклу Cn ланцю-

гами L1, . . . , Lr (r ≤ n);
3) G є мiнорним графом;
4) G є обплетенням мiнорного графа G1 ланцю-

гами L1, . . . , Lr (r ≤ n−1), де n — кiлькiсть
вершин в циклi G1.
Для унiциклiчних графiв, що мають верши-

ни степеня бiльшого, нiж 3, має мiсце наступна
теорема.
Теорема 5. [14] Нехай G = (V,E) — унiцик-
лiчний граф, для якого

dim(G) = 2.

Якщо граф G є парним, то степiнь будь-якої
вершини в графi менший, нiж 4. Якщо G не-
парний, то максимальна кiлькiсть вершин зi
степенем 4 дорiвнює двом.
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Рис. 1. Двi основнi вершини мають степiнь 4

Однак вершини степеня 4 можуть бути роз-
ташованi не довiльним чином. Саме тому були
введенi родини графiв типу «павучок» та «на-
пiвпавучок». Нагадаємо їх.
Означення 10. Непарний унiциклiчний граф
G з |V̂ | = 2k + 1 називається графом типу «па-

вучок», якщо виконуються такi умови:
(А) для будь-якої вершини v з V \ V̂

degG(v) ≤ 3;

(Б) для будь-якої основної вершини w графа
G iснує рiвно одна 2-листкова вершина, що
проектується в w;

(В) в циклi Ĝ графа G iснує рiвно двi вершини
w i u степеня, бiльшого, нiж 2; крiм того,
принаймнi одна з вершин w та u має сте-
пiнь 4, кожна з вершин w i u є основною
вершиною i (або) вершиною степеня 4 та
виконується рiвнiсть:

dG(w, u) = k.

Наприклад, граф G, зображений на рисун-
ку 1, є графом типу «павучок» з двома верши-
нами, що мають степiнь 4 i є основними.
Означення 11. Непарний унiциклiчний граф
G з |V̂ | = 2k + 1 називається графом типу «на-
пiвпавучок», якщо виконуються такi умови:
(А) для будь-якої вершини v з V \ V̂

degG(v) ≤ 3;

(Б) в циклi Ĝ графа G iснує рiвно одна верши-
на w степеня бiльшого, нiж 2, крiм того,
deg(w) = 4;

(В) вершина w може бути основною, в такому
випадку iснує рiвно одна 2-листкова вер-
шина, що проектується в w.

�
�rb r r

@
@r

A
A
ArH
HHr����r��r��r��r��r

H
HrHHrH

Hr
a

HHr

Рис. 2. «Граф-напiвпавучок» без основних вершин

Граф G на рисунку 2 є графом типу «напiв-
павучок», у якого вершина степеня 4 не є основ-
ною.

Для графiв типу «павучок» та «напiвпаву-
чок» також можна використати конструкцiю
обплетення, наведену в означеннi 9. Таким чи-
ном, отримуємо обмеження для унiциклiчних
графiв, що мають вершини степеня 4 та метри-
чну розмiрнiсть 2.
Теорема 6. [14] Нехай G = (V,E) — унiцик-
лiчний граф з вершинами степеня 4. Граф має
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метричну розмiрнiсть dim(G) = 2 тодi i тiль-
ки тодi, коли виконується одна з умов:
1) G є графом типу «павучок»;
2) G є обплетенням деякого графа типу «паву-

чок»;
3) G є графом типу «напiвпавучок»;
4) G є обплетенням деякого графа типу «на-

пiвпавучок».
А. Себо та Е. Таннiер у [15] описали зале-

жнiсть метричної розмiрностi дерев вiд кiлькос-
тi листкiв.

Позначимо символом nv кiлькiсть листкiв,
для яких вершина v є внутрiшньою.
Теорема 7. [15] Якщо T — дерево (не ланцюг),
то

dim(T ) =
∑

v∈V,nv≥1

(nv − 1).

Розглянемо, як впливає на змiну метри-
чної розмiрностi для графа G видалення ребра.
У працi [10] Л. Еро, П. Фейтом, К. Кангом та
Уi Енджонгом були наведенi обмеження:
Теорема 8. [10] Для довiльного графа G та до-
вiльного ребра e ∈ E(G) має мiсце нерiвнiсть:

dim(G− e) ≤ dim(G) + 2.

Теорема 9. [10] Нехай G — довiльний зв’язний
граф, що не мiстить парних циклiв, то

dim(G− e) ≥ dim(G)− 1.

Iншими словами, для довiльного зв’язного
графа G, що не мiстить парну кiлькiсть вершин
в циклi (у разi наявностi хоча б одного циклу),
маємо

dim(G)− 1 ≤ dim(G− e) ≤ dim(G) + 2. (2)

Зв’язок мiж метричною розмiрнiстю
унiциклiчного графа i вiдповiдних йому

кiстякових дерев

Означення 12. Кiстяковим деревом графа G
називається зв’язний граф без циклiв, отрима-
ний в результатi вилучення з графа G необхi-
дної кiлькостi ребер.

Згiдно з означенням, пiсля вилучення ребра
з унiциклiчного графа G отримаємо деяке його
кiстякове дерево T, тому розглянемо залежнiсть
метричної розмiрностi унiциклiчного графа та
його кiстякового дерева

T = G− e.

Якщо деякий унiциклiчний граф G має
dim(G) = 2, то, за нерiвнiстю (2), маємо

1 ≤ dim(T ) ≤ 4.

Оскiльки вилучення ребра для отримання
кiстякового дерева можна здiйснювати рiзними
способами, то метрична розмiрнiсть T для одно-
го i того ж унiциклiчного графа може змiнюва-
тись. Розглянемо бiльш детально вигляд кiстя-
кового дерева та його метричну розмiрнiсть за-
лежно вiд способу задання унiциклiчного графа
G з dim(G) = 2.

Варто зазначити, що виконання умови теоре-
ми 9 справджується i для парних унiциклiчних
графiв.
Теорема 10. Нехай G — унiциклiчний граф з
dim(G) = 2 i T — його кiстякове дерево. Тодi
1) dim(T ) = dim(G)−1, якщо G є простим цик-

лом;
2) dim(T ) = dim(G) + 1, якщо

а) G є графом типу «напiвпавучок», об-
плетенням «графа-напiвпавучка», гра-
фом типу «павучок», у якого одна вер-
шина має степiнь 4, а майже симе-
трична з нею є основною, або обплете-
нням такого графа типу «павучок» i
вилучено ребро в циклi G, що не є iн-
цидентним вершинi степеня 4;

б) G є графом типу «павучок» або обпле-
тенням «графа-павучка», крiм випадку,
зазначеного в пiдпунктi (а), i вилучено
ребро, що є iнцидентним вершинi сте-
пеня 4;

3) dim(T ) = dim(G) + 2, якщо G є графом
типу «павучок» або обплетенням «графа-
павучка», крiм випадку, наведеного в пiдпун-
ктi (а), i вилучено ребро, що не є iнциден-
тним вершинi степеня 4;

4) dim(T ) = dim(G) у всiх iнших випадках.
Доведення. Для початку зазначимо, що оскiль-
ки вилучення ребра e поза циклом унiциклiчно-
го графа G таким чином, що G− e залишається
зв’язним, не призводить до утворення кiстяко-
вого дерева T, то розглядамимемо лише випад-
ки вилучення ребра з Ĝ.

Описуватимемо залежнiсть метричної роз-
мiрностi дерева T вiд G вiдповiдно до виду унi-
циклiчного графа G.

Нехай G — простий цикл (G = Cn). Тодi не-
залежно вiд способу вилучення ребра отримає-
мо простий ланцюг T = Pn (див. рис. 3).
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Рис. 3. Кiстякове дерево простого циклу
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Згiдно з теоремою, наведеною в [4],
dim(Pn) = 1, тому

dim(T ) = dim(G)− 1.

У випадку обплетення простого циклу лан-
цюгами L1, L2, . . . , Lr, отримаємо кiстякове де-
рево T з рiвно двома 2-листковими вершинами
або з рiвно однiєю 3-листковою. За теоремою 7
в обох випадках отримаємо dim(T ) = 2, тобто

dim(T ) = dim(G).

Зауважимо, що якщо в деревi T iснують 1-
листковi вершини, то згiдно з теоремою 7 вони
не впливатимуть на метричну розмiрнiсть тако-
го дерева (оскiльки 1− 1 = 0).

Припустимо, що G — граф типу «напiвпаву-
чок». Тодi вiн мiстить вершину w таку, що

deg(w) = 4.

Якщо дерево T утворене шляхом вилучення
ребра e в Ĝ, то можливi такi випадки:
1) e неiнцидентне w.

Якщо w є основною в G, то за означенням
«графа-напiвпавучка» 11 iснує рiвно одна 2-
листкова вершина, що проектується в w. То-
му пiсля вилучення ребра вершина w буде 3-
листковою (див. рис. 4). Згiдно з теоремою 7

dim(T ) = (3− 1) + (2− 1) = 2 + 1 = 3.

Якщо вершина w не є основною в G, то пi-
сля вилучення ребра вона буде 4-листковою,
тому dim(T ) = 4− 1 = 3. Отже,

dim(T ) = dim(G) + 1;
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Рис. 4. В графi вилучено ребро, неiнцидентне
вершинi степеня 4

2) ребро e iнцидентне w.
Варто зазначити, що у цьому випадку кiль-
кiсть листкiв для w стане на один менше по-
рiвняно з попереднiм. Якщо w є основною в
G, то iснує рiвно одна 2-листкова вершина,

що проектується в w, i пiсля вилучення ре-
бра вершина w буде 2-листковою (див. рису-
нок 5). За теоремою 7

dim(T ) = (2− 1) + (2− 1) = 1 + 1 = 2.
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Рис. 5. У «графi-напiвпавучок» вилучено ребро,
iнцидентне вершинi степеня 4

Якщо вершина w не є основною в G, то пi-
сля вилучення ребра вона буде 3-листковою,
тому dim(T ) = 3− 1 = 2. Отже,

dim(T ) = dim(G).

Нехай G — граф типу «павучок», що мiстить
вершини u,w, причому w є основною, а для u
deg(u) = 4.

Розглянемо метричну розмiрнiсть дерева T
залежно вiд способу вилучення ребра e з Ĝ:
1) e не є iнцидентним u.

Вершина w є основною, тому в неї проекту-
ватиметься деяка 2-листкова вершина b, що
розташована поза циклом графа G. Якщо
вершина u буде також основною, то згiдно
з означенням графа типу «павучок» 10 в
неї проектуватиметься рiвно одна 2-листкова
вершина a. Тодi в утвореному деревi T вер-
шина w буде 1-листковою, а вершина u — 2-
листковою (див. рисунок 6). За теоремою 7

dim(T ) = (2−1)+(2−1)+(2−1) = 1+1+1 = 3.

Якщо вершина u не є основною, то в утворе-
ному деревi T вона буде 3-листковою. Мати-
мемо рiвнiсть:

dim(T ) = (2− 1) + (3− 1) = 1 + 2 = 3.

Отже,

dim(T ) = dim(G) + 1;
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Рис. 6. Вилучено ребро, що не є iнцидентним u,
яка має степiнь 4

2) ребро e є iнцидентним u.
У цьому випадку кiлькiсть листкiв для u
зменшиться на одниницю порiвняно з попе-
реднiм, а для w залишиться незмiнною. Та-
ким чином, якщо u є основною в G, то iснує
рiвно одна 2-листкова вершина a, що прое-
ктується в u, i пiсля вилучення ребра верши-
на u буде 1-листковою (див. рисунок 7). За
теоремою 7

dim(T ) = (2− 1) + (2− 1) = 1 + 1 = 2.

Iншими словами,

dim(T ) = dim(G).
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Рис. 7. Вилучено ребро, що є iнцидентним u, яка
має степiнь 4

Нехай G — граф типу «павучок», що мiстить
двi вершини степеня 4. Розглянемо випадок ко-
ли G має двi основнi вершини u,w. Для ре-
шти видiв «графiв-павучкiв» з двома вершина-
ми степеня 4 доведення аналогiчне.

Як i в попереднiх випадках, кiстякове дерево
T графа G може бути утворене двома способа-
ми:
1) ребро e не є iнцидентним нi u, нi w.

Оскiльки u,w — основнi, то за означенням
графа типу «павучок» 10 будуть iснувати
рiвно одна 2-листкова вершина a та рiвно
одна 2-листкова вершина b,що проектуються
в u i w вiдповiдно.

Тодi в утвореному деревi T вершини u i w
будуть 2-листковими (див. рисунок 8) i за те-
оремою 7 матимемо

dim(T ) = (2− 1) + (2− 1) + (2− 1) + (2− 1) =

= 1 + 1 + 1 + 1 = 4.

Отже,
dim(T ) = dim(G) + 2;
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Рис. 8. Двi основнi вершини степеня 4

2) ребро e є iнцидентним u або w.
Оскiльки u,w — основнi, то iснує рiвно
одна 2-листкова вершина a та рiвно одна 2-
листкова вершина b, що проектуються в u i w
вiдповiдно. Для визначеностi покладемо, що
e iнцидентне u. Тодi кiлькiсть листкiв для u
в утвореному деревi T зменшиться на оди-
ницю порiвняно з попереднiм випадком, то-
му вона буде 1-листковою, а w залишиться
2-листковою (див. рисунок 9).

�
�rwH

Hr�
�r HHrH

Hr b
��r

��r
��r�

�r
r r

@
@ru �
�r�� r
@r ��r ��

r
PPra

HHr
HHrH

HrA
A
ArHH

Hr����r

Рис. 9. Вилучено ребро, iнцидентне основнiй
вершинi u

За теоремою 7 матимемо

dim(T ) = (2−1)+(2−1)+(2−1) = 1+1+1 = 3.

Отже,
dim(T ) = dim(G) + 1.

Зауважимо, що у випадку обплетення
«графа-напiвпавучка» , «графа-павучка» лан-
цюгами L1, L2, . . . , Lr вершини степеня 2 в Ĝ,
що склеєнi з L1, L2, . . . , Lr, в кiстяковому деревi
T стануть 1-листковими або матимуть степiнь 2.
Оскiльки, згiдно з теоремою 7, 1-листковi вер-
шини не впливають на метричну розмiрнiсть,
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тому dim(T ) залежатиме лише вiд ситуацiй,
описаних вище.

Припустимо, що унiциклiчний графG не мiс-
тить вершин степеня 4 i не є простим циклом.
Тодi, якщо dim(G) = 2, то граф G є мiнорним
графом або обплетенням мiнорного графа, ба-
зисним графом або повним обплетенням бази-
сного графа.

Оскiльки за означенням мiнорний граф G
має рiвно одну основну вершину v, то iснува-
тиме рiвно одна 2-листкова вершина u, що в неї
проектується. У випадку вилучення ребра, що
не є iнцидентним v, в кiстяковому деревi T вер-
шина v буде 2-листковою, i матимемо рiвно двi
2-листковi вершини u, v, а якщо вилучити ре-
бро, iнцидентне v, то вершина v матиме степiнь
2, i в кiстяковому деревi T отримаємо рiвно одну
3-листкову вершину u. В обох випадках згiдно
з теоремою 7 отримаємо

dim(T ) = 2.

Таким чином, незалежно вiд способу вилучення
ребра

dim(T ) = dim(G).

Якщо граф G є обплетенням мiнорного гра-
фа ланцюгами L1, L2, . . . , Lr, то незалежно вiд
вилучення ребра в Ĝ отримаємо дерево з дво-
ма 2-листковими вершинами (див. рисунок 10).
Тому за теоремою 7 dim(T ) = 2, а отже,

dim(T ) = dim(G).

Нехай G — базисний граф. Тодi за означен-
ням вiн має рiвно двi основнi вершини, в кожну
з яких проектується рiвно одна 2-листкова вер-
шина. Таким чином, пiсля вилучення довiльно-
го ребра з циклу G отримаємо дерево T з рiвно

двома 2-листковими вершинами. Згiдно з теоре-
мою 7 dim(T ) = 2, тобто,

dim(T ) = dim(G).

У випадку повного обплетення базисного
графа ланцюгами L1, L2, . . . , Lr вершини степе-
ня 2 в Ĝ, що склеєнi з L1, L2, . . . , Lr, в кiстя-
ковому деревi T стануть 1-листковими. Оскiль-
ки, згiдно з теоремою 7, 1-листковi вершини
не впливають на метричну розмiрнiсть, тому T
також матиме рiвно двi 2-листковi вершини i
dim(T ) = 2. Отже,

dim(T ) = dim(G).
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Рис. 10. Кiстякове дерево обплетення мiнорного
графа ланцюгами
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M. Dudenko

METRIC DIMENSION OF SKELETAL TREES OF
UNICYCLIC GRAPHS

The smallest subset M ⊂ V of a graph G = (V,E) such that for any pair u, v ∈ V there exists at
least one vertex t ∈M with

dG(t, v) 6= dG(t, u),

is called a metric basis of G, and its cardinality |M | is called the metric dimension of G and denoted
by dim(G).

Since it is known that finding the metric dimension of a graph is NP-hard problem, finding the metric
dimension of a graph is usually carried out in certain directions such as description of graph classes for
which the metric dimension can be found in polynomial time and calculation of the metric dimension of
certain, well-known families of graphs (such as grid graphs, wheels, etc.). One of these areas of research
deals with characterization of graph families having a constant metric dimension. In particular, it has
been proven that a graph has the metric dimension 1 if and only if it is a path. It is also known that
metric dimensions of the cycle Cn, the complete graph Kn and the complete bipartite graph Ks,t are
equal to 2, n− 1 and s + t− 2, respectively.

Another area of research on the metric bases of graphs is the finding the metric dimension of graphs
obtained by operations on graphs whose metric bases are known. In this paper, we present the relation-
ship between a unicyclic graph (a graph with exactly one cycle) with metric dimension 2 and the metric
dimension of its spanning trees. Since the corresponding spanning trees for a graph are determined
ambiguously, depending on the method of deleting the edge to obtain such a tree, its metric dimension
may also change.

The present paper describes conditions under which a spanning tree of a unicyclic graph G with
dim(G) = 2 has the metric dimension from 1 to 4.

Keywords: metric, unicyclic graph, metric dimension, metric basis, spanning tree, distance.
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