
«Young Scientist» • № 2 (78) • February, 2020

Ф
ІЗ
И
К
О
-М

А
ТЕ

М
А
ТИ

Ч
Н
І 

Н
А
У
К
И

207

Фізико-маТемаТичні  
науки

© Селезньова Н.П., Сараєва Ю.О., 2020

DOI: https://doi.org/10.32839/2304-5809/2020-2-78-46
УДК 32.019.5; 519.83:519.2+004.9+004.056

Селезньова н.П., Сараєва ю.О.
Національний технічний університет України 

«Київський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського»

МатеМатичне МОдеЛювання ОЦІнОК вПЛиву ПОЛІтичних ПартІй  
на ПриКЛадІ виБОрІв в уКраїнІ 2019 рОКу

анотація. Робота присвячена оцінці та аналізу розподілу впливу політичних партій у парламенті на 
прийняття рішень на прикладі дострокових парламентських виборів у 2019 році в Україні. Новим на-
прямком застосування математичних методів до задач прийняття рішень, зокрема в політичній діяль-
ності парламентських партій, є емпіричні дослідження електоральних настроїв в період передвиборчої 
кампанії. Такі дослідження ґрунтуються на статистичних та ігрових математичних моделях. атематична 
модель, розглянута в роботі, базується на теорії кооперативних ігор. Для діючих п'яти партій описано 
коаліції, які зможуть приймати конституційні рішення, обчислено показники «сили» – індекси Шеплі-
Шубіка, Банзафа, Пенроуза. Ці індекси співставлено з множинними коефіцієнтами кореляції між від-
повідними партіями. Числові дані для роботи було отримано шляхом анкетування виборців та взято із 
офіційного сайту виборчої комісії.
Ключові слова: індекс впливу Шеплі-Шубіка, індекс впливу Банзафа, індекс впливу Пенроуза, 
множинний коефіцієнт кореляції, кооперативна гра.
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Summary. The article is devoted to the evaluation and analysis of the distribution of political parties' influ-
ence in parliament on the adoption of administrative decisions on the example of the pre-term parliamentary 
elections in 2019 in Ukraine. A new direction of applying mathematical methods to the tasks of administrative 
decision-making, particularly in the political activity of parliamentary parties, is empirical research of elec-
toral attitudes during the election campaign. Such studies are based on statistical and game mathematical 
models. The mathematical model considered in the article is based on the game approach, which is based on 
the theory of cooperative games. Cooperative games are games in which players are able to unite in coalitions, 
acting together rather than independently, and thus not preventing each other from contributing to victory. 
Since this is how parliamentarians should act in order to adopt a decision (unless there is a large enough party 
capable of adopting a decision without taking into account the opinions of other parties, which is a very rare 
and obviously unwelcome case), applying the cooperative game model to their performance looks promising 
enough. For the current five parliamentary parties, all theoretically possible coalitions that will be able to 
adopt constitutional decisions are described. According to the law of Ukraine, in order to take a constitutional 
decision, it is necessary to collect at least 300 votes. Assuming that the whole party votes equally, we calculate 
those combinations of parties that in principle have a sufficient number of votes. The formal and structural 
indices of "power" are calculated – Shapley-Shubik, Banzhaf, Penrose indices for each party. These indices are 
compared with multiple correlation coefficients between the respective parties, which help us estimate how ac-
ceptable this coalition is from the perspective of voters, and therefore to estimate the possible loss of electorate 
by these parties if they choose to join the coalition. Numerical data for the work were obtained through voter 
questionnaires and taken from the official website of the election commission. 
Keywords: Shapley-Shubik influence index, Banzhaf influence index, Penrose influence index, multiple 
correlation coefficient, cooperative game.

Постановка проблеми. Одна політична 
партія у парламенті як правило не може 

самостійно прийняти той чи інший закон. По-
трібно утворювати коаліції з іншими партіями. 
Постає питання: з якими саме, та на яких умовах 
це буде найефективнішим, які коаліції будуть 
стійкими та зможуть досягти мети. 

Для відповіді на таке питання застосовують 
моделювання політичних процесів та різнома-
нітний аналіз таких моделей. У цій роботі ана-

ліз виконано за допомогою теорії кооперативних 
ігор та кореляційного аналізу. 

аналіз останніх досліджень і публіка-
цій. Теорія ігор, як окремий розділ математики, 
вперше була систематично викладена Дж. фон 
Нейманом і О. Моргенштерном в монографії [1], 
хоча окремі результати були опубліковані ще в  
20-х роках 20-го ст. Ця монографія містила пере-
важно економічні приклади і розглядала теорію 
ігор як загальну математичну теорію конфліктів. 



«Молодий вчений» • № 2 (78) • лютий, 2020 р. 208

Ф
ІЗ

И
К

О
-М

А
ТЕ

М
А

ТИ
Ч

Н
І 

Н
А

У
К

И

Під час другої світової війни і одразу після неї 
теорією ігор зацікавились військові, які одразу 
розгледіли в ній математичний апарат для до-
слідження стратегічних проблем і підготовки рі-
шень. В радянській математичній науці фунда-
ментальною працею з теорії гри вважають роботу 
Н.Н. Воробйова [2].

Основоположником теорії кооперативних ігор 
вважається Ллойд Шеплі, лауреат Нобелівської 
премії з економіки 2012 року. Ще в 1954 році 
Шеплі і Шубік ввели поняття індексу, який до-
зволяє оцінювати вплив учасників у прийняті 
колективних рішень. Індекс Шеплі-Шубіка був 
запропонований як частинний випадок вектору 
Шеплі, і був призначений вимірювати потенці-
ал учасника перетворювати програшну коаліцію 
в переможну [3].

На даний час за результати з теорії ігор було при-
значено шість нобелівських премій з економіки [4].

В українській політології застосуванням мате-
матичного апарату теорії ігор, зокрема коопера-
тивних, займається школа проф. В. Корнієнка [5]. 

За останні роки ряд визначних дослідни-
ків в галузі теорії ігор були нагороджені Нобе-
левською премією в економіці: Джон Харсаній, 
Джон Неш-молодший і Рейнхард Зельтен (1994) 
«за фундаментальний аналіз рівноваги у теорії 
некооперативний ігор», Фінн Кюдланд і Эдвард 
Прескотт (2004) «за те, що поглибили наше розу-
міння конфлікту та співпраці шляхом теоретико-
ігрового аналізу», Роберт Ауман і Томас Шеллінг 
(2005) «за створення основ теорії конструювання 
оптимальних механізмів» [6].

виділення не вирішених раніше частин 
загальної проблеми. За законом України для 
прийняття конституційного рішення потрібно зі-
брати не менше 300 голосів депутатів парламен-
ту. У парламенті 2019 року обрання нема жодної 
партії з такою кількістю голосів, тому діючі п’ять 
партій повинні об’єднуватись у коаліції. 

Для аналізу таких коаліцій доцільно за-
стосувати теорію ігор, зокрема, обчислити фор-
мально-структурні показники «сили» – індекси 
Шеплі-Шубіка, Банзафа, Пенроуза. Ці індекси 
співставити із множинними коефіцієнтами коре-
ляції між партіями, таким чином поєднуючи ко-
реляційний аналіз з теорією кооперативних ігор. 

Мета статті. Метою роботи є демонстрація 
побудови та дослідження ігрової та кореляційної 
моделей формування коаліцій на прикладі укра-
їнського парламенту, обраного в 2019 році. 

необхідні поняття з теорії ігор.
Теорія ігор – це розділ математики, що моде-

лює різні ігри з метою дослідження поведінки 
гравців та побудови оптимальних правил пове-
дінки для них. 

Гра – деякий процес, в якому беруть участь 
два чи більше учасників (гравців), що ведуть бо-
ротьбу за реалізацію своїх інтересів. Будь-яка 
гра характеризується системою правил, що ви-
значає кількість учасників гри, їх можливі дії 
та розподіл виграшів в залежності від їх поведін-
ки та наслідків дій.

Набір правил, які однозначно вказують грав-
цю, який вибір він має зробити при кожному ході 
в процесі гри у залежності від ситуації, яка утво-
рилась в результаті проведення гри, називається 
стратегією. 

Якщо декілька гравців мають однакові інте-
реси та можуть домовитись між собою, щоб діяти 
спільно – вони утворюють коаліцію. Гра, в якій 
така поведінка дозволена та має сенс, називаєть-
ся коаліційною. Коаліційні ігри, в яких коаліції 
наперед не визначені та можуть переформовува-
тись у процесі гри називають кооперативними. 
В теорії кооперативних ігор визначаються прави-
ла об’єднання гравців у коаліції, виходу із них, їх 
стійкості. Правило поділу виграшу в результаті 
гри називають розв’язком гри. В кооперативних 
іграх може бути декілька розв’язків, в залежнос-
ті від прийнятого поняття справедливості.

Модель кооперативної гри
Позначимо через N  множину всіх гравців: 

N n= { }1 2, ,..., , а через K  – будь-яку її підмножи-
ну. Якщо гравці підмножини K  домовилися між 
собою про спільні дії, то кажуть, що вони утвори-
ли коаліцію (вважаємо що будь-яка підмножина 
гравців може домови-тись). 

Кількість коаліцій, які складаються із r  грав-
ців, дорівнює числу поєднань з n  по r , тобто 
C

n n n r
rn

r =
− − +( )...( )

!
1 1 , а число всіх можливих 

коаліцій дорівнює Cn
r n

r

n

= −
=
∑ 2 1

1

. З цієї формули 
видно, що число всіх можливих коаліцій значно 
зростає в залежності від числа гравців у грі. Для 
дослідження кооперативних ігор необхідно вра-
ховувати всі можливі коаліції, тому складність 
досліджень зростає зі збільшенням n . 

Функція v , яка ставить у відповідність кож-
ній коаліції K  її перемогу v K( ) , називається ха-
рактеристичною функцією гри. Тобто, інакше 
кажучи, v K( )  – виграш коаліції K . В залежності 
від суті гри виграш коаліції може вимірюватись, 
наприклад, як певна грошова сума. В грі, яка ви-
никає при парламентських голосуваннях, виграш 
вимірюється кількістю голосів «за» (або «проти») 
при прийнятті певного рішення. Результатом 
в кооперативній грі є поділ виграшу, що вини-
кає не як наслідок дій гравців, а формується як 
результат їх домовленостей. Тому в кооператив-
них іграх порівнюють не ситуації, як це має місце 
в безкоаліційних іграх, а поділи виграшів, і порів-
няння це носить більш складний характер. 

Пара N v,{ } , що складається з множини 
гравців – N  та характеристичної функції – v , 
яка ставить у відповідність кожній підмножині 
K N⊂  невід’ємне число v K( ) , причому v( )∅ = 0 ,  
називається кооперативної грою (фактично, 
є моделлю кооперативної гри). Зауважимо, що 
v( )∅ = 0  – коаліція, яка не містить жодного грав-
ця, відповідно, нічо-го не виграє.

Гравець i  називається ключовим в коаліції S ,  
якщо S  виграшна, а S i\ { }  – програшна ( i S∈ ).  
Виграшна коаліція в парламенті це та коаліція, 
яка має кількість голосів, що забезпечить їй при-
йняття парламентом потрібного рішення міні-
мальною кількістю голосів.

Голосуванням з квотою називається важ-
ливий окремий випадок простих ігор, під який 
підпадає більшість реальних схем голосування. 
Нехай N n= { }1 2, ,..., – множина гравців. Голосу-
ванням з квотою називається упорядкований 
набір з n + 1  невід'ємного числа, перше з яких q  
називається квотою, а решта ( , ..., )w wn1 – числом 
голосів або вагою відповідного гравця (гравцем 
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може бути як окрема людина, так і партія або ко-
аліція). Голосування з квотою коротко записуєть-
ся як ( ; , ..., )q w wn1 . Наприклад, квотою в парла-
менті є поріг – мінімальна кількість голосів які 
необхідно набрати при голосуванні, щоб певне 
рішення було прийнятим.

Числом голосів (або вагою) коаліції нази-
вається сума голосів гравців що входять до неї: 
w S wi

i S

( ) =
∈
∑ . Коаліція є виграшною, якщо її вага 

є не меншою за квоту, 
v S w qi

i S

( ) ( )= ⇔ ≥
∈
∑1                     (1)

та програшною у протилежному випадку.
Простими іграми називають окремий вид ко-

оперативних ігор, в яких всі виплати дорівнюють 
1 або 0. Тобто коаліції або виграють, або програ-
ють. Проста гра називається правильною, якщо 
v A v N A( ) ( \ ).= −1  Це означає, що коаліція виграє 
тоді і тільки тоді, коли опозиція програє.

Перейдемо до питання визначення і знахо-
дження розв'язку кооперативних ігор. Як відомо 
[7], розв'язок шукають за допомогою розширення 
класу поділів. І це розширення полягає у тому, 
що розв'язком гри має бути не один поділ, а дея-
ка – їх множина. Завдяки цьому принципи опти-
мальності в кооперативних іграх є досить різно-
манітними і складними. 

Розв’язки кооперативних ігор вказують, який 
виграш отримає кожен гра-вець. Але, не завжди 
можна знайти єдиний розв’язок, більш того, його 
взагалі може не існувати. 

Досить гарними розв'язками стануть індекси 
впливу, які допоможуть з’ясувати, який вплив 
має кожен гравець у прийнятті рішення. Такий 
розв’язок зручно представити у вигляді вектору, 
в якому на і-тому місці буде вказано вплив і-ого 
гравця. 

Найбільш відомий розв’язок – це розв’язок 
Шеплі, або вектор Шеплі [8].

Для вивчення поділу виграшу коаліції поста-
вимо у відповідність кожній кооперативній грі 
вектор ϕ ϕ ϕ ϕ( ) ( ), ( ), ..., ( )v v v vn= ( )1 2 . Його компонен-
ти будемо вважати виграшем гравців. 

В переважній більшості джерел його визнача-
ють так: нехай гравці по черзі входять (порядок 
черги сформовано навмання) до кімнати. Кожен 
гравець отримує стільки, скільки він додає до ви-
грашу у вже сформованій коаліції (тобто коаліції 
тих гравців що вже знаходяться в кімнаті). При 
рівноімовірному впорядкуванні гравців серед-
нім виграшем гравця i  є відповідна координата 
вектору Шеплі. Тобто отриманий розподіл вигра-
шів осереднюється за всіма можливими поряд-
ками входу до кімнати. Формальний запис роз-
поділу виграшу такий: позначимо вектор Шеплі 
як ϕ ϕ ϕ= ( ,..., )1 n , де кожна координата відповідає 
виграшу, який отримує кожен гравець, що бере 
участь у грі. Координата вектору Шеплі обчис-
люється за формулою:

ϕi
S N

n s s
n

v S v S i=
− −

−
⊆
∑ ( ) !( ) !

!
[ ( ) ( \ { })]

1 .   (2)

Коефіцієнт ( ) !( ) !n s s− − 1  в чисельнику вини-
кає, оскільки існує ( ) !s − 1  способів зібрати в кім-
наті коаліцію S i\ { } , потім входить гравець i  
(та отримує виграш v S v S i( ) ( \ { })− ), а n s−  грав-
ців що залишилися можуть увійти до кімнати 

( ) !n s−  способами; n !  в знаменнику – результат 
усереднення за всіма перестановками гравців. 
Існує і аксіоматичний спосіб означення вектора 
Шеплі [7].

Індексом впливу для голосування з квотою 
називається індекс впливу відповідної простої 
гри, і-та компонента вектору ϕ( )v  інтерпретуєть-
ся як вплив гравця і в простій грі N v,{ } . 

Всі відомі індекси впливу, тобто кількісні 
оцінки впливу, наприклад, вплив партії в парла-
менті на прийняття рішення залежать саме від 
числа коаліцій, в яких цей гравець (наприклад, 
партія) ключовий. Традиційно вплив вимірюєть-
ся у відсотках, а це передбачає, що сума впливів 
всіх гравців дорівнює 1 (або 100%). Ця власти-
вість виконується для всіх індексів впливу, окрім 
індексу Пенроуза (міра Банзафа). 

Індекс Шеплі-Шубіка (SS) [9] – це вектор 
Шеплі, область визначення якого звужена до мно-
жини простих ігор. Індекс Шеплі-Шубіка гравця 
і в грі N v,{ }  позначається як SSi  . Індекс впливу 
Шеплі-Шубіка залежить від кількості коаліцій 
та їх розміру та обчислюється за формулою:

SS
n s s

n
v S v S ii

S N

=
− −

−
⊆
∑ ( ) !( ) !

!
[ ( ) ( \ { })]

1  ,    (3)

де n  – кількість партій, s  – кількість партій 
у коаліції S . Якщо S  – переможна коаліція, то 
[ ( ) ( \ { })]v S v S i− = 1 , інакше – 0. Тобто підсумову-
вання відбувається тільки за коаліціями, в яких 
гравець є ключовим, в цьому і полягає головна 
відмінність індексу Шеплі-Шубіка від вектору 
Шеплі. Чим більшого значення набуває індекс, 
тим сильнішим є вплив певного гравця на при-
йняття рішення. Диктатор має значення індек-
су Шеплі-Шубіка рівним 1, а гравець, який не 
є ключовим в жодній переможній коаліції, – має 
значення цього індексу рівним 0. Отже, форму-
ли (2) та (3) відрізняються значенням множника 
v S v S i( ) ( \ { })− .

В основі індексів впливу Банзафа та Пенро-
уза лежить наступне припу-щення: якщо вплив 
гравця залежить тільки від того, в яких коалі-
ціях він є ключовим, то вважатимемо, що всі ці 
коаліції рівносильні і вплив гравця просто про-
порційний числу таких коаліцій. 

Мірою впливу Пенроуза або мірою впли-
ву Банзафа (P) (ще називають нормованим ін-
дексом Банзафа) називається відношення кіль-
кості коаліцій bi , у яких цей гравець є ключовим, 
до кількості всіх можливих коаліцій за участю 
гравця i  [10]: 

Ð
b

i
i
n

= −2 1
.                             (4)

Індекс впливу Банзафа [11] є вектор β , ко-
ординати якого обчислюють за часткою коаліцій, 
в яких даний гравець є ключовим: 

βi
i

j
j

b
b

=
∑

,                              (5)

де βi
i

j
j

b
b

=
∑  – загальна кількість коаліцій, bi  – кіль-

кість коаліцій, де i  – ключовий гравець. 
Щоб перейти до індексу Пенроуза (міри Бан-

зафа), загальний індекс Банзафа можна просто 
поділити на 2 1n− .

Зрозуміло, що результати обчислень впливу «по 
Банзафу» і «по Шеплі-Шубіку» не завжди узгодже-
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ні. Виникають два питання – який індекс краще 
описує «вплив» і в чому причина цієї різниці. 

Індекс Шеплі-Шубіка – єдиний індекс впли-
ву, який не потрібно спеціально нормувати для 
того, щоб сума впливів гравців дорівнювала 1. 
А сума мір Банзафа не дорівнює одиниці. 

Різниця у результатах обчислення двох кла-
сичних індексів заснована на концепціях I-Power 
[12] та P-Power [13], які по-різному інтерпрету-
ють поняття «впливу». 

I-Power означає «влада як вплив» (power as 
influence). У випадку I-Power вважається, що на 
рішення, яке приймається усіма гравцями, впли-
вають усі гравці, незалежно від того, як вони про-
голосували. В цьому випадку природним буде за-
стосування індексу Банзафа. 

P-Power означає «влада як володіння» (power 
as prize). Це відрізняється від I-Power тим, що 
розуміють під результатом прийняття рішення. 
У випадку P-Power «приз перемоги» отримують 
лише ті, хто проголосував «за». Прикладом тут 
може бути – поділ «пирога» між членами пере-
можної коаліції. Ті, хто не потрапив до неї, нічого 
не отримують. Отже, такий вплив визначається 
як відносна величина – це частка «пирога», яку 
отримує кожен з членів переможної коаліції. 
Тобто виникає класична кооперативна гра та од-
ним із природних її розв'язків буде індекс Ше-
плі-Шубіка. 

Практична частина. Обчислення індексів 
впливу парламентських партій україни 

2019 року.
Розглянемо парламент, сформований з пред-

ставників багатьох партій, жодна з яких не здат-
на окремо проводити політичні рішення, оскіль-
ки не має потрібної кількості голосів. У такій 
ситуації зручно вважати партії гравцями, вага 
кожного з яких дорівнює кількості голосів, якими 
розпоряджається партія. 

Партії вимушені створювати коаліції, щоб 
проводити вигідні політичні рішення спільно. 
При цьому потрібно з одного боку набрати до-
статню кількість союзників, щоб рішення було 
прийнятим, а з другого – взяти мінімальну не-
обхідну кількість союзників, оскільки за таку 
допомогу доведеться потім платити, голосуючи 
так, як потрібно партії-союзнику. Виникають 
складні процеси, що призводять до того, що пар-
тія з невеликою кількістю голосів може вияви-
тись фактично впливовішою за велику партію. 
Для більш точного їх аналізу і обчислюються 
індекси впливу. 

Розглянемо п’ять партій парламенту України 
(сформованого влітку 2019 року, внаслідок до-
строкових виборів) та обчислимо для них основні 
індекси впливу. Числові дані взято із опубліко-
ваних офіційних результатів виборів до Верхо-
вної Ради (табл. 1). [14]. Зауваження. В роботі 
ми не враховуємо 82 депутата позафракційних, 
оскільки вони не є цілісною групою, а збір та ана-
ліз даних по кожному депутату окремо суттєво 
ускладнить задачу. 

Складемо для партій всі можливі варіанти ко-
аліцій, виберемо з них ті, що можуть приймати 
конституційні рішення (тобто, мають не менше 
300 голосів, як визначено у відповідному законі 
України), це і будуть переможні коаліції (табл. 2). 

Тепер можна обчислити вектор Шеплі за фор-
мулою (2): ϕ = ( , ; , ; , ; , ; , )0 323 0 226 0 226 0 194 0 194 .

Тоді, з точки зору розв’язку по Шеплі, компо-
ненти партій В, С та D, E співпадають, хоча кіль-
кість мандатів у цих партій у парламенті різна. 
Це ви-пливає з того, що можливості утворення 
коаліцій у цих пар партій однакові. Для партії 
А ситуація є природною, бо ця партія має най-
більшу кількість мандатів у парламенті. 

Використовуючи формулу (3) обчислимо ін-
декс впливу Шеплі-Шубіка для кожної партії.

Таблиця 1
Склад парламенту 2019 року обрання

Партія Слуга 
народу

Опозиційна 
платформа «за життя» Батьківщина європейська 

солідарність голос

Позначення А В С D Е
Кількість депутатів 254 43 26 25 20

Таблиця 2
Коаліції, що можуть приймати конституційні рішення

коаліція ABC ABD ABE ACD ACE ABCD ABCE ABDE ACDE ABCDE
голоси 323 322 317 305 300 348 343 342 325 368

Для партії А: 
SSÀ = ⋅

− −
+ ⋅

− −
+

− −
= +5

5 3 3 1
5

4
5 4 4 1

5
5 5 5 1

5
1
6

1
5

( ) !( ) !
!

( ) !( ) !
!

( ) !( ) !
!

++ ≈
1
5

0 567,

Для партії В:
SSÂ = ⋅

− −
+ ⋅

− −
+

− −
= +3

5 3 3 1
5

3
5 4 4 1

5
5 5 5 1

5
1
10

3( ) !( ) !
!

( ) !( ) !
!

( ) !( ) !
! 220

1
5

0 45+ = ,

Для партії С:
SSÑ = ⋅

− −
+ ⋅

− −
+

− −
=3

5 3 3 1
5

3
5 4 4 1

5
5 5 5 1

5
0 45

( ) !( ) !
!

( ) !( ) !
!

( ) !( ) !
!

,

Для партії D:
SSD = ⋅

− −
+ ⋅

− −
+

− −
= +2

5 3 3 1
5

3
5 4 4 1

5
5 5 5 1

5
1
15

3( ) !( ) !
!

( ) !( ) !
!

( ) !( ) !
! 220

1
5

0 417+ = ,

Для партії Е:

SSÅ = ⋅
− −

+ ⋅
− −

+
− −

=2
5 3 3 1

5
3

5 4 4 1
5

5 5 5 1
5

0 417
( ) !( ) !

!
( ) !( ) !

!
( ) !( ) !

!
,



«Young Scientist» • № 2 (78) • February, 2020

Ф
ІЗ
И
К
О
-М

А
ТЕ

М
А
ТИ

Ч
Н
І 

Н
А
У
К
И

211
Отже, індекс впливу Шеплі-Шубіка для пар-

тій A,B,C,D, відповідно, має такі компоненти: 
SS = ( , ; , ; , ; , ; , ).0 567 0 45 0 45 0 417 0 417  

Використовуючи формули (4) та (5) обчислимо 
індекс Пенроуза (міру Банзафа) та індекс Банза-
фа для наших партій. Позначимо: b A( )  – кількість 
коаліцій з ключовою партією А, b B( )  – кількість 
коаліцій з ключовою партією В,…, b E( )  – кількість 
коаліцій з ключовою партією Е. Тоді в результаті 
обчислень (на основі даних табл. 2 та табл. 1) ма-
ємо: b A( ) = 10 , b B( ) = 4 , b C( ) = 4 , b D( ) = 2 , b E( ) = 2 . 

Обчислення індексу Банзафа для кожної партії:

βÀ = = ≈
10
22

5
11

0 455, , 

β βÂ Ñ= = = ≈
4
22

2
11

0 182, ,

 β βD Å= = = ≈
2
22

1
11

0 091, .

Отже, індекс впливу Банзафа для кожної 
партії:

β = ( , ; , ; , ; , ; , ).0 455 0 182 0 182 0 091 0 091

Обчислення міри Банзафа або індексу Пенро-
уза для кожної партії: 

ÐA = = = ≈−

10
2

10
16

5
8

0 625
5 1

, , 

Ð ÐÂ Ñ= = = = ≈−

4
2

4
16

1
4

0 25
5 1

, , 

Ð ÐD Å= = = = ≈−

2
2

2
16

1
8

0 125
5 1

, .

Отже, індекс впливу Пенроуза для кожної 
партії: 

P = ( , ; , ; , ; , ; , )0 625 0 25 0 25 0 125 0 125

Бачимо, що вплив партії на прийняття рішен-
ня не є пропорційним кількості мандатів, які 
в неї є. Маючи різну кількість мандатів партії 
В та С мають однакові міру та індекс Банзафа. 
Аналогічна ситуація з партіями D та E. 

Зауважимо, що маючи різницю лише в 1 голос 
партії С та D мають різні індекси впливу. Отри-
мані результати зведемо до таблиці 3.

З табл. 3 бачимо, що індекси Банзафа та Ше-

плі-Шубіка у партій В та С однакові, коли їх 
частка мандатів у Верховній раді досить суттєво 
відрізняється. За індексом Шеплі-Шубіка вплив 
партій на прийняття рішень у парламенті на 
конституційні рішення значно менше відрізня-
ється ніж за індексом Банзафа. Загалом, всі об-
числені показники впливу показують, що на їх 
величину впливає не тільки кількість мандатів 
певної партії а і суттєву роль відіграє можливість 
утворення коаліцій. Слід відмітити, що всі об-
числені показники впливу у партій В,С та D,E 
співпадають. Із обчислених значень індексів 
впливу робимо висновок: партія А має найбіль-
ший вплив на прийняття рішень у парламенті, 
але в той же час вона не може одноосібно про-
водити конституційні рішення без інших партій. 
На другому місці по силі впливу стоять партії 
В та С. Партії D та E мають найменший вплив 
у парламенті.

Кореляційний аналіз розподілу голосів 
респондентів.

Для дослідження електорального настрою 
було проведено опитування респондентів з при-
воду виборів президента України 31 березня 
2019 року, яке проводилось в період з 25 лютого 
по 06 березня. Респондентами обрано студентів 
НТУУ «КПІ» ім. І. Сікорського 2-4 курсів різних 
факультетів. Вибіркова сукупність складається 
зі 100 студентів, що дали рейтингові оцінки кан-
дидатам у президенти та партіям, які вони пред-
ставляють.

Вибірковий парний коефіцієнт кореляції, 
знайдений за вибіркою обсягом n , де ( , )x yi i  – ре-
зультат i -го спостереження ( , , ..., )i n= 1 2  визна-
чається формулою:

r r n
x x y y

s sxy

i
i

n

i

x y

= =
− −

=
∑1

1

( )( )
,            (6)

де s x xx = −2 2( )  i s y yy = −2 2( )  – середньоква-
дратичні відхилення [15].

За даними опитування обчислимо коефіцієн-
ти кореляції між рейтинговими оцінками рес-
пондентів п’яти парламентських партій (табл. 4) 
за допомогою формули (6). 

Таблиця 3
Порівняння часток мандатів та індексів впливу партій

частка 
мандатів

Індекс 
Банзафа

Індекс  
Шеплі-Шубіка

Індекс 
Пенроуза вектор Шеплі

A 0,69 0,455 0,567 0,625 0,323
B 0,12 0,182 0,450 0,25 0,226
C 0,071 0,182 0,450 0,25 0,226
D 0,067 0,091 0,417 0,125 0,194
E 0,054 0,091 0,417 0,125 0,194

Таблиця 4
Парні коефіцієнти кореляції між рейтинговими оцінками партій

Слуга народу 
(a)

Батьківщина 
(B)

ОП за життя 
(c)

Солідарність 
(d) голос (е)

Слуга народу 1
Батьківщина 0,377 1
ОП За життя 0,335 0,190 1
Солідарність 0,321 0,510 0,271 1

Голос 0,333 0,345 0,285 0,464 1
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З табл. 4 можемо зробити такі висновки: всі 
рейтингові оцінки представлених партій при-
близно однаково корелюються з оцінками партії 
А – слуга народу. Найвищий коефіцієнт кореляції 
у партій B, D. Отже коаліції, в які входять ці дві 
партії є більш стійкими. з точки зору виборців.

Як було показано вище, партія А (Слуга на-
роду) є ключовою у кожній коаліції, здатній при-
йняти конституційне рішення. Але рейтингові 
оцінки цієї партії мають досить невисокий кое-
фіцієнт кореляції з іншими партіями. Отже, ви-
борча кампанія цієї партії була побудована на 
протиставленні себе іншим партіям. Для роботи 
в парламенті, для прийняття конституційних рі-
шень, цій партії доведеться утворювати коаліції 
з іншими партіями, але тоді рейтинг цієї партії 
у виборців може впасти. 

Обчислимо також множинні коефіцієнти ко-
реляції для виграшних коаліцій та співставимо 
їх з індексом Банзафа (табл. 5). 

Таблиця 5
Множинні коефіцієнти кореляції для 

коаліцій

Коаліції Множинний 
коеф. кореляції Партії Індекс 

Банзафа
ABC 0,45
ABD 0,39 A 0,455
ABE 0,39 B 0,182
ACD 0,28 C 0,182
ACE 0,39 D 0,091

ABCD 0,66 E 0,091
ABCE 0,72
ABDE 0,67
ACDE 0,57

ABCDE 0,49

Для обчислення множинного коефіцієнта коре-
ляції в загальному випадку застосуємо формулу

R
q

qi p
p

ii
, ...12 1= −  ,                       (7)

де – qp  визначник кореляційної матриці, а 
qii  – алгебраїчне доповнення елемента rii  тої са-
мої матриці [16]. 

Як бачимо, найвищий коефіцієнт кореляції 
(з точки зору виборців) має коаліція ABCE, тобто 
коаліція всіх партій за винятком партії «Європей-
ська солідарність». З іншого боку індекс Банзафа 
у партій D та E однаковий, але якщо у коаліції 
ABCE поміняти партію Е на партію D, то множин-
ний коефіцієнт кореляції зменшиться. Множин-
ний коефіцієнт кореляції усіх п'яти партій є суттєво 
нижчим ніж у коаліції ABCE. Найменший коефіці-
єнт кореляції має коаліція ACD, тобто виборці най-
менше хочуть бачити таку коаліцію у парламенті. 
Коаліції ABD, ABE, ACE мають однакові множин-
ні коефіцієнти кореляції і їм відповідають однакові 
індекси впливу партій, що входять до них.

висновок. З усього цього можна зробити ви-
сновок, що знання індексів впливу партій для ство-
рення коаліцій варто підкріплювати знанням мно-
жинних коефіцієнтів кореляцій між відповідними 
рейтинговими оцінками виборців. Таке знання до-
поможе утворювати найбільш успішні коаліції і при 
цьому не губити рейтинги у виборців. Різні індекси 
впливу парламентських партій дозволяють краще 
зрозуміти, які коаліції у парламенті є більш впливо-
вими, а множинні коефіцієнти кореляції показують, 
які коаліції для виборців є пріоритетними. 

Наведені в роботі результати мають практич-
не та теоретичне спрямування і можуть знайти 
застосування при виборі стратегій прийняття 
управлінських рішень на основі створення най-
більш ефективних коаліцій парламенту. 
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