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ПОРІВНЯЛЬНИЙ АНАЛІЗ РЕЗУЛЬТАТІВ ТЕОРЕТИЧНИХ ДОСЛІДЖЕНЬ  
ГРАНИЧНОГО НАПРУЖЕНОГО СТАНУ АНІЗОТРОПНИХ МАТЕРІАЛІВ 

Метою дослідження є виявлення механічних теорій міцності та математичних моделей визначення граничного напруже-
ного стану анізотропних матеріалів, придатних для адекватного опису пружної області деформування деревини хвойних і 
листяних порід в умовах двовісного, плоского та об'ємного механічних навантажень. Актуальність такого дослідження зу-
мовлена тим, що на сьогодні немає єдиної методики апроксимації результатів експериментальних досліджень короткочасної 
міцності композитних матеріалів зі складним напруженим станом. У математичній постановці задачі одна і та ж поверхня 
короткочасної міцності може задовільно описуватися кількома критеріями. Для досягнення поставленої мети проведено 
класифікацію та зроблено порівняльний аналіз відомих механічних теорій короткочасної міцності анізотропних матеріалів 
та основних положень загальної теорії квадрик. Зокрема, проаналізовано критерії міцності Ашкеназі, Мізеса, Маріна-Ху, 
Прагера, Норіса-Мак-Кінена, Хілла, Цай-Хілла, Цай-Ву, Хоффмана, Норріса, Фішера, Захарова, Малмейстра та Гольденбла-
та-Копнова. За результатами такого аналізу встановлено, що умови міцності для матеріалів зі слабкою асиметрією меж міц-
ності у напрямках структурної симетрії є непридатними для опису поверхонь міцності матеріалів зі сильною асиметрією 
меж міцності. Виявлено, що двовісний та плоский напружено-деформівні стани у тангентально-радіальній площині струк-
турної симетрії деревини листяних порід задовільно описується критерієм Ашкеназі, а деревини хвойних порід – критерієм 
Гольденблата-Копнова. 

Ключові слова: анізотропний критерій міцності; напружено-деформівний стан; тензор напружень. 

Вступ. Через біологічне походження деревина має 
складну неоднорідну будову і тому належить до класу 
анізотропних матеріалів, характерною особливістю 
яких є асиметрія характеристик міцності у напрямках 
структурної симетрії. Така особливість істотно утруд-
нює прогнозування міцності деревини у процесах її гід-
ротермічного оброблення (Redman, 2017) та для розра-
хунку дерев'яних конструкцій і виробів (Iraola & Cabre-
ro, 2016; Guindos & Guaita, 2012). Понад це, відомі на 
сьогодні теорії та математичні моделі визначення до-
пустимих полів напружень у композитних матеріалах 
не дають змоги кількісно оцінити межі пружної, в'яз-
копружної, в'язко-пружно-пластичної областей дефор-
мування в умовах складних механічних та температур-
но-вологісних навантажень. Тому для оцінки та прогно-
зування міцності деревини та виробів з неї актуальними 
є задачі побудови нових математичних моделей та ви-
бору таких критеріїв міцності, які адекватно відобража-
ли б особливості деформативності промислово значу-
щих порід деревини. 

У першому наближенні оцінити різноманітність і 
застосовуваність критеріїв міцності анізотропних мате-
ріалів можна за частотою використання різних критері-
їв у наукових публікаціях. Найбільш згадуваними є 
критерії Прагера, Ву, Цай-Ву та Хоффмана, решта кри-
теріїв мають істотно менше застосування (рис.). 

 
Рис. Частість N застосування критеріїв міцності у наукових 
публікаціях у 2012-2017 рр. (за результатами Google Scholar на 
11.11.2017) 
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Для вибору критеріїв міцності деревини доцільно 
провести класифікацію наявних механічних теорій міц-
ності для анізотропних композитних матеріалів з ураху-
ванням того, що деревина хвойних порід належить до 
матеріалів зі сильною асиметрією характеристик міц-
ності, а листяних – як до матеріалів зі сильною, так і 
слабкою асиметріями. Тому потрібно сформувати дві 
групи теорій, одна з яких складалася б із критеріїв міц-
ності матеріалів зі слабкою асиметрією, а інша – з кри-
теріїв для визначення міцності матеріалів зі сильною 
асиметрією характеристик міцності. Для дослідження 
поставленої мети проведемо аналіз механічних теорій 
міцності та основних положень загальної теорії квадрик 
(Elman, Karpenko & Merkurjev, 2008; Mishchenko, Solov-
yev & Fomenko, 1985). Такий підхід обґрунтовується 
тим, що лише кілька критеріїв записують у формі полі-
номів третього чи вищого порядку (Asteris, 2010; 2013), 
а більшість широко застосовуваних критеріїв міцності 
визначається поліноміальними рівняннями другого сте-
пеня (Van der Put, 2005; 2015), які є об'єктом досліджен-
ня теорії квадрик (Mishchenko, Solovyev & Fomenko, 
1985). 

Критерії та математичні моделі міцності для ма-

теріалів зі слабкою асиметрією меж міцності. У прос-
торі напружень ці критерії записують у вигляді таких 
рівнянь: 
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де:  
iijj jjiiA A= ; 

ijij jijiB B= , (2) 

де: , ,iijj ijij iiА B C  – сталі міцності; , ,ii jj ijσ σ σ  – компоненти 

тензора допустимих напружень. 
З огляду на основні положення теорії квадрик 

(Mishchenko, Solovyev & Fomenko, 1985), тип і симетрія 
поверхонь, які описуються рівнянням (1), визначаються 
значеннями коефіцієнтів , ,iijj ijij iiА B C . Якщо 0iiC = , то гі-

перповерхні (1) є симетричними відносно початку де-
картової системи координат: точки перетину гіперпо-
верхні (1) із прямою, що проходить через початок коор-
динат, розміщені на однакових відстанях від початку 
координат. Якщо 0iiC = , то точки перетину гіперповер-
хні (1) з будь-якою віссю системи координат, з будь-
якою головною віссю напружень, є симетричними від-
носно початку координат. Якщо ( ijσ ) є розв'язками рів-

няння (1), у якому третій доданок суми лівої частини 
дорівнює нулеві, то ( ijσ− ) також є розв'язками цього 

рівняння. 
Отже, поліноміальні рівняння другого степеня квад-

ратичної форми 
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є визначенням критеріїв міцності композитів, коефі-
цієнти асиметрії яких дорівнюють одиниці. З огляду на 
результати досліджень (Bozhydarnyk, Sulym, 1999) до 
цих критеріїв належать: 

● критерій фон Мізеса (Yatsenko, 1988; Aicher, Klöck, 
2001) 

 2 2 2
1111 2222 3333 1122 113311 22 33 11 22 11 332 2A A A A Aσ σ σ σ σ σ σ+ + + + +  (4) 
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Відомо (Aicher & Klöck, 2001), що цей критерій до-
сить точно описує емпіричні дані випробувань на міц-
ність орієнтовано стружкових плит. Окрім цього, в цій 
роботі теоретично обґрунтовано необхідність застосу-
вання для оцінки міцності деревини і деревинних мате-
ріалів саме квадратичних, а не лінійних критеріїв. 

● критерій Маріна-Ху (Yatsenko, 1988) 
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● критерій Норіса-Мак-Кінена (Yatsenko, 1988) 
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● критерій Хілла (Yatsenko, 1988) 
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● критерій Фішера (Gol'denblat, Bazhanov & Kopnov, 1977) 
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У формулах (5)–(13) використано такі позначення: 
ipσ  – межі міцності розтягу анізотропного матеріалу в 

головних напрямках; ijτ  і ,45ijτ  – межі міцності зсуву в 

основних і діагональних напрямках для анізотропного 
матеріалу; 11Е  і 22Е  – модулі пружності матеріалу в 
напрямках анізотропії; 12µ  та 21µ  – коефіцієнти Пуас-
сона. 

До класу критеріїв (5)–(13) належать також критерії 
міцності, які описуються поліноміальними рівняннями 
шостого та четвертого степенів. Це критерії Прагера та 
Ашкеназі. Дійсно, якщо будь-яка точка 

11 22 33 12 13 23( ; ; ; ; ; )R σ σ σ σ σ σ  є точкою гіперповерхні Ашке-
назі (Ashkenazi, 1978): 
 2 2 2

1111 2222 3333 1122 11 22 1133 11 3311 22 33 2 2A A A A Aσ σ σ σ σ σ σ+ + + + +   

 (2 2 2 2 2
2233 22 33 1212 1313 232312 13 23 11 222 4 4 4A A A Aσ σ σ σ σ σ σ+ + + + − + +   

 )1/22 2 2 2
11 22 11 33 22 3333 12 13 23 0σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ+ + + + + + + = , (14) 

то точка 11 22 33 12 13 23( ; ; ; ; ; )Q σ σ σ σ σ σ− − − − − −  також нале-

жить цій поверхні, бо ліва частина рівняння (14) є пар-
ною функцією компонентів напружень ijσ . 

Звідси, оскільки точки R і Q гіперповерхні (14) є си-
метричними відносно початку декартової системи коор-
динат у просторі напружень, то вони належать прямій 
RQ, яка проходить через початок цієї системи. Але тоді, 
згідно із загальною теорією квадрик, поверхня (14) є 
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умовою міцності для анізотропних симетричних за міц-
ністю композитних матеріалів. 

Тут у рівнянні (14) символами , ,iijj ijij iiiiА A A  позначе-

но компоненти тензора міцності: 
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1 1 1
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A
σ σ τ

= + − . (15) 

Обґрунтування приналежності критерію Прагера до 
механічних теорій міцності для анізотропних композит-
них матеріалів з коефіцієнтом асиметрії меж міцності, 
що дорівнює одиниці – аналогічне. 

Отже, використання критеріїв Ашкеназі, Мізеса, 
Маріна-Ху, Прагера, Норріса-Мак-Кінена, Хілла та Фі-
шера для визначення допустимих напружень у деревині 
хвойних порід є недоцільним. Аналогічні висновки 
зроблено у роботі (Mascia & Simoni, 2013), де встанов-
лено, що серед експериментально перевірених критеріїв 
Хілла, Цай-Хілла, Цай-Ву, Хоффмана та Норріса, 
найпридатнішим для оцінки міцності деревини тропіч-
них хвойних порід (Pinus elliotti тр Goupia glabra) є 
критерій Хоффмана. Але такий висновок не дає підстав 
без додаткової експериментальної перевірки розповсю-
джувати цей критерій на всі інші хвойні породи. Разом 
з тим, відомі результати, коли теорія Цай-Хілла може 
задовільно описувати граничний напружений стан де-
ревини ялини в умовах чистого зсуву (Liu, 2002), а кри-
терій Цай-Ву – криву міцності ялини у разі двовісного 
навантаження, але з різними значеннями коефіцієнтів 
взаємодії для першого і третього квадрантів та другого і 
четвертого (Cabrero, Gebremedhin & Elorza, 2009). 
Окрім цього, критерій Цай-Ву виявився придатним для 
оцінки міцності модифікованої полімерами деревини 
хвойних порід (Kyzioł, 2017) та прогнозування гранич-
ного напружено-деформівного стану деревини твердих 
порід у процесі сушіння (Redman, 2017). Відомі також 
результати експериментальної верифікації критеріїв 
міцності (Garab & Szalaj, 2010), де зроблено висновок, 
що з-поміж критеріїв фон Мізеса, Цай-Ву та Ашкеназі, 
останній найточніше прогнозує міцність деревини яли-
ни (Picea abies [L.] Karst.). 

Критерії та математичні моделі для матеріалів зі 

сильною асиметрією меж міцності. Оскільки, згідно із 
загальною теорією квадрик, рівняння (1) описує неси-
метричні гіперповерхні за умови 0iiС ≠ , то, очевидно, 
що анізотропні асиметричні за міцністю композитні ма-
теріали, до класу яких належить деревина хвойних по-
рід, описуються критеріями, заданими рівняннями, які з 
використанням певних математичних перетворень зво-
дяться до рівняння (1), у якому сталі ,iijj ijijA B  та iiC  є 

відмінними від нуля. Одним із таких критеріїв є крите-
рій Захарова (Yatsenko, 1988) 
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 1122 1133 223311 22 11 33 22 332 2 2A A Aσ σ σ σ σ σ+ + + +  (16) 

 2 2 2
1313 232312 13 231212 1 04 44 A AA σ σ σ+ + − =+ ,  
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σ σ

= − ; 
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2

1
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ijіj

ij

A
τ
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i j

iijj
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ip ic jp jc ih

A
σ σ σ σ τ

σ σ σ σ τ

+ + −
= + + ×



  × − − + −      

 (17*)  

icσ  – межа міцності стиску анізотропного матеріалу в і-
му напрямку анізотропії. 

Рівняння (17) не має однозначної геометричної ін-
терпретації. Форма поверхні (16) допустимих напру-
жень для матеріалу зі заданими механічними характе-
ристиками встановлюється на основі аналізу компонен-
тів тензора міцності (17). У часткових випадках склад-
ного напруженого стану ця задача вирішується порівня-
но просто. Так, наприклад, щоб визначити криву міц-
ності для матеріалу із двовісним напруженим станом 

33 12 13 23( )σ σ σ σ= = = , виходять із умов, за яких крива 
(16) є дійсним еліпсом 
 0; 0; 0Sδ∆ ≠ > ∆ < , (18) 

де: 
1111 1122 11

1122 2222 22

11 22

0,5

0,5

10,5 0,5

AA A

AA A

A A

∆ =

−

; 2
1111 2222 1122A A Aδ = − ; (19) 

1111 2222S A A= + . 

Адже, еліпс – це єдина гладка, замкнута та випукла 
крива зі сімейства кривих, які описуються рівнянням 
(16), яке у нашому випадку має вигляд 
 2 2

11 22 1111 2222 112211 22 11 22 11 22 1 02A A A A Aσ σ σ σ σ σ+ + + + − = .(20) 
Коефіцієнти рівняння (20) можна ідентифікувати ек-

спериментально, випробовуючи досліджуваний матері-
ал на міцність (Galicki & Czech, (2013). За формулами 
(18) та результатами експериментальних вимірювань 
значень величин ,45, , ,ip ic ii iiσ σ τ τ  визначають значення 

компонент , ,ii iiii iijjA A A  та проводять їх подальший ана-

ліз. Якщо виявиться, що значення , ,ii iiii iijjA A A  не задо-

вольняють умови (18), то роблять висновок, що крите-
рій міцності (20) не придатний для розрахунку допусти-
мих напружень у досліджуваному матеріалі. У проти-
лежному випадку (20) використовується для подальшо-
го вирішення поставленої задачі міцності. 

Важливе практичне значення для моделювання міц-
ності деревини хвойних порід має критерій Гольденбла-
та-Копнова. У розгорнутій формі запису в основній 
системі координат він має вигляд (Goldenblat, Bazhanov 
& Kopnov, 1977) 
 ( 2 2 2

11 22 33 1111 2222 333311 22 33 11 22 33П П П П П Пσ σ σ σ σ σ+ + + + + +   

 1122 1133 223311 22 11 33 22 332 2П П Пσ σ σ σ σ σ+ + ++   

 )1/22 2 2
1212 1313 232312 13 23 1 04 4 4П П Пσ σ σ+ + + − = , (21)   

де: ,ij ijkmП П  – компоненти тензорів міцності, які визна-

чаються за формулами: 
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П
σ σ σ σ τ τ

     
 = + + + − +                

,(22*)  

де ,45ijτ  – межі міцності матеріалу за від'ємного чистого 

зсуву. Покажемо, що критерій (21) справді описує гра-
ничний напружений стан анізотропних асиметричних 
за міцністю композитних матеріалів. Для цього квад-
ратний корінь у лівій частині рівняння (21) перенесемо 
у праву частину і отриманий результат піднесемо до 
квадрата. Тоді матимемо 

2 2 22 2 2
11 22 33 11 22 11 3311 22 33 11 22 11 332 2П П П П П П Пσ σ σ σ σ σ σ+ + + + +  

 22 33 11 22 3322 33 11 22 33 1 02 2 2 2П П П П Пσ σ σ σ σ+ − − − + = . (23)  
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Як бачимо, отримане рівняння, а отже, і рівняння 
(21) є поліноміальним рівнянням другого степеня. За 
структурою воно тотожне рівнянню (1). Звідси, згідно 
із загальною теорією квадрик (Elman, Karpenko & Mer-
kurjev, 2008; Mishchenko, Solovyev & Fomenko, 1985), 
якщо компоненти тензора міцності 11 22,П П  і 33П  є від-

мінними від нуля, то (21) дійсно описує несиметричні в 
основній системі координат гіперповерхні другого по-
рядку, що й потрібно було довести. 

Поліноміальними рівняннями другого та вищих сте-
пенів описуються критерії міцності Малмейстра 
 

, , ,, , , , , ,

... 1 0
i k n mk k n m p q

ik iknm iknmpqik ik nm ik nm pq
i i

L L Lσ σ σ σ σ σ+ + − =∑ ∑ ∑ ,(24) 

де , ,ik iknm iknmpqL L L  – компоненти тензорів міцності друго-

го, четвертого та вищих рангів, які визначають повер-
хню граничного напруженого стану матеріалу у шести-
вимірному просторі напружень. 

Вигляд рівняння (24) є залежним від степеня поліно-
ма його лівої частини. Чим вищий степінь, тим складні-
ша практична реалізація критерію Малмейстра. Адже, 
зі зростанням степеня збільшується кількість коефі-
цієнтів (компонентів тензорів міцності) при компонен-
тах тензора напружень. Рівняння (24) з поліномом пер-
шого степеня має шість коефіцієнтів, а другого, третьо-
го та четвертого степенів – 42, 258 та 1554 коефіцієнти 
відповідно (Bozhydarnyk & Sulym, 1999). Тому, оскіль-
ки на сьогодні задача експериментального визначення 
такої значної кількості коефіцієнтів (меж міцності) є 
громіздкою, і практично невирішеною для жодного з ві-
домих композитних матеріалів, то цей критерій виклю-
чимо з подальшого розгляду. 

Отже, можливими критеріями для визначення по-
верхонь міцності деревини хвойних порід є критерії За-
харова та Гольденблата-Копнова. Такий висновок збі-
гається з висновками роботи (Osswald & Osswald, 2017), 
де запропонований удосконалений критерій Гольден-
блата-Копнова, за твердженням авторів, придатний для 
прогнозування міцності будь-яких анізотропних матері-
алів. Спробу розробити новий універсальний критерій 
міцності деревини зроблено також у роботах (Galicki & 
Czech, 2013; Galicki, 2013), де пропонують відійти від 
стандартних тензорних моделей та (Guindos, 2012; 
2014), у яких для цього пропонують застосовувати так 
звану "теорію середніх напружень". 

Висновки 

1. На сьогодні не існує єдиної математичної моделі та за-
гальноприйнятої теорії, методи яких давали б змогу 
адекватно оцінити межі пружної, в'язкопружної та в'яз-
ко-пружно-пластичної областей деформування анізот-
ропних композитних матеріалів біологічного похо-
дження за умов складних механічних і температурно-
вологісних навантажень. 

2. Умови міцності для матеріалів зі слабкою асиметрією 
меж міцності у напрямках структурної симетрії є неп-
ридатними для опису поверхонь міцності матеріалів зі 
сильною асиметрією меж міцності. 

3. Двовісний та плоский напружено-деформівні стани у 
тангентально-радіальній площині структурної симетрії 
деревини листяних порід задовільно описується крите-
рієм Ашкеназі, а деревини хвойних порід – критерієм 
Гольденблата-Копнова; 

4. Перспективним напрямком подальших дослі-
джень є ідентифікація універсального критерію міцнос-
ті, придатного, на відміну від стандартних тензорно-по-

ліноміальних критеріїв, адекватно прогнозувати повер-
хню пластичності та область в'язко пружного деформу-
вання анізотропних матеріалів. 
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ТЕОРЕТИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЙ  
ПРЕДЕЛЬНОГО НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ АНИЗОТРОПНЫХ МАТЕРИАЛОВ 

Целью исследования является выявление механических теорий прочности и математических моделей определения пре-
дельного напряженного состояния анизотропных материалов, пригодных для адекватного описания упругой области дефор-
мирования древесины хвойных и лиственных пород в условиях двухосной, плоской и объемной механических нагрузок. Ак-
туальность исследования обусловлена тем, что на сегодняшний день не существует единой методики аппроксимации ре-
зультатов экспериментальных исследований кратковременной прочности композитных материалов со сложным напряжен-
ным состоянием. В математической постановке задачи одна и та же поверхность кратковременной прочности может удов-
летворительно описываться нескольким критериям. Для достижения поставленной цели проведена классификация и сделан 
сравнительный анализ известных механических теорий кратковременной прочности анизотропных материалов и основных 
положений общей теории квадрик. В частности, проанализированы критерии прочности Ашкенази, Мизеса, Марина-Ху, 
Прагера, Норриса-Мак-Кинена, Хилла, Цай-Хилла, Цай-Ву, Хоффмана, Норриса, Фишера, Захарова, Малмейстра и Голь-
денблата-Копнова. В результате такого анализа установлено, что условия прочности для материалов со слабой асимметрией 
пределов прочности в направлениях структурной симметрии непригодны для описания поверхностей прочности материалов 
с сильной асимметрией пределов прочности. Выявлено, что двухосное и плоское напряженно-деформированное состояния в 
тангентально-радиальной плоскости структурной симметрии древесины лиственных пород удовлетворительно описывается 
критерием Ашкенази, а древесины хвойных пород – критерием Гольденблата-Копнова. 

Ключевые слова: анизотропный критерий прочности; напряженно-деформационное состояние; тензор напряжений. 
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THE COMPARATIVE ANALYSIS OF THEORETICAL STUDIES RESULTS  
OF THE BOUNDARY STRESS STATE OF ANISOTROPIC MATERIALS 

The purpose of the study is to identify mechanical theories of strength and mathematical models for determining the limiting 
stress state of anisotropic materials suitable for the adequate description of the elastic range of deformation of softwood and hardwo-
od in biaxial, planar and bulk mechanical loads. The relevance of the study is due to the fact that today there is no unified methodo-
logy for approximating the results of experimental studies of the short-term strength of composite materials with a complex stressed 
state. In the mathematical formulation of the problem, one and the same short-term strength surface can be satisfactorily described by 
several criteria. To achieve this goal, a classification and a comparative analysis of the known mechanical theories of the short-term 
strength of anisotropic materials and the main provisions of the general theory of quadrics was made. It has been established that, to 
date, there is no single generally accepted theory, which methods would adequately assess the limits of elastic, viscoelastic and visco-
elastoplastic deformation regions of biological origin anisotropic composite materials under conditions of complex mechanical and 
temperature-humidity loads. In particular, the strength criteria of Ashkenazi, von Mises, Marin-Hu, Prager, Norris-McKeenen, Hill, 
Tsai-Hill, Tsai-Wu, Hoffman, Norris, Fisher, Zakharov, Malmeister, and Goldenblat-Kopnov were analysed. As a result, it has been 
established that the strength conditions for materials with a weak asymmetry of strength limits in the direction of structural symmetry 
are unsuitable for describing the strength surfaces of materials with a strong asymmetry of ultimate strength. We have revealed that 
the biaxial and flat stress-strain state in the tangential-radial plane of structural symmetry of hardwood is satisfactorily described by 
the Ashkenazi criterion and softwood by the Goldenblatt-Kopnov criterion. A promising direction of further research is the identifi-
cation of a universal strength criterion, suitable, in contrast to the standard tensor-polynomial criteria, to adequately predict the plasti-
city surface and the region of viscoelastic deformation of anisotropic materials. 

Keywords: anisotropic strength criteria; stress states; strength criterion; strength tensor. 


