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УДАР КОНІЧНОГО СТРИЖНЯ ОБ ЖОРСТКУ ПЕРЕШКОДУ 
 
 

В статті розглянуто задачу про повздовжній удар конічного стрижня змінного перерізу. 
На підставі аналізу впливу параметрів конструкції на значення головної частоти коливань, 
надані рекомендації про використання наближеного методу розрахунку. Отримані залежно-
сті для визначення переміщень і напружень перерізів стрижня. Запропонована інженерна 
залежність для визначення максимальної величини зусилля в ударному перерізі. 

Ключові слова: конічний стрижень, метод Фур’є, повздовжні коливання, повздовжній 
удар, механічні напруження. 

 
Силові імпульсні системи широко використовуються в машинах, що 

виконують різноманітні технологічні процеси: штампування, кування, 
руйнування гірських порід, бетонних покриттів, занурення паль і так далі. 
Проблема підвищення продуктивності машин ударної дії розв’язується не 
тільки за рахунок збільшення потужності, а також за рахунок підвищення 
ефективності передачі енергії в середу, що обробляється. Останнє досяга-
ється, в тому числі, на підставі вивчення процесу формування хвиль де-
формацій бойками різної геометрії та пошуку конструкцій бойків, що 
створюють хвилі деформацій з раціональними параметрами [1]. 

При розгляданні різних моделей повздовжнього співударяння тіл [1, 2] 
за основу приймається хвильова модель удару Сен-Венана, так як вона 
найбільш повно відображає реальні динамічні процеси в тілах, що спів-
ударяються, а для її практичної реалізації використовують метод Далам-
бера. Точне розв’язання хвильової моделі дає метод Фур'є [3], деякі окре-
мі випадки динамічного розрахунку з використанням цього методу для 
стрижнів сталого перерізу розглянуті в роботах [4, 5]. 

При розв’язанні рівняння поздовжніх коливань стрижнів змінного пе-
рерізу, у випадку удару, виникають певні труднощі математичного харак-
теру як, наприклад, отримане рівняння є рівнянням зі змінними коефіціє-
нтами, ортогональність власних функцій та інше. Тому для спрощення 
розв’язання таких задач використовують різні гіпотези. Так в роботі [6] 
системи з розподіленими параметрами замінюються на одномасову (тео-
рія Кокса) або різні її уточнення [7], або використовується апроксимація 
динамічних форм деформацій статичними [8, 9]. У роботах [2, 10, 11] роз-
глянуто моделі повздовжнього удару стрижнів різної конфігурації з вико-
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Рис. 1. Удар конічного  

стрижня об  
жорстку перешкоду 

ристанням апроксимації їх поверхні послідовно сполученими циліндрич-
ними ділянками. 

Метою цієї роботи є: 
- отримання розрахункових залежностей для дослідження напружено-

деформованого стану стрижня змінного перерізу, що виникає під час уда-
ру; 

- дослідження впливу геометричних параметрів стрижня на напруже-
но-деформований стан на основі аналізу зміни першої частоти власних 
коливань; 

- обґрунтування інженерних залежностей для визначення розрахунко-
вих параметрів. 

В якості математичної моделі об'єкта, що 
розглядається, візьмемо пружний стрижень 
конічної форми довжиною l (рис. 1). Для 
дослідження повздовжніх коливань ( , )u x t , якщо 
вибрати систему координат з боку меншої основи, 
потрібно розв’язати задачу 

  2

2( ) ( )u uE F x F xx x t
  
  

;              (1) 

(0, ) 0u t  ;                            (2) 
( , ) 0xu l t                                                                     (3) 

з початковими умовами 
( ,0) 0u x  ; 0( ,0) ( )u x v e x ,                               (4) 

де E – модуль пружності, F(x) – площа поперечного перерізу стрижня,  – 
густина матеріалу, v0 – швидкість удару, e(x) – одинична функція. 

Для перерізу стрижня (усічена піраміда або конус) 2( ) ( )F x ax b  , де 
коефіцієнти a та b визначаються геометрією перерізу, наприклад для су-

цільного усіченого конусу 4D da l
  , 4b d  , де D, d – діаметри 

більшої та меншої основ відповідно. 
Спочатку розглянемо випадок вільних коливань і для рівняння (1) ви-

користаємо заміну ax bz al
 . Тоді воно прийме вигляд 

2 2
2 2

2 22u u uz z zzz t
   

 
 ,                                   (5) 

де 2l E . 
З першої початкової умови (4) одержимо 
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1
( , ) ( )sinn n n

n
u z t A Z z t




  ,                                     (6) 

де ( , )u z t  – переміщення, викликані повідомленням швидкості v0, nA  – 
довільні сталі, ( )nZ z  – власні функції відповідних граничних задач, n  – 
частоти власних коливань. 

Диференціальний оператор рівняння (1) є самоспряженим, отже, фун-
кції ( )nZ z  будуть ортогональні з вагою 2( )z z   на відрізку [z1; z2] [12], 
де 1z k ; 2 1z k  , ( )k b al , наприклад для стрижня в формі усіченого 

конусу k можна визначити з співвідношення 1
d k
D k 

. 

Для визначення власних функцій задачі (5) отримуємо рівняння 
22 0n n n nzZ Z zZ    ,                                        (7) 

де n n    – власні значення. 
Загальний розв'язок рівняння (7) має вигляд 

1 2
sin cos( ) .n n

n
z zZ z C Cz z

 
                                  (8) 

Якщо задовольнити крайовим умовам (2) і (3), то з урахуванням вира-
зу для власних функцій (8) отримаємо рівняння для знаходження власних 
значень 

2 1 2tan ( ) .n nz z z                                           (9) 
Тоді власні функції можна представити у вигляді 

1
1 2 1

1

sin cos sin ( )( ) tan cos
n n n

n n
n

z z z zZ z C z Cz z z z
          

.          (10) 

Розглянемо вплив пара-
метра k на значення першого 
власного числа частотного 
рівняння (9) 1  (першої вла-

сної частоти 1 1   ). 
На графіку рис. 2 показа-

на залежність 1  від величи-
ни параметра відносного по-
перечного розміру k , на 
графіку бачимо, що при зна-
ченні 8k  , що відповідає 
співвідношенню розмірів 
більшої та меншої основи 

 
Рис. 2. Залежність 1  від значення параметра  

відносного поперечного розміру k : 
1 - для стрижня змінного перерізу;  

2 – для стрижня сталого перерізу ( 1 1,571  ) 
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менш, ніж 9:8 , значення першої власної частоти буде відрізняться від 
частоти, отриманої для моделі стрижня сталого перерізу [3], не більше 
ніж на 5%. Враховуючи, що k  залежить тільки від розмірів основ та не 
залежить від довжини, одержимо співвідношення розмірів стрижня, при 
якому в якості розрахункової моделі можна приймати стрижень сталого 
перерізу 

16 tan
bl


,                                              (11) 

де  – кут конусу. Так, наприклад, для 1   3,58l b , таким чином, на-
віть для стрижнів з малим кутом конусу використання розрахункової мо-
делі стрижня сталого перерізу дасть значну похибку. 

Для спрощення визначен-ня квадрата норми власних функцій пере-
йдемо до границі при m n  у виразі від добутку власних функцій з різ-
ними індексами 

2 2

1
1

2 2 2 2( ) ( ) ,
z z

n m m n n m m n zz
z Z Z dz z Z Z Z Z      

в результаті чого одержуємо 
22

1 1

2
2 2 ( ) 2

zz
n n

n n n
n n nz z

Z Zzz Z z dz Z Z
       

 .                       (12) 

Тоді з співвідношення (12) квадрат норми власних функцій з ураху-
ванням ваги буде визначатися за формулою 

2

1

2 1 1
2

1

2 ( ) sin 2 ( )
4 cos

z
n n

n
n n z

z z z z
z

    
  

 
 

2 1 2 1
2 2

1

2 ( ) sin 2 ( ) 2 sin 2
4 cos 4 cos

n n n n

n n n n

z z z z
z k

       
 

   
.                   (13) 

Якщо задовольнити другій початковій умові (4), то у виразі (6) коефі-
цієнти nA  приймуть вигляд 

  0
3 2 sin 1 cos .

cosn n n n n
n n n

vA k k
k


     

  


                (14) 

Розв'язання (6) при значеннях коефіцієнтів (14) визначає пружні 
переміщення конструкції 

 
0

2
1

4(sin (1 )cos )( , ) sin ( )sin
2 sin 2

n n n n
n n

n n n n

v l k ku z t z k tc z





    
   

   
 ,  (15) 
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де c E   - швидкість хвилі повздовжніх коливань стрижня. Тоді на-
пруження будуть визначаться залежністю 

0
2 2

1

4(sin (1 )cos )( , )
(2 sin 2 )

n n n n

n n n n

v k kz t E c z





    
  

   
  

( cos ( ) sin ( ))sinn n n nz z k z k t        .                  (16) 
А вираз для зусилля в ударному перерізі одержимо у вигляді 

0
0

1

4(sin (1 )cos )( ) sin(2 sin 2 )
n n n n

n
n n nn

v k kP t EF tc k




    
 

    ,          (17) 

де 2
0F b . 

Як приклад, розглянемо удар конічного бойка, численні дослідження 
для якого були проведені в роботі [1]. Маса бойка становила 4,4 кг, діа-
метр ударного торця – 25 мм, кут конусу – 0,5 , довжина – 720 мм. На 

рис. 3 представлений гра-
фік відносної величини 
зусилля в ударному пере-

різі 
0 0

P cP EF v  залежно 

від безрозмірного часу 
c tl . З графіка, зрозумі-

ло, що функцію ( )P   мо-
жна апроксимувати лінійною залежністю на ділянці періоду 2T l c  

( ) 1P d   .                                           (18) 
Коефіцієнт d визначимо через імпульс сили (17) за період часу T  

 2
1

2(sin (1 )cos ) 1 cos2 1
(2 sin 2 )

n n n n
n

n n n n

k kd
k





    
   

   
 .          (19) 

На графіку рис. 4 наведена залежність коефіцієнту d від параметра k. У 
випадку 8k  , коефіцієнт d наближено можна визначити виходячи з відо-
мого співвідношення, якщо вважати стрижень абсолютно пружним, 

 
2

0
0

2

l
c

Mv P t dt  , де 
2

0 2
1 3 3

3
k kM F l
k

   – маса стрижня, 

2
1 3
3

kd
k
 .                                               (20) 

 
Рис. 3. Графік зміни величини відносного зусилля P  
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Таким чином, з використанням графіку рис. 4 або залежності (20) при 
заданих параметрах бойка, можна визначити макси-мальну величину уда-
рного зусилля. Наприклад, 
для бойка з діаметром удар-
ного торця 25 мм, кутом ко-
нусу 6 , довжиною 250 мм 
[1], визначаємо параметр 

0 25 0,4762 tan 2 250 tan6
dk l  

    , з 

графику рис. 4 – 2,081d  , 
одержимо 

max 2,081 2 1 5,162P     . На 
рис. 5, для розглянутого при-
кладу, побудовані графі-ки 

( )P   за залежностями (17) та 
(18). 

Висновок 
У статті розглянута задача 

про повздовжній удар коніч-
ного стрижня змінного пере-
різу, що моделює роботу бойка силової імпульсної системи. На підставі 
аналізу впливу параметрів конструкції на значення головної частоти ко-
ливань надано рекомендації про використання наближеного методу роз-
рахунку. Отримано залежності для визначення переміщень і напружень 
перерізів стрижня, а також для величини зусилля в ударному перерізі. 
Проведено графічний аналіз залежності зусилля від часу, на підставі чого 
запропонована інженерна формула для визначення максимальної величи-
ни зусилля, яка дозволяє визначати необхідні геометричні параметри 
бойка.  
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Улитин Г.М., Царенко С.Н. 
УДАР КОНИЧЕСКОГО СТЕРЖНЯ О ЖЕСТКИЙ ОГРАНИЧИТЕЛЬ 

В статье рассмотрена задача о продольном ударе конического стержня сплошного сече-
ния. На основании анализа влияния параметров конструкции на значение главной частоты 
колебаний, даны рекомендации об использовании приближенного метода расчета. Получе-
ны зависимости для определения перемещений и напряжений сечений стержня. Предложена 
инженерная зависимость для определения максимальной величины усилия в ударном сече-
нии. 

Ключевые слова: конический стержень, метод Фурье, продольные колебания, продо-
льный удар, механические напряжения. 

 
 

Ulitin G., Tsarenko S. 
IMPACT CONICAL ROD ON HARD LIMITER 

The problem is considered of longitudinal impact conical rod in article. A recommendation on 
the use of the approximate method of calculation is based on an analysis of the influence of design 
parameters on the value of the main oscillation frequency. There was obtained an equation of the 
displacement and stress of the rod. Engineering dependence has been proposed to determine the 
maximum force in the impact section. 

Keywords: tapered rod, Furie method, longitudinal oscillations, longitudinal impact, stress. 
 


