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Получены новые обобщения теоремы Мореры о голоморфности 
функции. Для группы “сдвигов” NA гиперболической плоскости H2 
определены точные условия на рост функций f ∈ C(H2), для которых 
граница гиперболического прямоугольника или граница гиперболи-
ческого четырехсторонника являются множествами Мореры. Также 
рассмотрены случаи двух гиперболических прямоугольников и двух 
гиперболических четырехсторонников. Найдены примеры функций 
с нулевыми интегралами по границам гиперболических прямоуголь-
ников и функций с нулевыми интегралами по границам гиперболи-
ческих четырехсторонников, подтверждающие точность полученных 
условий. 
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Классическая теорема Мореры характеризует голо-
морфные функции одной комплексной переменной в 

терминах интегральных условий. Рассмотрим проблему 
Мореры на вещественной гиперболической плоскости H2, 
реализованной в единичном круге D = {z ∈ С:|z|<1}, где 
C – комплексная плоскость. В модели Пуанкаре гипербо-
лической плоскости H2 единичный круг D трактуется как 
плоскость Лобачевского с неевклидовым расстоянием: 

между точками z1, z2 ∈ D и мерой: 

Расстояние d и мера dw являются инвариантными  
относительно группы дробно-линейных автоморфизмов 
круга D. 

Группа G = SU(1,1) конформных автоморфизмов круга 
D состоит из комплексных матриц

|a|2 – |b|2 = 1 и действует транзитивно на D посредством 
отображений (z ∈ D). 

Разложение Ивасавы группы G имеет вид G = KAN, где 
K = SO(2) – группа вращений C, 

(см., например, [1, c. 92] ). Подгруппа NA, действующая 
транзитивно на D, состоит из матриц 

где s, t ∈ R. 
Гиперболические прямые представляют собой дуги 

окружностей (и диаметры) в D, ортогональные единич-
ной окружности ∂D, орициклы – евклидовы окружнос-
ти в D, касающиеся ∂D. Эквидистанты – дуги евклидо-
вых окружностей, пересекающих ∂D. Пусть  s0,

 t0
 ∈ R,  

j ∈ (–p, p],  a, b ∈ R+, где R+
 = {x ∈ R: x > 0}. Будем называть 

гиперболическими прямоугольниками множества

а гиперболическими четырехсторонниками – множества 

и обозначим

Нетрудно видеть, что гиперболический прямоугольник 
Qa представляет собой часть круга D, размещенную между 
двумя орициклами с общей точкой z0 = 1, и двумя гипербо-
лическими прямыми, входящими в эту точку. Гиперболи-
ческий четырехсторонник Ka ограничен двумя орицикла-
ми с общей точкой z0 = 1, а также гиперболической прямой 
и эквидистантой, входящими в эту точку.

Рассмотрим следующую задачу. Пусть f ∈ C(D) и для 
некоторой кусочно-гладкой замкнутой кривой g ∈ D
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Следует ли отсюда, что f голоморфна в D? В общем 
случае ответ отрицательный (см., например, [2]), но при 
некоторых дополнительных предположениях голоморф-
ность f имеет место.

Для общих кривых наиболее известен следующий ре-
зультат, полученный К.А. Беренстейном и М. Шахшахани 
в [3]. Пусть P ⊂ D – область Липшица-Жордана, граница 
которой g = ∂P не является вещественно-аналитической 
кривой. Тогда если функция f ∈ C(D) удовлетворяет (1), то 
она голоморфна в D.

Из результата К.А. Беренстейна и M. Шахшахани та-
ким образом следует, что для любого a ∈ R+ граница ги-
перболического прямоугольника ∂Qa, как и граница гипер-
болического четырехсторонника ∂Ka обладают свойством 
Мореры.

Однако, если вместо всей группы движений G рассмат-
ривать только подгруппу “сдвигов” NA, ситуация меняется. 
Так, если f ∈ C(D) и для некоторого a ∈ R+ 

для всех g ∈ NA, то отсюда в общем случае не следует, что 
f голоморфна в D. В связи с этим возникают обобщения 
проблемы Мореры в двух направлениях: исследование не-
скольких множеств (например, двух гиперболических пря-
моугольников) и установление дополнительных ограниче-
ний на рассматриваемые функции.

Одним из таких ограничений является условие  
f ∈ L2(D), полученное М.Л. Аграновским в [4, теорема 1]. 
Это условие, являясь весьма общим, неточно для неко-
торых конкретных контуров. Например, в случае, когда  
g – окружность, неулучшаемые условия получены 
В.В. Волчковым в [2, теорема 1].

В следующих двух теоремах рассмотрены функции с 
нулевыми интегралами по границам гиперболических пря-
моугольников и четырехсторонников и найдены точные  
условия, обеспечивающие голоморфность таких функций.

С помощью сведения к проблеме Помпейю показа-
но, что условие f ∈ L2(D), накладывающее ограничения на 
поведение функции вблизи всей границы круга D, можно 
заменить ограничениями на рост функции лишь в окрест
ности z0 = 1.

По поводу других результатов, связанных с теоремой 
Мореры, см. [5] – [10] и обширную библиографию к этим 
работам.

Для z ∈ D обозначим m(z) = 1 – |z|2, 

и положим

Теорема 1.  1)  Пусть f ∈ C(D),

∀z ∈ D  Mf(ll(z)) = o(1) при l → + ∞,  l ∈ N, 	 (2)

и для некоторых a1, a2 ∈ R+
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Тогда если a1/a2 ∉ Q, или 
	     Mf(z) = o(1) при z → 1 по орициклам,	 (4)

то f(z) голоморфна в D.
2)  Для любых a1, a2 ∈ R+ существует неголоморфная 

функция f ∈ C1(D), удовлетворяющая (3), (4) и такая, что 
∀z ∈ D  Mf(ll(z)) = O(1) при l → + ∞, l ∈ N.

3)  Для любых соизмеримых a1, a2 ∈ R+ существует  
неголоморфная функция f ∈ C1(D), удовлетворяющая (2), (3) 
и такая, что Mf (z) = O(1) при z → 1 по орициклам.

Теорема 2.  1)  Пусть f ∈ C(D),

∀z ∈ D  Mf(hl(z)) = o(1/l) при l → + ∞,  l ∈ N, 	 (5)

и для некоторых a1, a2 ∈ R+

(6)

Тогда если a1/a2 ∉ Q, или 
		  Mf(h1(z)), Mf(z) = o(1) 	 (7)

при z → 1 по гиперболическим прямым, то f(z) голо- 
морфна в D.

2)  Для любых a1, a2 ∈ R+ существует неголоморфная 
функция f ∈ C1(D), удовлетворяющая (6), (7) и такая, что 

∀z ∈ D  Mf(h1(z)), Mf(z) = O(1/l) при l → + ∞,  l ∈ N.
3)  Для любых соизмеримых a1, a2 ∈ R+ существует не-

голоморфная функция f ∈ C1(D), удовлетворяющая (5), (6) и 
такая, что 

Mf(z) = O(1), Mf(h1(z)) = o(1),
при z → 1 по гиперболическим прямым.

Заметим, что достаточным условием выполнения (2) 
является
		          Mf(z) = O(1)	 (8)
при z → 1 по гиперболическим прямым

Соответственно (5) имеет место, если Mf(z) = o(|1 – z|) 
при z → 1 по орициклам.

Если же выполнено (8), то из условия Mf(z) = o(1) при  
z → 1 по эквидистантам, следует (7).
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