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Àòîìè ñòåïåíi 2 íà ïîâåðõíÿõ ç êðà¹ì

Î.Ì.Iâàíþê, Î.Î.Ïðèøëÿê

Àííîòàöèÿ Äëÿ ëîêàëüíî¨ êëàñèôiêàöi¨ m-ôóíêöié íà ïîâåðõíÿõ óâåäåíî

ïîíÿòòÿ àòîìà. Îïèñàíi âñi àòîìè ñòåïåíi 2.

Êëþ÷îâi ñëîâà àòîì m-ôóíêöi¨ · òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ

ÓÄÊ 517.91

1 Âñòóï

Íåõàé M � çàìêíåíèé îði¹íòîâàíèé äâîâèìiðíèé ìíîãîâèä (ïîâåðõíÿ).

Íåõàé f � ãëàäêà ôóíêöiÿ íà M . Ðîçãëÿíåìî ãàìiëüòîíîâó äèíàìi÷íó ñè-

ñòåìó, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì dx
dt = sgradf(x), x ∈ M . Òîäi ¨¨ òðà¹êòîði¨

ëåæàòü íà êîìïîíåíòàõ ëiíié ðiâíÿ ôóíêöi¨ f . Öi êîìïîíåíòè íàçèâàþòü øà-

ðàìè. Ãîìåîìîðôiçì ïîâåðõíi, ùî âiäîáðàæà¹ øàðè íà øàðè, íàçèâà¹òüñÿ

ïîøàðîâîþ åêâiâàëåíòíiñòþ. Îòæå, ïîøàðîâà êëàñèôiêàöiÿ ôóíêöié çàäà¹

òîïîëîãi÷íó êëàñèôiêàöiþ ãàìiëüòîíîâèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì. Íà ìíîæèíi

âñiõ ôóíêöié ìîæíà âèäiëèòè âiäêðèòó ñêðiçü ùiëüíó ïiäìíîæèíó, ÿêà ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïðîñòèõ ôóíêöié Ìîðñà. À.Êîíðîä [3] i Ã.Ðiá [9] äëÿ äîñëiäæåííÿ

ôóíêöié ââåëè ãðàô, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ç ïîâåðõíi ïiñëÿ ñòÿãóâàííÿ êîæíî-

ãî øàðó äî òî÷êè. Öåé ãðàô ¹ ïîâíèì òîïîëîãi÷íèì iíâàðiàíòîì ïðîñòèõ

ôóíêöié Ìîðñà. Â ðîáîòi Î.Áîëñiíîâà òà À.Ôîìåíêà [1] áóëî çàïðîïîíîâàíî

ðîçøàðîâàíèé îêië êðèòè÷íîãî ðiâíÿ íàçèâàòè àòîìîì, à ãðàô Ðiáà, ó ÿêîãî

âåðøèíàì âiäïîâiäàþòü àòîìè, à ðåáðàì êîìïîíåíòè êðàþ àòîìiâ, íàçèâàòè

ìîëåêóëîþ. Öå äàëî çìîãó ïîáóäóâàòè ïîøàðîâó òà òîïîëîãi÷íó êëàñèôiêà-

öiþ äîâiëüíèõ ôóíêöié Ìîðñà.
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Äëÿ ìíîãîâèäiâ ç êðà¹ì àíàëîãîì ôóíêöié Ìîðñà ¹ m-ôóíêöi¨. Öå òàêi

ôóíêöi¨, â ÿêèõ âñi êðèòè÷íi òî÷êè ¹ íåâèðîäæåíèìè i íå ëåæàòü íà êðàþ,

à òàêîæ òàêi, ùî îáìåæåííÿ ôóíêöi¨ íà êðàé ¹ ôóíêöi¹þ Ìîðñà.

Â ðîáîòi [2] Î.Î. Ïðèøëÿê êëàñèôiêóâàâ ïðîñòi m-ôóíêöi¨ íà îði¹íòîâà-

íèõ ïîâåðõíÿõ.

Òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi m-ôóíêöié äîñëiäæóâàëè ó ðîáîòi [6].

Ñ.Ìàêñèìåíêî äëÿ òîïîëîãi÷íî¨ êëàñèôiêàöi¨ m-ôóíêöié âèêîðèñòîâó-

âàâ ãðàôè ç iíâîëþöi¹þ [5]. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ïîâíà ïîøàðîâà ëîêàëüíà

êëàñèôiêàöiÿ ïðîñòèõ m-ôóíêöié íà êîìïàêòíèõ ïîâåðõíÿõ ç êðà¹ì, à

òàêîæ îði¹íòîâàíà ïîøàðîâà êëàñèôiêàöiÿ â îêîëi êðèòè÷íîãî ðiâíÿ, ÿêà

åêâiâàëåíòíà òîïîëîãi÷íié êëàñèôiêàöi¨ âåêòîðíîãî ïîëÿ êîñîãî ãðàäi¹íòà

sgradf .

2 Ïðîñòi ôóíêöi¨ Ìîðñà, m-ôóíêöiÿ.

Íåõàé M � ãëàäêèé ìíîãîâèä ðîçìiðíîñòi n, f :M −→ R � ãëàäêà ôóíê-

öiÿ. Ðîçãëÿíåìî ãëàäêó ôóíêöiþ f(x) = 0 íà ãëàäêîìó ìíîãîâèäi Xn i íåõàé

x1, ..., xn � ãëàäêi ðåãóëÿðíi êîîðäèíàòè â îêîëi òî÷êè x.

Îçíà÷åííÿ. Òî÷êà x ∈M íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íîþ äëÿ ôóíêöi¨ f , ÿêùî

äèôåðåíöiàë df =
∑ ∂f

∂xi
dxi îáåðòà¹òüñÿ â íóëü â òî÷öi x. Ïðè öüîìó f(x)

íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ f .

Êðèòè÷íà òî÷êà íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî äðóãèé äèôåðåíöiàë

d2f =
∑ ∂2f

∂xi∂xj
dxidxj íåâèðîäæåíèé â öié òî÷öi.

Îçíà÷åííÿ. Ãëàäêà ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Ìîðñà, ÿêùî âñi ¨¨

êðèòè÷íi òî÷êè íåâèðîäæåíi.

Îçíà÷åííÿ.Ôóíêöiÿ Ìîðñà íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Ìîðñà çàãàëüíîãî ïî-

ëîæåííÿ, ÿêùî íà ïîâåðõíi ðiâíÿ ëåæèòü íå áiëüøå îäíi¹¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè.

Ôóíêöi¨ Ìîðñà, ÿêi ìàþòü ðiâíî ïî îäíié êðèòè÷íié òî÷öi íà êîæíîìó

êðèòè÷íîìó ðiâíi, ìè áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòèìè.

Íåõàé M � ãëàäêèé êîìïàêòíèé n-âèìiðíèé ìíîãîâèä ç êðà¹ì.

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiÿ f :M −→ R íàçèâà¹òüñÿ m-ôóíêöi¹þ, ÿêùî:

à) óñi ¨¨ êðèòè÷íi òî÷êè � íåâèðîäæåíi i íå ëåæàòü íà ∂M ;

á) êðàé ìíîãîâèäó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ ∂M = ∂M− ∪
∂M0 ∪ ∂M+ òàêîãî, ùî îáìåæåííÿ f∂ ôóíêöi¨ f íà ∂M0 ¹ ôóíêöiÿ Ìîðñà i

ÿêùî ìíîæèíà ∂M− 6= ∅ (∂M+ 6= ∅), òî ôóíêöiÿ f ïðèéìà¹ íà íié ìiíiìàëüíå
(ìàêñèìàëüíå) çíà÷åííÿ. Ïðè öüîìó ïåðåòèíè V− = ∂M− ∩ ∂M0 i V+ =
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∂M+∩∂M0 áóäóòü (n−2)-âèìiðíèìè ìíîãîâèäàìè, ÿêi íàçèâàþòüñÿ êóòàìè,
à ñàìà òðiéêà (M,∂M, V− ∪ V+) � ìíîãîâèäîì ç êóòàìè.

3 Ïîíÿòòÿ àòîìà. Ïðîñòi àòîìè.

Íåõàé f � m-ôóíêöiÿ íà ïîâåðõíi X2, g � iíøà m-ôóíêöiÿ íà iíøié

ïîâåðõíi Y 2. Ïèòàííÿ: êîëè öi ôóíêöi¨ íà ïîâåðõíÿõ ìîæíà ââàæàòè åêâi-

âàëåíòíèìè? Ðîçãëÿíåìî ïàðó (X2, f) i (Y 2, g).

Îçíà÷åííÿ. m-ôóíêöi¨ f i g íà ïîâåðõíÿõ X2 i Y 2 áóäåìî íàçèâàòè

ïîøàðîâî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ äèôåîìîðôiçì λ : X2 −→ Y 2, ÿêèé

ïåðåâîäèòü çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè ëiíié ðiâíÿ ôóíêöi¨ f â çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè

ëiíié ðiâíÿ ôóíêöi¨ g. Ïàðà (X2, f) ïîøàðîâî åêâiâàëåíòíà ïàði (Y 2, g).

Òðåáà äîñëiäèòè ïîøàðîâó åêâiâàëåíòíiñòü m-ôóíêöié â îêîëi ¨õ êðèòè÷-

íèõ çíà÷åíü.

Àòîì � öå òîïîëîãi÷íèé òèï îñîáëèâîñòi m-ôóíêöi¨. Iíøèìè ñëîâàìè,

àòîì � öå òîïîëîãi÷íèé òèï çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè îêîëó îñîáëèâîãî øàðó m-

ôóíêöi¨ íà ïîâåðõíi. Êîæíà m-ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹ ðîçøàðóâàííÿ ç îñîáëèâî-

ñòÿìè íà ïîâåðõíi. Éîãî øàðàìè ìîæíà ââàæàòè êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ðiâ-

íÿ ôóíêöi¨. Â îêîëi êîæíîãî ðåãóëÿðíîãî øàðó öå ðîçøàðóâàííÿ òðèâiàëüíî

� ïðÿìèé äîáóòîê êîëà íà âiäðiçîê.

Îçíà÷åííÿ. Àòîìîì íàçèâà¹òüñÿ îêië P 2 êðèòè÷íîãî øàðó, ÿêèé çà-

äà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ c − ε ≤ f ≤ c + ε äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî ε, ðîçøàðîâàíó

íà ëiíi¨ ðiâíÿ ôóíêöi¨ f i ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ïîøàðîâî¨ åêâi-

âàëåíòíîñòi P 2 = {x : −ε ≤ f(x)− c ≤ ε}.
ßêùî êðèòè÷íå çíà÷åííÿ c � ëîêàëüíèé ìiíiìóì ÷è ëîêàëüíèé ìàêñèìóì,

òî àòîì íàçèâà¹òüñÿ àòîìîì A. ßêùî êðèòè÷íå çíà÷åííÿ c � ñiäëîâå, òî

âiäïîâiäíèé àòîì íàçèâà¹òüñÿ ñiäëîâèì.

Àòîì íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî m-ôóíêöiÿ â ïàði (P 2, f) � ïðîñòà.

Ðåøòà àòîìiâ íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäíèìè.

Àòîì íàçèâà¹òüñÿ îði¹íòîâàíèì àáî íåîði¹íòîâàíèì â çàëåæíîñòi âiä

òîãî, ÷è ¹ ïîâåðõíÿ P 2 îði¹íòîâàíîþ ÷è íåîði¹íòîâàíîþ.

Íåõàé c � êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f íà X2 i c′ � êðèòè÷íå çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ g íà Y 2. Ðîçãëÿíåìî ¨õ îñîáëèâi øàðè: f−1(c) i g−1(c′) i ïðèïóñòèìî,

ùî öi øàðè çâ'ÿçíi.

Îçíà÷åííÿ. m-ôóíêöi¨ f i g íàçèâàþòüñÿ ïîøàðîâî îñíàùåíî åêâiâà-

ëåíòíèìè â îêîëi ñâî¨õ îñîáëèâèõ øàðiâ f−1(c) i g−1(c′), ÿêùî iñíóþòü äâà

äîäàòíi ÷èñëà ε i ε′ i äèôåîìîðôiçì λ : f−1(c−ε, c+ε) −→ g−1(c′−ε′, c′+ε′),
ÿêèé ïåðåâîäèòü ëiíi¨ ðiâíÿ ôóíêöi¨ f â ëiíi¨ ðiâíÿ ôóíêöi¨ g i ÿêèé çáåði-
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ãà¹ íàïðÿìîê ðîñòó ôóíêöié, òîáòî λ âiäîáðàæà¹ îáëàñòü (f > c) â îáëàñòü

(g > c′).

Ðîçãëÿíåìî ïàðó (P 2, f), äå P 2 � çâ'ÿçíà êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ ç íåïî-

ðîæíiì êðà¹ì ∂P 2, à f � m-ôóíêöiÿ íà íié, ÿêà ìà¹ ðiâíî îäíå êðèòè÷íå

çíà÷åííÿ C, ïðè÷îìó f−1(c− ε)∪f−1(c+ ε) = ∂P 2. Êëàñ îñíàùåíî¨ ïîøàðî-

âî¨ åêâiâàëåíòíîñòi öi¹¨ ïàðè (P 2, f) íàçèâà¹òüñÿ f -àòîìîì ÷è îñíàùåíèì

àòîìîì.

Çàóâàæåííÿ. Êîæíîìó àòîìó âiäïîâiäà¹ 2 f -àòîìè. Âîíè îòðèìóþòüñÿ

îäèí ç îäíîãî çàìiíîþ çíàêà ôóíêöi¨ íà àòîìi. Iíîäi öi 2 àòîìè ìîæóòü áóòè

ñïiâïàäàþ÷èìè, åêâiâàëåíòíèìè.

Îçíà÷åííÿ. f -àòîìîì íàçèâà¹òüñÿ àòîì ç ïîïåðåäíüîãî îçíà÷åííÿ, äëÿ

ÿêîãî ôiêñîâàíî ðîçáèòòÿ êiëåöü íà äîäàòíi i âiä'¹ìíi.

Çðîçóìiëî, ùî íà f -àòîìi â ïîïåðåäíüîìó îçíà÷åííi ìîæíà çàäàòè m-

ôóíêöiþ, äëÿ ÿêî¨ ãðàô K áóäå ¨¨ êðèòè÷íèì ðiâíåì (íàïðèêëàä, íóëüîâèì),

ïîâåðõíÿ P 2 áóäå ìíîæèíîþ òî÷îê x òàêèõ, ùî −ε ≤ f(x) ≤ ε.

Ôóíêöiÿ f áóäå äîäàòíîþ íà äîäàòíèõ êiëüöÿõ i âiä'¹ìíîþ íà âiä'¹ìíèõ

êiëüöÿõ.

Íàéïðîñòiøèìè ïðèêëàäàìè àòîìiâ ¹ îêîëè ìàêñèìóìiâ, ìiíiìóìiâ i ñiä-

ëîâèõ êðèòè÷íèõ òî÷îê íà ïîâåðõíÿõ. Ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç êðèòè÷íèé ðiâåíü

m-ôóíêöi¨ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ âèíèêàþòü ïåðåáóäîâè ðiâíiâ [2] (ðèñ.1-5).

Ðèñ. 1.

1. Â ìîìåíò ïåðåáóäîâè çìiíþ¹òüñÿ êiëüêiñòü êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi

(ðèñ.2).

2. Êiëüêiñòü êîìïîíåíò ðiâíÿ íå çìiíþ¹òüñÿ (ðèñ.3).

3. Ëiíiÿ ðiâíÿ â ìîìåíò ïåðåáóäîâè � êîëî (ðèñ.4).

4. Ëiíiÿ ðiâíÿ â ìîìåíò ïåðåáóäîâè ¹ âiäðiçêîì (ðèñ.5).
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Ðèñ. 2.

Ðèñ. 3.

Ðèñ. 4.

Ðèñ. 5.
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4 Àòîìè ñêëàäíîñòi 2.

Ðîçãëÿíåìî âñi ìîæëèâi ëiíi¨ ðiâíiâ m-ôóíêöié íà çàäàíié îði¹íòîâàíié

ïîâåðõíi ñêií÷åííîãî òèïó. Äëÿ ðåãóëÿðíîãî çíà÷åííÿ m-ôóíêöi¨ âiäïîâiäíà

ëiíiÿ ðiâíÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç íåïåðåòèííèõ ìiæ ñîáîþ êië òà çàìêíåíèõ âiäðiç-

êiâ. Îïèøåìî ¨õ ïåðåáóäîâè ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç îñîáëèâèé ðiâåíü. Êðèòè÷íi

òî÷êè ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç c, ðåãóëÿðíi òî÷êè � ÷åðåç a. Ðåáðà íà ãðàôi Ði-

áà, ùî âiäïîâiäàþòü êîëàì, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷îðíèìè ñòðiëêàìè, à òi, ùî

âiäïîâiäàþòü âiäðiçêàì � áiëèìè.

Ðîçïî÷íåìî ç âíóòðiøíiõ êðèòè÷íèõ òî÷îê. ßêùî ðåãóëÿðíèé ðiâåíü äî

ïðîõîäæåííÿ êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ áóâ îá'¹äíàííÿì êië, òî ìè îòðèìà¹ìî

àòîìè, ÿêi áóëè îïèñàíi âèùå. Ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ, êîëè ñåðåä ðåãóëÿðíèõ

ðiâíiâ ¹ âiäðiçîê. Òîäi àòîì áóäå ìàòè âèãëÿä êîìïîíåíò ðåãóëÿðíîãî ðiâíÿ,

ïîìíîæåíèõ íà âiäðiçîê ç ïðèêëå¹íèìè ñìóæêàìè.

Ðîçãëÿíåìî âñi ìîæëèâi àòîìè ñêëàäíîñòi 2 m-ôóíêöié íà ïîâåðõíÿõ ç

êðà¹ì. Ìîæëèâi òàêi âèïàäêè:

1. Â ìîìåíò ïåðåáóäîâè çìiíþ¹òüñÿ êiëüêiñòü êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi

ëiíié ðiâíÿ (ðèñ.6-13).

Íà ðèñ.6 âiäðiçîê i êîëî ïåðåõîäÿòü ó êîëî, i íàâïàêè: êîëî ïåðåõîäèòü

ó âiäðiçîê i êîëî. Ìè îòðèìàëè íà êðàþ ìàêñèìóì (ìiíiìóì) i âíóòðiøíþ

ñiäëîâó êðèòè÷íó òî÷êó. ßê àòîìè âîíè îäíàêîâi, àëå ÿê f -àòîìè ðiçíi.

Ðèñ. 6.

Íà ðèñ.7 äâà êîëà ïåðåõîäÿòü ó âiäðiçîê, i íàâïàêè: âiäðiçîê ïåðåõîäèòü

ó äâà êîëà. Ìè îòðèìàëè íà êðàþ ìiíiìóì (ìàêñèìóì) i âíóòðiøíþ ñiäëîâó

êðèòè÷íó òî÷êó. ßê àòîìè âîíè îäíàêîâi, àëå ÿê f -àòîìè ðiçíi.

Íà ðèñ.8 äâà âiäðiçêè ïåðåõîäÿòü ó âiäðiçîê, i íàâïàêè: âiäðiçîê ïåðåõî-

äèòü ó äâà âiäðiçêè. Ìè îòðèìàëè íà êðàþ ìàêñèìóì (ìiíiìóì) i âíóòðiøíþ

ñiäëîâó êðèòè÷íó òî÷êó. ßê àòîìè âîíè îäíàêîâi, àëå ÿê f -àòîìè ðiçíi.
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Ðèñ. 7.

Ðèñ. 8.

Íà ðèñ.9 äâà âiäðiçêè i êîëî ïåðåõîäÿòü ó âiäðiçîê, i íàâïàêè. Òóò îäíîìó

àòîìó âiäïîâiäà¹ äâà f -àòîìè.

Ðèñ. 9.

Íà ðèñ.10 äâà âiäðiçêè ïåðåõîäÿòü ó òðè âiäðiçêè, i íàâïàêè. Òóò îäíîìó

àòîìó âiäïîâiäà¹ äâà f -àòîìè.

Íà ðèñ.11 òðè êîëà ïåðåõîäÿòü â îäíå êîëî, i íàâïàêè. Òóò îäíîìó àòîìó

âiäïîâiäà¹ äâà f -àòîìè [1].

Íà ðèñ.12 âiäðiçîê i äâà êîëà ïåðåõîäÿòü ó âiäðiçîê, i íàâïàêè. ßê àòîìè

âîíè îäíàêîâi, àëå ÿê f -àòîìè ðiçíi.

Íà ðèñ.13 äâà âiäðiçêè i êîëî ïåðåõîäÿòü ó äâà âiäðiçêè, i íàâïàêè. Òóò

îäíîìó àòîìó âiäïîâiäà¹ äâà f -àòîìè.
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Ðèñ. 10.

Ðèñ. 11.

Ðèñ. 12.

Ðèñ. 13.

2. Â ìîìåíò ïåðåáóäîâè íå çìiíþ¹òüñÿ êiëüêiñòü êîìïîíåíò çâ'ÿçíî-

ñòi ëiíié ðiâíÿ (ðèñ.14-19).
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Âiäðiçîê i êîëî ïåðåõîäèòü ó äâà âiäðiçêè, i íàâïàêè. ßê f -àòîìè âîíè

ðiçíi (ðèñ.14,15).

Ðèñ. 14.

Ðèñ. 15.

Íà ðèñ.16 òðè âiäðiçêè ïåðåõîäÿòü ó òðè âiäðiçêè. Ðåãóëÿðíi ëiíi¨ ðiâíÿ

m-ôóíêöi¨ òóò ñêëàäàþòüñÿ ç òðüîõ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ÿê äî ïåðåáóäîâè,

òàê i ïiñëÿ íå¨. Òîìó ãðàôè, ùî âiäïîâiäàþòü àòîìàì ñêëàäíîñòi 2 ìàòèìóòü

õðåñòîïîäiáíèé âèãëÿä (îäíà âåðøèíà âàëåíòíîñòi 6). Öüîìó àòîìó âiäïîâi-

äà¹ îäèí f -àòîì.

Íà ïåðøîìó ìàëþíêó (ðèñ.17) äâà êîëà ïåðåõîäÿòü ó äâà êîëà. Ðåãóëÿð-

íi ëiíi¨ ðiâíÿ m-ôóíêöi¨ òóò ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ÿê äî

ïåðåáóäîâè, òàê i ïiñëÿ íå¨. Òîìó ãðàôè, ùî âiäïîâiäàþòü àòîìàì ñêëàäíî-

ñòi 2 ìàòèìóòü õðåñòîïîäiáíèé âèãëÿä (îäíà âåðøèíà âàëåíòíîñòi 4). Öüîìó

àòîìó âiäïîâiäà¹ îäèí f -àòîì. À íà äðóãîìó ìàëþíêó êîëî i âiäðiçîê ïåðå-

õîäèòü ó âiäðiçîê i êîëî.

Íà ïåðøîìó ìàëþíêó (ðèñ.18) âiäðiçîê i êîëî ïåðåõîäèòü ó âiäðiçîê i

êîëî, à íà äðóãîìó êîëî i âiäðiçîê ïåðåõîäèòü ó êîëî i âiäðiçîê. Òóò îäíîìó

àòîìó âiäïîâiäà¹ äâà f -àòîìè.

Íà ðèñ.19 äâà âiäðiçêè ïåðåõîäÿòü ó äâà âiäðiçêè. Ðåãóëÿðíi ëiíi¨ ðiâíÿ

m-ôóíêöi¨ òóò ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ÿê äî ïåðåáóäîâè,
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Ðèñ. 16.

Ðèñ. 17.

Ðèñ. 18.

òàê i ïiñëÿ íå¨. Òîìó ãðàôè, ùî âiäïîâiäàþòü àòîìàì ñêëàäíîñòi 2 ìàòèìóòü

õðåñòîïîäiáíèé âèãëÿä (îäíà âåðøèíà âàëåíòíîñòi 4). Öüîìó àòîìó âiäïîâi-

äà¹ îäèí f -àòîì.

3. Ëiíiÿ ðiâíÿ â ìîìåíò ïåðåáóäîâè � êîëî (ðèñ.20,21).

Ëiíi¨ ðiâíÿ m-ôóíêöi¨ äî ïåðåáóäîâè (ó âèïàäêó ìiíiìóìó) � êîëà. Íà

ãðàôi öå âiäîáðàæà¹òüñÿ ðåáðîì ïåðøîãî ðîäó (÷îðíà ñòðiëêà). Áåçïîñåðåä-

íüî â ìîìåíò ïåðåáóäîâè ëiíiÿ ðiâíÿ ¹ êîëîì. Îòæå, êîëî ïåðåõîäèòü ó äâà

âiäðiçêè. Îäíîìó àòîìó âiäïîâiäàþòü äâà f -àòîìè (ðèñ.20). Ìè îòðèìàëè

äâà ëîêàëüíi åêñòðåìóìè (ìiíiìóìè i ìàêñèìóìè).

Ëiíiÿ ðiâíÿ m-ôóíêöi¨ äî ïåðåáóäîâè � âiäðiçîê. Íà ãðàôi öå âiäîáðà-

æà¹òüñÿ ðåáðîì äðóãîãî ðîäó (áiëà ñòðiëêà). Áåçïîñåðåäíüî â ìîìåíò ïåðå-
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Ðèñ. 19.

Ðèñ. 20.

áóäîâè ëiíiÿ ðiâíÿ ¹ êîëîì. Îòæå, âiäðiçîê ïåðåõîäèòü ó âiäðiçîê. Öüîìó

àòîìó âiäïîâiäà¹ îäèí f -àòîì (ðèñ.21).

4. Ëiíiÿ ðiâíÿ â ìîìåíò ïåðåáóäîâè ¹ âiäðiçêîì (ðèñ.22,23).

Ãðàô ìà¹ âèãëÿä ÷îòèðèíîãè, îñêiëüêè äî ïðîõîäæåííÿ ìàêñèìóìó (ìiíi-

ìóìó) ïðîîáðàçè ðåãóëÿðíèõ òî÷îê ìàþòü äâi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi, i ïiñ-

ëÿ ïåðåáóäîâè ïðîîáðàçè ðåãóëÿðíèõ òî÷îê ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ êîìïîíåíò

çâ'ÿçíîñòi � çàìêíåíèõ iíòåðâàëiâ. Öüîìó àòîìó âiäïîâiäà¹ îäèí f -àòîì

(ðèñ.22).

Íà ðèñ.23 îäèí âiäðiçîê ïåðåõîäèòü ó òðè âiäðiçêè, i íàâïàêè. Öüîìó

àòîìó âiäïîâiäà¹ äâà f -àòîìè.

Òåîðåìà. (Ïðî ëîêàëüíó êëàñèôiêàöiþ) Êîæåí àòîì ñêëàäíîñòi 2 m-

ôóíêöi¨ íà ïîâåðõíi ç êðà¹ì ¹ îäíèì ç äåâ'ÿòíàäöÿòè àòîìiâ, àáî îäíèì ç

òðèäöÿòè äâîõ f -àòîìiâ (B1 −B32).
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Ðèñ. 21.

Ðèñ. 22.

Ðèñ. 23.

Äîâåäåííÿ. Ìîæëèâi äâà âèïàäêè: ¹ ãðàíè÷íà êðèòè÷íà òî÷êà àáî íi.

1) ßêùî íåìà¹ ãðàíè÷íî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè, òî îáèäâi êðèòè÷íi òî÷êè

âíóòðiøíi ñiäëîâi, îòæå, àòîì � öå äâà ñêëå¹íi îêîëè öèõ òî÷îê. Îêië ìà¹

âèãëÿä êðèâîëîíiéíîãî âîñüìèêóòíèêà. Ìîæëèâå ñêëåþâàííÿ òiëüêè íåïàð-

íèõ ñòîðií. Íóìåðó¹ìî ¨õ òà ðîçãëÿäà¹ìî âñi ìîæëèâi âàðiàíòè ñêëåþâàííÿ,

ïiñëÿ ÷îãî îòðèìó¹ìî âñi àòîìè áåç ãðàíè÷íèõ òî÷îê.

2) ßêùî ¹ ãðàíè÷íà òî÷êà, òî àòîì ãîìåîìîðôíèé ïðîñòîìó àòîìó, ó

ÿêîãî ÷àñòèíà ãðàíèöi ïðîäàâëåíà âñåðåäèíó (ç íå¨ çðîáëåíî âèðiç). Ðîçãëÿ-

äà¹ìî âñi ìîæëèâi âèðiçè. Ç ãðàôà A1 îòðèìà¹ìî B1 i B3, ç ãðàôà A2 � B2
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i B4, ç ãðàôà A3 � B5, B7, B17, B19, ç ãðàôà A4 � B6, B8, B18, B20, ç ãðàôà

A5 � B9 i B10, ç ãðàôà A6 � B28, B29, ç ãðàôà A7 � B27, B29. Ç ãðàôà A8

îòðèìó¹ìî B32, B30, à ç A9 � B31, B30. Ç ãðàôà B11 îòðèìó¹ìî B13, B15 i

B21, ç ãðàôà B12 � B14, B16, à ç ãðàôà B22 � B23, B24, B25 i B26.

Õî÷à B26 i B30 ÿê àòîìè ðiçíi, àëå ÿê f -àòîìè âîíè îäíàêîâi (äâà âiäðiçêè

ïåðåõîäèòü ó äâà âiäðiçêè). B17 i B19, B18 i B20 ÿê f -àòîìè îäíàêîâi, àëå ðiçíi

ÿê àòîìè.

Ìè ìîæåìî ðîáèòè ðîçðiçè äâîìà ñïîñîáàìè. Ìîæíà âèðiçàòè ñìóæêó,

íå çìiíþþ÷è ïðè öüîìó ñêëàäíîñòi àòîìà. Àáî ìè ðîáèìî âèðiç â ïðîñòîìó

àòîìó, çáiëüøóþ÷è ñêëàäíiñòü íà îäèíèöþ.

Ìè ìîæåìî âèðiçàòè ñìóæêó ïî äiàãîíàëi â B24 i B25, àëå îòðèìà¹ìî

àòîìè, ÿêi içîìîðôíi B16 i B15 âiäïîâiäíî. Âèðiçàþ÷è ñìóæêó â B26, ìè

îòðèìó¹ìî àòîì, içîìîðôíèé B21. Òàêèì ÷èíîì âèùå îïèñàíi âñi ìîæëèâi

àòîìè ñêëàäíîñòi äâà.

Ðîçãëÿíåìî õðåñò (ðèñ.24) [1], i áóäåìî ñêëåþâàòè ñòîðîíè. Óñiõ ñêëåéîê

áóäå îáìåæåíà êiëüêiñòü, ïåðåáðàâøè ÿêi ìè îòðèìà¹ìî âñi àòîìè. ßêùî

ìè íå ñêëåþ¹ìî ñòîðîíè, òî öå âiäïîâiäà¹ âèðiçàíié ñìóæöi. Âñiõ ìîæëèâèõ

ñïîñîáiâ ñêëåéêè áóäå òðèäöÿòü äâà, à îòæå, iñíó¹ òðèäöÿòü äâà àòîìè ñêëàä-

íîñòi 2. ßêùî ìè çàêëå¨ìî âñi ñòîðîíè, òî îòðèìà¹ìî àòîìè, ïåðåðàõîâàíi ó

ðîáîòi Î.Áîëñiíîâà òà À.Ôîìåíêà [1].

Ðèñ. 24.

Îòðèìàíi àòîìè íå içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ, îñêiëüêè âîíè íå ãîìåîìîðôíi,

ìàþòü íå ãîìåîìîðôíi êðèòè÷íi ðiâíi àáî íå ãîìåîìîðôíi âåðõíi òà íèæíi

êðà¨.

Âèñíîâêè
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Ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî âñi ìîæëèâi àòîìè ñêëàäíîñòi 2 m-ôóíêöié íà

ïîâåðõíÿõ ç êðà¹ì, óçàãàëüíåíî ðåçóëüòàòè Î.Â.Áîëñiíîâà i À.Ò.Ôîìåíêî,

Î.Î.Ïðèøëÿêà i Â.Â.Øàðêà, íàâåäåíî ëîêàëüíó òîïîëîãi÷íó êëàñèôiêàöiþ

îáìåæåíèõ m-ôóíêöié ñêëàäíîñòi 2 íà îði¹íòîâàíèõ ïîâåðõíÿõ ç êðà¹ì.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ãëîáàëüíî¨ êëàñè-

ôiêàöi¨ m-ôóíêöié ñêëàäíîñòi 2, à òàêîæ ÿê ïî÷àòêîâèé åòàï äëÿ äîñëiä-

æåííÿ àòîìiâ áiëüøî¨ ñêëàäíîñòi. Âñi öi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâóþòüñÿ ïðè äî-

ñëiäæåííi âåêòîðíèõ ïîëiâ êîñîãî ãðàäi¹íòà íà ìíîãîâèäàõ ç êðà¹ì.
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Atoms of degree 2 on the surfaces with boundary

We de�ne p-graph and describe how it changes under isotopy of projections

for classi�cation of maps of 2-manifolds into plane. The problem of graph

implementation and maps classi�cation was considered.


