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Íåñêií÷åííî ìàëi êîíôîðìíi äåôîðìàöi¨ äåÿêèõ
êëàñiâ ïîâåðõîíü

Þëiÿ Ñòåïàíiâíà Ôåä÷åíêî

Àíîòàöiÿ Çíàéäåíî íîâó ôîðìó îñíîâíèõ ðiâíÿíü íåñêií÷åííî ìàëî¨ êîí-

ôîðìíî¨ äåôîðìàöi¨ ïîâåðõîíü. Âèäiëåíî òðèâiàëüíèé âèïàäîê. Çíàéäåíî

êëàñè ïîâåðõîíü, ÿêi äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi íåñêií÷åííî ìàëi êîíôîðìíi

äåôîðìàöi¨.

Êëþ÷îâi ñëîâà íåñêií÷åííî ìàëà êîíôîðìíà äåôîðìàöiÿ, âåêòîð çìiùåí-

íÿ, ïîâåðõíi åëiïòè÷íîãî òèïó, ïîâåðõíi îáåðòàííÿ

ÓÄÊ 514.76

1 Âñòóï

Íåñêií÷åííî ìàëi êîíôîðìíi äåôîðìàöi¨ ïîâåðõîíü áóëè ïðåäìåòîì äîñëiä-

æåíü áàãàòüîõ íàóêîâöiâ [1]-[3]. Çîêðåìà, Ôåñåíêî �.Ä. [1] ó ñâî¨õ äîñëiäæåí-

íÿõ ïîêàçàëà, ùî çàìêíåíi ïîâåðõíi äîäàòíüî¨ ãàóñîâî¨ êðèâèíè (çà äåÿêèõ

îáìåæåíü) äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi íåñêií÷åííî ìàëi êîíôîðìíi äåôîðìà-

öi¨ òà ó âèïàäêó ñôåðè çíàéäåíî âåêòîð çìiùåííÿ.

Ó äàíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ îñíîâíi ðiâíÿííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ êîí-

ôîðìíèõ äåôîðìàöié, ÿêi ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç òåíçîðíi ïîëÿ ïîõiäíî¨ âåêòî-

ðà çìiùåííÿ (íà âiäìiíó âiä [1], äå îñíîâíi ðiâíÿííÿ ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç êîì-

ïîíåíòè âåêòîðà çìiùåííÿ), ùî äîçâîëÿ¹ âêàçàòè íà iñíóâàííÿ íåòðèâiàëü-

íèõ íåñêií÷åííî ìàëèõ êîíôîðìíèõ äåôîðìàöié äåÿêèõ êëàñiâ ïîâåðõîíü.

Ðîçãëÿíåìî ïîâåðõíþ S êëàñó C3, ÿêà ãîìåîìîðôíà îáëàñòi G ïëî-

ùèíè, â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði E3 ç âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì
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r = r(x1, x2) òà ¨¨ äåôîðìàöiþ Sε:

rε = r(x1, x2) + εU(x1, x2),

äå U(x1, x2) - âåêòîð çìiùåííÿ, à ε -íåñêií÷åííî ìàëèé ïàðàìåòð.

Îçíà÷åííÿ 1 Íåñêií÷åííî ìàëó äåôîðìàöiþ ïîâåðõíi S íàçèâàòèìåìî

íåñêií÷åííî ìàëîþ êîíôîðìíîþ äåôîðìàöi¹þ, ÿêùî êîåôiöi¹íòè ïåðøî¨

êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ïîâåðõíi S ïðîïîðöiéíi êîåôiöi¹íòàì ïåðøî¨ êâàäðà-

òè÷íî¨ ôîðìè äåôîðìîâàíî¨ ïîâåðõíi Sε ç òî÷íiñòþ äî íåñêií÷åííî ìàëèõ

âåëè÷èí âèùå ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî ïàðàìåòðó äåôîðìàöi¨ ε.

Ñèñòåìà îñíîâíèõ ðiâíÿíü íåñêií÷åííî ìàëèõ êîíôîðìíèõ äåôîðìàöié

ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä [1]:

δgij = 2ϕgij , (1)

äå gij , δgij-êîåôiöi¹íòè ïåðøî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè òà ¨õ âàðiàöi¨ âiäïîâiäíî,

ϕ(x1, x2)- äåÿêà ôóíêöiÿ.

Îçíà÷åííÿ 2 Ôóíêöiþ ϕ, ùî çóñòði÷à¹òüñÿ â ðiâíÿííÿõ (1) íàçèâàòèìå-

ìî ôóíêöi¹þ êîíôîðìíîñòi.

Çà óìîâè ϕ = c = const íåñêií÷åííî ìàëà êîíôîðìíà äåôîðìàöiÿ íàçè-

âà¹òüñÿ òðèâiàëüíîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ç (1) ìà¹ìî, ùî òðèâiàëüíi íåñêií÷åííî ìàëi êîíôîðìíi

äåôîðìàöi¨ ¹ íåñêií÷åííî ìàëèìè ãîìîòåòiÿìè (ó âèïàäêó c = 0 äåôîðìàöiÿ

¹ çãèíàííÿì).

Ïðåäñòàâëåííÿ ïîõiäíî¨ âåêòîðà çìiùåííÿ U i çà áàçèñîì r1, r2, n ïðè

íåñêií÷åííî ìàëèõ êîíôîðìíèõ äåôîðìàöiÿõ [3] ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

U i = ciα

( ◦
T
αβ − ϕcαβ

)
rβ + ciαT

αn, (2)

äå
◦
T αβ =

◦
T βα, Tα - äåÿêi òåíçîðíi ïîëÿ íà ïîâåðõíi, ùî çàäîâîëüíÿþòü

íàñòóïíó ñèñòåìó ðiâíÿíü [3]:
bαβ

◦
Tαβ +∇αTα = 0;

∇α
◦
Tαβ − Tαbβα = ϕαc

αβ ;
◦
Tαβ(ciαgjβ + cjαgiβ) = 0;

ϕi = ∂iϕ.

(3)

Òóò bij- êîåôiöi¹íòè äðóãî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, bij = bjαg
αi, cij - äèñêðèìi-

íàíòíèé òåíçîð ïîâåðõíi, cij = giαgjβcαβ , ∇ - çíàê êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ íà

áàçi ìåòðè÷íîãî òåíçîðà gij . Âñi iíäåêñè òóò i íàäàëi íåçàëåæíî íàáóâàþòü

çíà÷åíü 1, 2.
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2 Äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (3).

Ó äàíîìó ïóíêòi ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (3), ÿêà ¹ ñèñòå-

ìîþ îñíîâíèõ ðiâíÿíü äëÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ êîíôîðìíèõ äåôîðìàöié.

Ç ðiâíÿííÿ (3)3 ìà¹ìî [4], ùî

◦
T
αβ = tgαβ , (4)

t(x1, x2) - äåÿêà ôóíêöiÿ.

Ïiäñòàâèìî âèðàç äëÿ
◦
T αβ ç ðiâíÿííÿ (4) ó ðiâíÿííÿ (3)2 òà çäiéñíåìî

ìíîæåííÿ íà dsβ , äå d
s
β = dsαgαβ , d

sα = 1
K c

sicαjbij . ßê ðåçóëüòàò îòðèìà¹ìî,

ùî

T s = tαd
sα − ϕαcαβdsβ . (5)

Îñêiëüêè òåíçîðíi ïîëÿ
◦
Tαβ , T s ìàþòü çàäîâîëüíÿòè (3)1, òîäi ìàòèìåìî

óìîâó íà ôóíêöi¨ t, ϕ:

∇s(tαdsα)−∇s(ϕαcαβdsβ) + 2Ht = 0. (6)

Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 Äëÿ òîãî, ùîá íåñêií÷åííî ìàëà äåôîðìàöiÿ ïîâåðõíi S (K 6=
0) êëàñó C3 áóëà êîíôîðìíîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá íà ïîâåðõíi iñ-

íóâàëè ôóíêöi¨ t, ϕ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (6). Òîäi òåíçîðíi ïîëÿ
◦
Tαβ, T s ïîõiäíî¨ âåêòîðà çìiùåííÿ (2) ìàþòü âèãëÿä (4),(5).

Ç'ÿñó¹ìî, êîëè íåñêií÷åííî ìàëà êîíôîðìíà äåôîðìàöiÿ áóäå òðèâiàëü-

íîþ.

Ç îçíà÷åííÿ òðèâiàëüíèõ íåñêií÷åííî ìàëèõ êîíôîðìíèõ äåôîðìàöié

ìà¹ìî, ùî ϕ = const. Òîäi ïðåäñòàâëåííÿ òåíçîðíèõ ïîëiâ (4), (5) ïðèé-

ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

◦
T
αβ = tgαβ , T s = tαd

sα. (7)

Ðiâíÿííÿ (6), ç óðàõóâàííÿì ñòàëîñòi ôóíêöi¨ êîíôîðìíîñòi, ìàòèìå âèãëÿä:

∇s(tαdsα) + 2Ht = 0. (8)

Ðiâíÿííÿ (8) íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì ïîëÿ îáåðòàíü ïðè

íåñêií÷åííî ìàëèõ çãèíàííÿõ ïîâåðõíi (ðiâíÿííÿ Âåéíãàðòåíà), à ðîçâ'ÿçêè

äàíîãî ðiâíÿííÿ - õàðàêòåðèñòè÷íèìè ôóíêöiÿìè [5].

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2 Äëÿ òîãî, ùîá äåôîðìàöiÿ ïîâåðõíi S (K 6= 0) êëàñó C3 áóëà

òðèâiàëüíîþ íåñêií÷åííî ìàëîþ êîíôîðìíîþ äåôîðìàöi¹þ, íåîáõiäíî i äî-

ñòàòíüî, ùîá iñíóâàëè ñòàëà êîíôîðìíà ôóíêöiÿ ϕ òà õàðàêòåðèñòè÷íà

ôóíêöiÿ t. Òîäi òåíçîðíi ïîëÿ ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ (7).

3 Iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ íåñêií÷åííî ìàëèõ êîíôîðìíèõ

äåôîðìàöié ïîâåðõîíü

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (6), ÿêå ìiñòèòü â ÿêîñòi íåâiäîìèõ ôóíêöiþ êîíôîðì-

íîñòi ϕ òà ôóíêöiþ t.

Íåõàé ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêöiþ êîíôîðìíîñòi ϕ íàì çàäàíî i îñêiëü-

êè íàñ öiêàâèòü iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ íåñêií÷åííî ìàëèõ êîíôîðìíèõ

äåôîðìàöié íà ïîâåðõíÿõ, òî ïðèðîäíüî âèìàãàòè, ùîá ôóíêöiÿ êîíôîðì-

íîñòi ϕ 6= 0.

ßê ðåçóëüòàò, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

∇s(tαdsα) + 2Ht = ∇s(ϕαcαβdsβ), (9)

ïðàâà ÷àñòèíà ÿêîãî ¹ âiäîìîþ ôóíêöi¹þ. Ðiâíÿííÿ (9) - öå íåîäíîðiäíå äè-

ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî

ôóíêöi¨ t ç äèñêðèìiíàíòîì, çíàê ÿêîãî çàëåæèòü âiä çíàêó ãàóñîâî¨ êðèâè-

íè.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ (9) ¹:

- ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî òèïó ó âèïàäêó K > 0;

- ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó ó âèïàäêó K < 0.

Îòðèìàíå ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî òèïó äîñëiäæåíî ó ðîáîòi [6], äå ïîêà-

çàíî, ùî íà ïîâåðõíÿõ åëiïòè÷íîãî òèïó òàêå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, ùî

çàëåæèòü âiä äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ω(x1, x2) êëàñó C3. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3 Äîâiëüíà ïîâåðõíÿ S êëàñó C4 åëiïòè÷íîãî òèïó (K 6= 0)

äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíi íåñêií÷åííî ìàëi êîíôîðìíi äåôîðìàöi¨ â äîñòàò-

íüî ìàëié îáëàñòi G. Òåíçîðíi ïîëÿ
◦
T αβ, T s çàëåæàòü âiä äâîõ ôóíêöié

ϕ(x1, x2) êëàñó C2 òà ω(x1, x2) êëàñó C3.

Ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ ðiâíÿííÿ (6) çà óìîâè, ùî ôóíêöiÿ t - âiäîìà õà-

ðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ íà çíàõîäæåííÿ

ôóíêöi¨ êîíôîðìíîñòi ϕ:

∇s(ϕαcαβdsβ) = 0. (10)
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Òåîðåìà 4 ßêùî ôóíêöiÿ êîíôîðìíîñòi ϕ 6= 0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ (10), à ôóíêöiÿ t - õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ íà ïîâåðõíi

S (K 6= 0), òîäi iñíó¹ íåòðèâiàëüíà íåñêií÷åííî ìàëà êîíôîðìíà äåôîðìà-

öiÿ ïîâåðõíi. Òåíçîðíi ïîëÿ
◦
Tαβ, T s çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëàìè (4), (5).

Ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi (ó ëiíiÿõ êðèâèíè) ðiâíÿííÿ (10) íàáóâà¹ âèãëÿäó

∇2ϕ1(d
1
1 − d22)− ϕ1(∇1d

1
2 +∇2d

2
2) + ϕ2(∇1d

1
1 +∇2d

2
1) = 0. (11)

Ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ ðiâíÿííÿ (11) íà ïîâåðõíi îáåðòàííÿ: r =

(ucosv, usinv, f(u)) (K 6= 0, d11 − d22 6= 0).

Âèðàçè êîåôiöi¹íòiâ ïåðøî¨ i äðóãî¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, äèñêðèìiíàíò-

íèõ òåíçîðiâ, ñèìâîëiâ Êðèñòîôåëÿ òîùî äëÿ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ ìàþòü

òàêèé âèãëÿä:

g11 = 1 + f ′2, g12 = 0, g22 = u2,

b11 =
f ′′√
1 + f ′2

, b12 = 0, b22 =
uf ′√
1 + f ′2

,

c12 = −c21 =
1

u
√
1 + f ′2

, c11 = c22 = 0,

d11 =
(1 + f ′2)3/2

f ′′
, d12 = d21 = 0, d22 =

u
√
1 + f ′2

f ′
,

Γ 1
11 =

f ′f ′′

1 + f ′2
, Γ 2

12 =
1

u
, Γ 1

22 = − u

1 + f ′2
, Γ 2

11 = Γ 1
12 = Γ 2

22 = 0.

Ïåðåâiðêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóíêöiÿ

ϕ = K(v)e
−

∫ 3f′2f′′2−f′f′′′−f′3f′′′

(f′+f′3−uf′′)f′′
du

+N(u),

äå K(v), N(u) - äîâiëüíi ôóíêöi¨, ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (11).

Òàêèì ÷èíîì, íà ïîâåðõíi îáåðòàííÿ iñíó¹ íå íóëüîâà ôóíêöiÿ êîíôîðì-

íîñòi, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (10) i ïðè íàÿâíîñòi õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíê-

öi¨ íà ïîâåðõíi ìîæíà ãîâîðèòè (çà òåîðåìîþ 4) ïðî iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ

íåñêií÷åííî ìàëèõ êîíôîðìíèõ äåôîðìàöié ïîâåðõîíü îáåðòàííÿ.

Â ÿêîñòi òàêî¨ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ âiçüìåìî t = 0. Òîäi òåíçîðè

äåôîðìàöi¨ íàáóâàþòü âèãëÿäó

◦
T

11 =
◦
T

12 =
◦
T

22 = 0, (12)

T 1 = K ′(v)
1 + f ′2

uf ′′
e
−

∫ 3f′2f′′2−f′f′′′−f′3f′′′

(f′+f′3−uf′′)f′′
du
, (13)

T 2 = −K(v)
(3f ′f ′′2 − f ′′′ − f ′2f ′′′)
(f ′ + f ′3 − uf ′′)f ′′

e
−

∫ 3f′2f′′2−f′f′′′−f′3f′′′

(f′+f′3−uf′′)f′′
du − N ′(u)

f ′
. (14)

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 5 Ïîâåðõíÿ îáåðòàííÿ r = (ucosv, usinv, f(u)) (K 6= 0, d11−d22 6= 0)

äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíó íåñêií÷åííî ìàëó êîíôîðìíó äåôîðìàöiþ. Òåíçîðíi

ïîëÿ
0

T
αβ

, T s ìàþòü âèãëÿä (12)-(14).
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On in�nitesimal conformal deformations of surfaces

A new form of basic equations for conformal deformations is found. The

equations involve tensor �elds of displacement vector only. Conditions for trivial

deformations as well as in�nitesimal conformal deformations are studed.


