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Î çàêîíîìåðíîñòÿõ êàíîíè÷åñêèõ êâàçè-
ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ïàðàáîëè÷åñêè
êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Èðèíà Íèêîëàåâíà Êóðáàòîâà

Àííîòàöèÿ Ìû èññëåäóåì îñîáåííîñòè ñïåöèàëüíîãî òèïà îòîáðàæåíèé

ìåæäó ðèìàíîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâîé ñòðóêòó-

ðîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Ïîëóñèììåòðè÷åñêîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî, ïàðàáîëè-

÷åñêè êåëåðîâà ñòðóêòóðà.

ÓÄÊ 517.764

1 Ââåäåíèå.

Îäíèì èç íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåò-

ñÿ òåîðèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé, ñíàáæåííûõ ðàçëè÷íûìè ãåî-

ìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè, â ÷àñòíîñòè, àëãåáðàè÷åñêèìè, òî åñòü èçî-

ìîðôíî ïðåäñòàâëÿþùèìè íåêîòîðóþ àëãåáðó [1], [2]. Òàê âîçíèêëà òåî-

ðèÿ ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðà-

çèé è èõ âñåâîçìîæíûå îáîáùåíèÿ, òàêèå, êàê ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå [7], p-

ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ àôôèííîñâÿçíûõ è ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Â [3] Í.Ñ. Ñèíþêîâûì è É. Ìèêåøåì áûëî ïðåäëîæåíî âåñüìà øèðî-

êîå îáîáùåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ è ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ïðî-

ñòðàíñòâ àôôèííîé ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ ñ ïðîèçâîëüíîé àôôèíîðíîé

ñòðóêòóðîé - êâàçèïëàíàðíûå îòîáðàæåíèÿ.

Â 1968 ãîäó àêàäåìèê À.Ç. Ïåòðîâ, èññëåäóÿ ïðîáëåìó ìîäåëèðîâàíèÿ

ôèçè÷åñêèõ ïîëåé (â ñìûñëå ïîâåäåíèÿ ïðîáíûõ ÷àñòèö), ïðèøåë ê çàäà÷å
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êâàçè-ãåîäåçè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ 4-ìåðíûõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñèãíà-

òóðû Ìèíêîâñêîãî [4]. Ïðè ýòîì äâèæåíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â îäíîì ïîëå

(ïðè îäíîì ýíåðãåòè÷åñêîì ðåæèìå) ìîäåëèðóåòñÿ äâèæåíèåì â äðóãîì ïî-

ëå (ïðè äðóãîì ýíåðãåòè÷åñêîì ðåæèìå) ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé âíåøíåé

ñèëû, òî åñòü ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè îäíîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà V4 ïåðå-

õîäÿò â òàê íàçûâàåìûå êâàçèãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè äðóãîãî ïðîñòðàíñòâà

V 4, â ðåçóëüòàòå ÷åãî, êàê âûðàæàëñÿ À.Ç. Ïåòðîâ, "ïðîèñõîäèò ïåðåêà÷êà

ýíåðãèè â ñèëó".

Â [4] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò âåñüìà

øèðîêîé ñèòóàöèè, îòâå÷àþùåé îáùåé òî÷êå çðåíèÿ òåîðèè íàáëþäàåìûõ

âåëè÷èí â ôèçèêå.

À.Ç. Ïåòðîâûì áûëè ïîëó÷åíû è â íåêîòîðîé ìåðå èññëåäîâàíû îñíîâíûå

óðàâíåíèÿ êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé.

Òåíçîðíûé õàðàêòåð îñíîâíûõ óðàâíåíèé êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðà-

æåíèé ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèé ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ V n è

Vn ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû è ðàçìåðíîñòè, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ òàêèìè æå

ñîîòíîøåíèÿìè. Áóäåì íàçûâàòü èõ òàêæå êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèìè (ÊÃÎ).

Êëàññ ÊÃÎ äîñòàòî÷íî øèðîê.Íàïðèìåð, îí âêëþ÷åò â ñåáÿ ãåîäåçè÷å-

ñêèå îòîáðàæåíèÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ è ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíûå îòîá-

ðàæåíèÿ êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ñîõðàíåíèåì êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû.

Â [5] èç îïðåäåëåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âûäåëåíû è îáñòî-

ÿòåëüíî èññëåäîâàíû ÷àñòíûå ñëó÷àè ÊÃÎ. Â ÷àñòíîñòè, òàì íàëàãàåòñÿ

òðåáîâàíèå, ÷òîáû ðàññìàòðèâàåìîå ÊÃÎ f : Vn → V n óäîâëåòâîðÿëî óñëî-

âèþ âçàèìíîñòè, òî åñòü ÷òîáû îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : V n → Vn òàêæå

áûëî êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèì.

Ìû ïðîäîëæàåì èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè. Ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ

áóäóò ÊÃÎ f : Vn → V n ñïåöèàëüíîãî òèïà, êîòîðûå íàçâàíû íàìè êàíîíè-

÷åñêèìè (ÊÊÃÎ) [6], â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé îòîáðàæåíèþ

àôôèíîð Fhi ïîðîæäàåò íà V n è Vn ïî÷òè êåëåðîâó ñòðóêòóðó.

2 Êàíîíè÷åñêèå êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ (ÊÊÃÎ)

ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ

1◦. Íàïîìíèì,÷òî ÷åòíîìåðíîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Kn ñ ìåòðè÷åñêèì

òåíîçðîì g(ij)(x) íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûì ( â òåðìèíîëîãèè

Â.Â. Âèøíåâñêîãî ( [2] - À-ïðîñòðàíñòâîì), åñëè íà íåì îïðåäåëåíà àô-

ôèíîðíàÿ ñòðóêòóðà Fhi (x) ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà m(n = 2m), óäîâëåòâîðÿ-
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þùàÿ óñëîâèÿì:

Fαi F
h
α = 0, F(ij) = 0, Fij = Fαj gαi, (1)

Fhi,j = 0 (2)

ãäå <,> - çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà Kn.

Â äàëüíåéøåì îïåðàöèþ ñâåðòûâàíèÿ ñ àôôèíîðîì ìû îáîçíà÷àåì ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

T ...
i...

= T ...α...F
α
i , T i...... = Tα...... F

i
α. (3)

Â ÷àñòíîñòè, ââèäó (1)

T ...
i...

= 0, T i...... = 0.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñâîéñòâà òåíçîðîâ Ðèìàíà è Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà

Kn âûãëÿäÿò òàê:

Rhijk = Rh
ijk
, Rhijk = −Rhijk, (4)

Rhi = −Rhi. (5)

Ââåäåì â Kn âñïîìîãàòåëüíûé òåíçîð Ahi , òàêîé ÷òî

AhαA
α
i = 0, (6)

FhαA
α
i +AhβF

β
i = δhi . (7)

Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì

F βαA
α
β = m.

Â [6] ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò òåíçîð îïðåäåëÿåòñÿ ñ áîëüøèì ïðîèçâîëîì.

2◦. Ðàññìîòðèì ïàðó ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ (Kn, gij), (Kn, gij), íàõî-

äÿùèõñÿ â êàíîíè÷åñêîì êâàçè-ãåîäåçè÷åñêîì îòîáðàæåíèè (ÊÊÃÎ), ñîîò-

âåòñòâóþùåì àôôèíîðó Fhi è óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ âçàèìíîñòè. Áóäåì

ïîëàãàòü, ÷òî ïðè ýòîì àôôèíîð Fhi íà îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëÿåò ïà-

ðàáîëè÷åñêè êåëåðîâó ñòðóêòóðó. Òîãäà â îáùåé ïî îòîáðàæåíèþ ñèñòåìå

êîîðäèíàò (xi) îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ÊÊÃÎ ïðåäñòàâÿòñÿ â âèäå [6] :

Γ
h

ij(x) = Γhij(x) + ϕ(i(x)F
h
j)(x) (8)

Fhα (x)F
α
i (x) = 0, F (ij)(x) = 0, F ij(x) = gαi(x)F

α
j (x),

F(ij)(x) = 0, Fij(x) = gαi(x)F
α
j (x),

(9)

Fhi,j = 0, Fhi|j = 0, (10)
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ãäå Γ
h

ij , Γ
h
ij êîìïîíåíòû îáúåêòîâ ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâ V n è Vn ñ ìåòðè-

÷åñêèìè òåíçîðàìè gij è gij , ñîîòâåòñòâåííî; ϕi - êîâåêòîð; F
h
i - àôôèíîð;

< | >, <,>, - çíàêè êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ñâÿçíîñòÿì Γ
h

ij , Γ
h
ij .

Â [6] äîêàçàíî, ÷òî

ϕi = 0, ϕi,j = 0. (11)

3 Íîâàÿ ôîðìà îñíîâíûõ óðàâíåíèé ÊÊÃÎ ïàðàáîëè÷åñêè

êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

1◦. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ÊÊÃÎ (8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ýêâèâàëåíòíîé

ôîðìå

gij,k = ϕiF jk + ϕjF ik. (12)

Ñëåäóÿ ìåòîäó, ðàçðàáîòàííîìó â òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé

Í.Ñ.Ñèíþêîâûì [7], ïðåäñòàâèì ýòè óðàâíåíèÿ â íîâîé áîëåå ýôôåêòèâ-

íîé äëÿ èçó÷åíèÿ ôîðìå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì â Kn äâàæäû êîâàðèàíòíûé

íåîñîáåííûé ñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð

aij = gαβgαigβj . (13)

Ââèäó (12) èìååì

aij,k = λiFjk + λjFik, (14)

ãäå

λi = −gαβgαiϕβ . (15)

Çàìåòèì, ÷òî λi 6= 0 ïðè ϕi 6= 0 è íà îñíîâàíèè (11)

λi = 0, λi,j = 0. (16)

à íà îñíîâàíèè (9)

aiαF
α
j + ajαF

α
i = 0. (17)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðîñòðàíñòâî Kn äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíîå ÊÊÃÎ,

òî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò íåîñîáåííûé ñèììåòðè÷åñêèé äâàæäû

êîâàðèàíòíûé òåíçîð aij , óäîâëåòâîðÿþùèé ïðè λi 6= 0 óñëîâèÿì (14) è

(17). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Òåì ñàìûì

èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî ïðîñòðàíñòâî Kn äî-

ïóñêàëî íåòðèâèàëüíîå ÊÊÃÎ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ýòîì

ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâîâàë äâàæäû êîâàðèàíòíûé íåîñîáåííûé ñèììåò-

ðè÷åñêèé òåíçîð aij, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (14) è (17) ïðè íåêîòî-

ðîì âåêòîðå λi 6= 0 .
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Íàïîìíèì, ÷òî ýêâèäèñòàíòíûì [7] íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî,

â êîòîðîì ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå ϕi 6= 0, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèÿì

ϕi,j = ρgij . Òàêèå âåêòîðíûå ïîëÿ íàçûâàþòñÿ êîíöèðêóëÿðíûìè. Ïðè ρ 6=
0, ïðîñòðàíñòâî ñ÷èòàåòñÿ ïðèíàäëåæàùèì îñíîâíîìó òèïó, à ïðè ρ = 0 -

îñîáîìó.

Áóäåì íàçûâàòü ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî ïðîñòðàíñòâî ïî÷òè ýêâèäè-

ñòàíòíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå ϕi 6= 0, óäîâëåòâîðÿþùåå

óðàâíåíèÿì ϕi,j = ρFij . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì ïî íåîáõîäèìîñòè

ρ = const. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïðåäûäóùèõ óñëîâèé ñ

ó÷åòîì òîæäåñòâà Ðè÷÷è èìåþò âèä

ϕαR
α
ijk = ρ,jFik − ρ,kFij.

Îòñþäà ïîñëå öèêëèðîâàíèÿ ïî èíäåêñàì i, j, k è èñïîëüçîâàíèÿ òîæäåñòâà

Áèàíêè íàéäåì

ρ,jFik + ρ,iFkj + ρ,kFji = 0.

Ïîäíèìàÿ çäåñü èíäåêñ i â Kn è ñâåðòûâàÿ ðåçóëüòàò ñ Aki ïî i, k, ïîëó÷èì

ρ,j = 0, ÷òî îçíà÷àåò ρ = const.

Åñëè ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ýêâèäèñòàíò-

íûì îñíîâíîãî òèïà, òî îíî äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíîå ÊÊÃÎ. Äåéñòâèòåëü-

íî, â òàêîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîð aij = c1ϕiϕj + c2gij óäîâëåòâîðÿåò âñåì

óñëîâèÿì òåîðåìû 1 ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ c1, c2, êîòîðûå ìîãóò

áûòü âûáðàíû òàê,÷òîáû aij áûë íåâûðîæäåííûì.

2◦.

Ñîîòíîøåíèÿ (14) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîâóþ ôîðìó îñíîâíûõ óðàâíå-

íèé òåîðèè ÊÊÃÎ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè (14)ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà Ðè÷÷è èìåþò âèä

aα(iR
α
i)kl = λi,lFjk − λi,kFjl + λj,lFik − λj,kFil. (18)

Îòñþäà ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâåðòûâàíèÿìè íàõîäèì

mλj,k = µFjk − aαβ(δβj R
αγ
kδ +Rαjkδg

γβ)Aδγ . (19)

Íàêîíåö, èç óñëîâèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ ó÷åòîì (18) è (19) ïîëó÷èì

m(m− 1)µl = 2(m+ 1)λα(mR
αβ
γl A

γ
β +RαβA

β
l ) + aαβg

γδMαβ
γ[σ,ν]A

σ
δA

ν
l . (20)
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Ñîîòíîøåíèÿ (18), (19), (20), êîòîðûå îáîçíà÷èì (A), ïðåäñòàâëÿþò ñî-

áîé çàìêíóòóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â êîâàðèàíòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà òèïà Êîøè ñ êîýôôèöèåíòàìè, îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëåííûìè ïðîñòðàíñòâîì Kn, îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ ôóíêöèé aij , λk, ν.

Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçðà-

áîòàíû ðåãóëÿðíûå ìåòîäû.

Ïî ñóùåñòâó íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà 2 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî ïðîñòðàíñòâî Kn äî-

ïóñêàëî íåòðèâèàëüíîå ÊÊÃÎ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ýòîì

ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (A) èìåëà íåòðèâè-

àëüíîå ðåøåíèå

aij(x)(= aji(x), det ‖aij‖ 6= 0), λi(x)( 6= 0), ν(x),

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (17).

Èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà (A) èìå-

åò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîãî íàáîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé Êîøè

aij(x0) =
◦
aij , λi(x0) =

◦
λi, ν(x0) =

◦
ν,

ïîýòîìó ÷èñëî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ â îáùåì ðåøåíèè óðàâíåíèé

(A)ïðè óñëîâèè (17) îãðàíè÷åíî. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íåòðèâèàëüíûõ

ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ åå óñëîâèé èíòåãðèðóåìîñòè

è èõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðîäîëæåíèé, êîòîðûå áóäóò óæå àëãåáðàè÷åñêîé

ñèñòåìîé óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ñ êîýôôèöèåíòàìè

èç Kn. Ìû íå âûïèñûâàåì èõ ââèäó ãðîìîçäêîñòè.

4 ÊÊÃÎ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûõ ïðîñòðàíòñâ íà ñïåöèàëüíûå

ïðîñòðàíñòâà.

1◦. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî ïðîñòðàíñòâî Kn äîïóñêà-

åò íåòðèâèàëüíîå ÊÊÃÎ íà ïîëóñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Kn, òî åñòü

R
h

ijk|[lm] = 0. Íà îñíîâàíèè òîæäåñòâà Ðè÷÷è ýòî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì

−RαijkR
h

αlm +R
h

αjkR
α

ilm +R
h

iαkR
α

jlm +R
h

ijαR
α

klm = 0. (21)

Çàâèñèìîñòü ìåæäó êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ Ðèìàíà ïàðàáîëè÷åñêè êå-

ëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ, íàõîäÿùèõñÿ â ÊÊÃÎ, èìååò âèä [6]:

R
h

ijk = Rhijk + Fhk ϕi,j − Fhj ϕi,k + Fhi (ϕk,j − ϕj,k). (22)
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Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (21), çàòåì â ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèÿõ îïó-

ñòèì èíäåêñ h â Kn, ðåçóëüòàò ïðîñèììåòðèðóåì ïî èíäåêñàì i, h è ñâåðíåì

ñ gkl ïî èíäåêñàì h, l. Â èòîãå ïîëó÷èì:

ϕα,β(Fi[jR
β
m]hα + Fh[jR

β
m]iα) + ϕα,jR

α
(ih)m−

−ϕα,mRα(ih)j + Fj(hϕi),αR
α
m +Rj(iϕh),m = 0.

(23)

Ïîñëå ñèììåòðèðîâàíèÿ ýòèõ ðàâåíñòâ ïî èíäåêñàì m, j áóäåì èìåòü:

ϕi,(mRj)h + ϕh,(mRj)i − ϕiαR
α
(jFm)h − ϕhαRα(jFm)i = 0. (24)

Åñëè â (23) ïîäíÿòü èíäåêñ h ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðî-

ñòðàíñòâà Kn, à çàòåì ñâåðíóòü ñ Amj ïî èíäåêñàì i, j, òî âûÿñíèòñÿ, ÷òî

ϕiαR
α
h = −ϕhαRαi . Ïîýòîìó ïîñëå öèêëèðîâàíèÿ (23) ïî èíäåêñàì h,m, j

èìååì:

ϕ(h,m)Rji + ϕ(m,j)Rhi + ϕ(j,h)Rmi = 0.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè Rji 6= 0, òî îòñþäà ϕi,j = −ϕj,i. Òîãäà èç (24)

ñâåðòûâàíèåì ñ ghαAjα íàéäåì

mϕi,αR
α
i = Rϕi,m − νRim − µFim,

ãäå ν = ϕα,βA
β
α, µ = ϕα,βR

β
γA

γ
α. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì (24) ìîãóò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíû â âèäå

bimahj + bijahm + bhmaij + bhjaim = 0,

ãäå

aij = mϕij − νFij , bij = RFij +mRij .

Îòñþäà íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëèáî aij = 0, ëèáî bij = 0, òî åñòü â ïðî-

ñòðàíñòâå Kn âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç óñëîâèé:

a)ϕij =
ν

m
Fij , b)Rij =

R

m
Fij (25)

Â ñëó÷àå à) ìû ðàíåå íàçâàëè ïðîñòðàíòñâî ïî÷òè ýêâèäèñòàíòíûì. Â ñëó-

÷àå b) áóäåì íàçûâàòü Kn ïî÷òè ýéíøòåéíîâûì, à ïðè Rij = 0 - ïî÷òè

Ðè÷÷è-ïëîñêèì.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 3 Åñëè ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî ïðîñòðàíñòâî Kn äîïóñêàåò

íåòðèâèàëüíîå ÊÊÃÎ íà ïîëóñèììåòðè÷åñêîå Kn, òî Kn ÿâëÿåòñÿ ëèáî

ïî÷òè Ýéíøòåéíîâûì (â ÷àñòíîñòè, ïî÷òè Ðè÷÷è-ïëîñêèì), ëèáî ïî÷òè

ýêâèäèñòàíòíûì.
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2◦. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Kn - ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü äëÿ

åãî òåíçîðà Ðèìàíà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ âèäà R
h

ijk|l = 0.Òîãäà íà îñíîâà-

íèè (22) è (8)äëÿ òåíçîðà Ðèìàíà Kn èìååì:

Rhijk,l + Fhk ϕi,jl − Fhj ϕik,l + Fhi ϕ[k,j]l + Fhl ϕαR
α
ijk−

−ϕiRhljk − ϕjR
h
ilk

+ ϕkR
h
ilj

= 0.
(26)

Ïðèìåíÿÿ ê ýòèì ñîîòíîøåíèÿì ñòàíäàðòíûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè

è ïîäõîäÿùèå ñâåðòûâàíèÿ ñ Ahi , à òàêæå ó÷èòûâàÿ (4),(5),(11), íàõîäèì

îòòóäà

ϕi,jk = 0, Rh
ijk

= 0. (27)

Ïðîñòðàíñòâî Kn, óäîâëåòâîðÿþùåå Rh
ijk

= 0,áóäåì íàçûâàòü ïî÷òè

ïëîñêèì. Èç (22)ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïî÷òè ïëîñêîå ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî

ïðîñòðàíñòâî Kn äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíîå ÊÊÃÎ íà Kn, òî Kn òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïî÷òè ïëîñêèì.

Èç (26) ïðè óñëîâèÿõ (27) î÷åâèäíî, ÷òî Rhijk,l = 0, òî åñòü Kn òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4 Åñëè ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî ïðîñòðàíñòâî Kn äîïóñêàåò

íåòðèâèàëüíîå ÊÊÃÎ íà ñèììåòðè÷åñêîå Kn, òî Kn ñàìî ÿâëÿåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷åñêèì, è îáà îíè - ïî÷òè ïëîñêèå.

Ñëåäñòâèå 1 Ñèììåòðè÷åñêèå ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâû ïðîñòðàíñòâà,

îòëè÷íûå îò ïî÷òè ïëîñêèõ, íå äîïóñêàþò íåòðèâèàëüíûõ ÊÊÃÎ.

5 Ìåòðèêè ïî÷òè ýêâèäèñòàíòíûõ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûõ

ïðîñòðàíòñâ.

Âûøå ìû îòìå÷àëè, ÷òî ïî÷òè ýêâèäèñòàíòíûå ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâû

ïðîñòðàíñòâà äîïóñêàþò íåòðèâèàëüíûå ÊÊÃÎ. Ïîýòîìó íàñ èíòåðåñóþò

ìåòðèêè òàêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ââèäó (2) àôôèíîðíàÿ ñòðóêòóðà ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâà ïðîñòðàíñòâà

èíòåãðèðóåìà, ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè ìîæíî âûáðàòü òà-

êóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, íàçûâàåìóþ àäàïòèðîâàííîé (ê àôôèíîðó), â êî-

òîðîé àôôèíîð ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

(Fhi ) =

(
0 0

Em 0

)
,
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òî åñòü

F a+mb = δab , F a+mb+m = F ab = F ab+m = 0, (28)

a, b = 1, 2, . . . ,m = n
2 .

Â àäàïòèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ââèäó (1) ïðèîáðåòàåò ñïåöèôèêó

è ìàòðèöà ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

G =

(
G1 G2

−G2 0

)
,

ãäå G1 = G1
T , G2 = −G2

T ,òî åñòü

gab(x) = gba(x); gab+m(x) = −ga+mb(x); ga+mb+m(x) = 0.

Â [8] ïîñòðîåíû ìåòðèêè ýêâèäèñòàíòíûõ îñíîâíîãî òèïà ïàðàáîëè÷åñêè

êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ â ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ýêâèäèñòàíòíîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì â íåì

âåêòîðíîãî ïîëÿ ϕi 6= 0, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèÿì ϕi,j = ρgij . Çäåñü

ïî íåîáõîäèìîñòè ρ = const. Îñíîâíîìó òèïó ñîîòâåòñòâóåò ρ 6= 0.

Âûøå ìû íàçâàëè ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî ïðîñòðàíñòâî ïî÷òè ýêâèäè-

ñòàíòíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå ϕi 6= 0, óäîâëåòâîðÿþùåå

óðàâíåíèÿì ϕi,j = ρFij . Çäåñü òàêæå ïî íåîáõîäèìîñòè ρ = const.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè â ýêâèäèñòàíòíîì îñíîâíîãî òèïà Kn ϕi 6= 0,

òî îíî áóäåò è ïî÷òè ýêâèäèñòàíòíûì îñíîâíîãî òèïà, òàê êàê òîãäà ϕi,j =

ρFij . Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Òî åñòü êëàññ ïî÷òè ýêâèäèñòàíò-

íûõ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ ãîðàçäî øèðå êëàññà ýêâèäè-

ñòàíòíûõ.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â [8], ìû ïîëó÷èëè ìåòðèêè ïî÷òè

ýêâèäèñòàíòíûõ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ â ñïåöèàëüíîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò. Íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà 5 Â ëþáîì ïî÷òè ýêâèäèñòàíòíîì îñíîâíîãî òèïà ïàðàáîëè÷å-

ñêè êåëåðîâîì ïðîñòðàíñòâå Kn ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êî-

òîðîé ñòðóêòóðà àôôèíîðà Fhi èìååò âèä (28), à íåíóëåâûå êîìïîíåíòû

ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè:

g11 = 2B,

g1a = xb+m∂abB + 2Da,

g1a+m = ∂aB,

gab = ∂a+mb+mC + xc+m(∂acDb + ∂cbDa),
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ga+mb = ∂aDb − ∂bDa,

ãäå a, b, c = 2, 3, ...m, m = n
2 ; ôóíêöèè A,Da çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ

2, 3, ...m; ôóíêöèÿ C íå çàâèñèò îò x1 è x1+m.

Çàìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå det ‖gij‖ 6= 0 îáåñïå÷èâàåòñÿ âûáîðîì

ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé B,Da, C.
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