
#B! 515.2 +. �. @q�q��
���, 
(. <. +
������, �.�.�. 
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������ ����$» (!. +����������)   

 
6������ �&��# ���’������ 	���	 }�����)� – ���&� 

�������'������ �������� � 
�������	� &�����	�, &�����
��� ��� 
&��� ���#�������� &������.  

)������� �������
. # ��	��
� ��
��� � ������� ��E
���� 
����������� ����
�	�, ��
��	��� ��� ���(��������� � ���
� ��	�� 
�������� ����
�
� ��� �
� �������� [4]. " �����
������ ����(�������� 
���������
� ��
����'� ������� ���
�&�� �������
	�� ����
 '���� 
����
��
� ���������. /���� ��
� ��������� �����
�� ���� ��
����&�� 
��������. ����� ���
�* '� ����������� ������ ����
����� – �������, +� 
�
�E�
 � ������ �������%� ^�����, ����� ����
��� �&�� �����
�� � ��E��� 
�������!� ^����. <��� � ����
(� ���� ��������
 ��	���� ������� 
��������, �������
 � ����������� �
����� ������&�� ����	��� (�� ������) 
������ � ��
��	� �
������&����. ^��� ��(����
�
 ������ �����������, 
��������� � ���E
����� ���
(���
� ���� ����
�	��. 

" �
�. 1 ������� ����� ����
�����' 
�
����
, ����E���� � �
����� �����
�� Oxyz. 
^�� S (xS, yS, zS) – ��	� ������ �
������&����; 
T(x, y, z) – ��	� � ����
������ ��������;  �(xA, yA , 
zA) – ��	� � ��
��	� ����
���� �
������&����. 

����
����, +� ����� ����
�	 ���� 
��
��
 ��������� � �
����� z = z(x, y). B�� 
������� �
�����(������� ��������, ����� 
���������* ����(�� z(x, y), �
��	
�� ��
 ������
, 
+� ������
��&�� ����
���: ������ ������ �� 
������' 	��
�
 �������� ����
�	 

@
A
B

�

�

�
D
D

D
D

�
*

1,,
y
z

x
zn  � ��	(� �, ������, +� ��* � �������& ����
�	 

2 3SSS zzyyxxST ����
*

,, , � ������, ��
� � ������� * ����
����
� 

�������� ����
���� ������� 2 3AAA zzyyxxAT ����
*

,, . 
" ������ ���������� �
���� ��� ��	
������ ���
����� ����� � � $, 

������*�� E���� �
�����(����� �������� � 	��
��
� ������
� [1, 2] 
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 �
D D �
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 �

D D� 
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 �
D D� �
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 � 
 �

.             (1) 

��, �
���
�����&	
 ����	���� ���� , .z zp q
x y

D D
� �

D D , �*�� 

                   

� �

2 2 2

22 2

( ) ( )   ( , , , , )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0
( ) ( )

S S S

S S S

A A A

A A A

p x x q y y z zf x y z p q
x x y y z z

p x x q y y z z

x x y y z z

� 
 � 
 �
F �

� 
 � 
 �

� 
 � 
 �
� �

� 
 � 
 �

.                (2) 

)������� �������� ����
�	 ���� �
��	�
 E����� ����’����� 
�������� ����(�' z = z(x, y) �
�����(������� �������� (2) � ���
	��& �����& 

                       x = �(t);       y = T(t);        z = L(t).                                (3)  
^��� ��� ��������� ��
� (3) ���
�� �����
 �������� 

����
������ ��������.  
($�#� ���������
� ������. � ������ [5, 6] ���������� �
���� 

�
��	���� �������' �������� (� ���� ��	���
�
 ������
), �� � ��
���� 
� ���� ���������� ��
��. $��� ���������� ����� ��	
������ �����
�� 
��	�� � ����
������ �������� � ��	���
�
 �������� � ��
��	�� ��������. 
��
 (���� ���*����, +� �
����*���� ���� ����
��� B����-/������, � +� 
����� „�����
	�� �������” ����
�	 ���� ��
��
 ��������� z = z(x, y). 
B�� ������� �
�����(������� �������� � 	��
��
� ������
�, ����� � 
���������� ����(�� z(x, y), ���� �
���
���� ���������� �
���� ��� 
��	
������ ���
����� ����� ������ � ����
��� ������� (1).  

�
�� (1) �������� � ������ �
�����(������� �������� �������� 
����(�' z = z(x, y) ��� ��
�� �������� ����
�	. )���’�����
 ���	��� 
�
�����(����� �������� ��������� � ���
	��& �����&, +� * ������
	�
� 
��������� ���
	��' ����'. ^��� ��� ��������� ��
� ���
�� �����
 
�������� ��������. ��E�� ����
 ����
�����' �������� E����� ����’����� 
�
�����(������� �������� � 	��
��
� ������
� * ������& ��	�& [2]. ^��� 
������
� ���� ������� ������� ��� �
��	���� �����
�� ��	�� 
����
�����' �������� � ����
, +� ��	�
 ������ � ����� �������� ����E���� 
� ���
� ��
�
�. 

)������� �����#. )�����
�
 ������ ����’����� �
�����(�������  
�������� � 	��
��
�
 ������
�
 �
�� (2) ������� =���� – J���.  

(����� 	��
�. )��������� E���
 ����’����� �������� (2), ��� ��� 
���	����� ����	
�� ��  

                                                   0),,,,( �qpzyxf           (4) 
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 ����� =���� – J��� [3] �����* � �������� ��E��� �������� � 
	��
��
� ������
� ���E��� ������� 

                                                ,0),,,,,( �aqpzyxg           (5) 
�� � – ������� �������, ����� +� �
����� ������� (4) � (5) ���� ����’���
  
�������� p � q,  ���� � ����
, +�  �
�����(�� ���������
�  

                                               qdypdxdz 
� .           (6) 
<�����
� ��� � (���� �
���� �����* � ����, +�� ����
 �������� (5). 

��+� ���� �������, �� �
 ������ ����’���
 ���� �������� p � q ���� � (4), 
������
�
 (� �
��
 � (6) � ����� ������������
. <������
 ������
� ������� 
���� ����
�
 ��� �������� �������� a � b, �� ��� ���� ����
� ��������� �������� 
� 	��
��
� ������
� (4). ^��� +� �������� (4) � (5) �������, �� ���
�� 
�
������
�� ���� 

0
),(
),(

),(
),(

),(
),(

),(
),(

�
D
D



D
D



D
D



D
D

qz
gfq

pz
gfp

qy
gf

px
gf

, 

�� 

.0)()()( �
D
D


�
D
D


�
D
D




D
D



D
D

q
gqff

p
gpff

z
gqfpf

y
gf

x
gf zyzxqpqp  

^�
� 	
���, ��������� �������� �&�� �
����: 

         .
)()( zyzxqpqp qff

dq
pff

dp
qfpf

dz
f
dy

f
dx


�
�


�
�



��           (7) 

 ��+� �
 ������� ����
 ����’���� (7), +� ����
�� p �� q, �� '� 
�������, �� (�� ����’����  ���� ���� ����
 �� �
�����(����� �������� (5). 
��� ���� ���� ����
�
 �������� ��������. <���, ����’���&	
 �������� (4) � (5) 
�������� p � q, �
 ������� ������
�
 (� �
��
 � (6) � ������
 E���
� 
����’���� ������������. 

 
*������ 1. �
���
�����&	
 ����� =���� – J���, ����’���
 

�������� � 	��
��
� ������
� 
                                                 .)( 22 qzyqp �
                       (8) 

B�� �������� �* �
���� .0)(),,,,( 22 ��
F qzyqpqpzyxf  
$���	
 	��
��� �������, �*��: 

.,0,,2,2 22 qpffqfzqyfpyf yxzqp 
�������  
B�������� �������� =���� – J��� �&�� �
����: 

.
)(222 222 p

dq
pq
dp

qzqpy
dz

zqy
dy

py
dx

�
��

�

�

�
�  

| �������� ������� ���� 	����� �����* 

.aqp0qdqpdp
p

dq
q

dp 222 �
-�
-
�

�            (9) 
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| (8) � (9) �*�� .
2

z
yaq �  | �������� (9) �
��
�*, +� 

.222222 yaz
z
apqap ��-��   

<���, �������� qdypdxdz 
�  �*: 

2 2 2 2zdz a z a y dx a ydy� � 
 -
2 2 2

2 2 2

1 ( )
2

d z a yadx
z a y

�
� -

�
 

2 2 2 2 2 2 2( ) .ax z a y b z a y ax b- � � � - � � 
  
��������	
�E
 �������
, �*�� E���
� ����’���� � �
����� 

.)( 222 azybx �

  
 
*������ 2. )���’���
 ������� =���� – J��� �������� 

                                                     .pqxyz2 �                    (10) 

)������� ��
E��� � �
����� .0),,,,( 2 ��F zpqxyqpzyxf  
���
��� �
�����(�&���� �* 
                  ,,,2,, pqxfpqyfzfpxyfqxyf yxzqp ������  
� ��������� �������� =���� – J��� ��
��&�� �
���� 

                    .
)2()2(2 pxzq

dq
qyzp

dp
pqxy
dz

pxy
dy

qxy
dx

�
�

�
���              (11) 

$���	
 ����� �������� � �������&	
 ����
(� 	
�����
��� � ������
��� ������, 
+� ������� �� �
�, �*��: 

,
q

dq
d
dy

x
dx

p
dp

qypx
x

dx
y

dy

pxqy
q

dq
p

dp


�
-
�

�
�


�

�
 

�����
 

                                                       ,qyapx 2�                    (12) 
�� � – ������� �������. ^�� ����	���� �������
 	���� 2 ���������, 
�������
 � �������� (10) �
��
�*, +� px � qy ������ ���. 
 ��������&	
 (� ���������E���� � (10), ������*��: 

                                   ay
zqyqaz �-� 2222  �  .

x
azp �  

^�
� 	
���, ,1
y

dy
ax

adx
z

dz

�  ����, 

aa ybxz
1

lnln �  �� ,
1
aa ybxz �  

�� � * E���
� ����’�����. 
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*������ 3. )���’���
 ������� =���� – J���: 
                                                    .)( 2qyzp 
�                      (13) 

�����
E��� �������� � �
����� .0)(),,,,( 2 ��
F pqyzqpzyxf  
B�������� �������� =���� – J��� �&�� �
����: 

     .
)(4)(2)(2)(21 qyzq

dq
qyzp

dp
qyzqyp

dz
qyzy

dydx

�

�

�

�


�

�



�
�     (14) 

| �������� ������� � �'����� 	����� �*��: 

                                              .
2 2y

aq
q

dq
y

dy
�-

�
�              (15) 

��������&	
 (� � (13), ������*�� .
2

��
�

 
!!
"

#

�

y
azp  ^�
� 	
���, � �������� 

qdypdxdz 
�  �����*, +� 

2

22

ad z
ya adz z dx dy dx

y y az
y
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! �#  " �� 
 
 - � -! �

#  " �

! �

" �

 

1 .yx b x ba a yzz
y
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 �




 

�� * E���
� ����’����. 
 B��, ��� ������
 ����������, ���������� ��������, +� ������� �����
 p � 
q. "��� ��� �������� � 	��
��
� ������
� 0),( �qpf . ^��� ��������� 
�������� =���� – J��� �&�� �
����: 

.
)()( zyzxqpqp qff

dq
pff

dp
qfpf

dz
f
dy

f
dx


�
�


�
�



��  

<������
 0��� zyx fff , �
 �*�� bqapdqdp
��-� 


00 . <������
 

0),( �qpf , �� 0),( �baf , � � �������� �
���� b ���� �
��
�
 � �
����� 
)(ab �� . ^�
� 	
���, ).(
 aqap ���  B
�����(�� qdypdxdz 
�  

��
��* �
� ,)( dyaadxdz �
�  �������, ��������	
�E
 �������
, �*�� 
E���
� ����’���� .)( byaaxz 

� �  
 

*������ 4. )��������� �������� .pqqp �
  ^�� 
                                                 0��
F pqqpf            (16) 

����
�� �����
 p � q. 
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| ������� =���� – J��� �*�� ., bqap ��  ��������&	
 (� �
��
 

� (16), ������*�� .
1

0
�

�-��

a

ababba  ^�
� 	
���, qdypdxdz 
�  

��
���
�� �� E������ ����’���� by
a

aaxz 

�


�
1  �� .))(1( cayzaxa �
��  

��������� ����������� �����
 ��������� ���������� ������ 
=���� – J��� �� ����’����� �������� (2), ��
� �����* � ��E��� �������� 
�
����� (5). ��� E��� ����’���� ��(����
� �
E� ��� ����
	�� �� �����
� 
�
�����(����
� ������� � 	��
��
�
 ������
�
.  

$���E ����������
� ��� ����’����� �������� � 	��
��
� ������
� * 
����� ����� [3]. "��� ���� ��������    

                                                       .0),,,,( �qpzyxF             (17) 
$����� E���
 ����’���� � �������� �
����� 0),,( �zyxu , �� u – 

����(��, +� ����
�� �����
 ��� x, y, z. ^��� ,0�
D
D

D
D



D
D

x
z

z
u

x
u  ����, 

1
1 3

3

, , .u u up u u
u x z

D D
� � � �

D D  %�����	��, 2
2

3

, .u uq u
u y

D
� � �

D  ��������&	
 (� 

�
��
 ��� p � q � (17), ������*�� �������� �
��  
                                     ,0)u,u,u,z,y,x(f 321 �                    (18) 

� ����� ����� ����� u ��������.  
# ������ ����� ��������� +� �� �������� � 	��
��
� ������
�: 

                                         ,0)a,u,u,u,z,y,x(g 321 �                    (19) 
                                          ,0)b,u,u,u,z,y,x(h 321 �                    (20) 

�� a � b – �������� ��������, ��� +� �������� (18), (19) � (20) ���� ����’���
  
�������� u1, u2, u3 , � �
�����(�� 

                                                   dzudyudxudu 321 

�                     (21) 
���������
�. 
 )������� (18), (19) � (20) ���
��� ���
 ������ �������. ^�
� 	
���, 
���
��� �
������
�� 

� 	 � 	 � 	 ,0f,h,0h,g,0g,f ���  
�� ��
����� ����	���� 

� 	
)u,z(
)g,f(

)u,y(
)g,f(

)u,x(
)g,f(g,f

321 D
D



D
D



D
D

� . 

#��� � 	 0, �gf  ���������� ������� (18) � (19) �����
�*���� � �
����� 

             .0
321

321
�

D
D

�
D
D

�
D
D

�
D
D



D
D



D
D

u
gf

u
gf

u
gf

z
gf

y
gf

x
gf zyxuuu         (22) 

 �� ������� �������� � 	��
��
� ������
� ���E��� �������. <���, ���� 
����’���� ��*���� ��������
�
 ���������
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                                   .321

321 zyxuuu f
du

f
du

f
du

f
dz

f
dy

f
dx

�
�

�
�

�
���           (23) 

$���-��� �� ����’���
 ������� (23), +� ������� u1, u2 �� u3, ������ 
����
�
 �� �������� (19) � (20) ��
 �
������ ���� ����������. )���’����� 
�������� (18), (19) � (20) �������� u1, u2 � u3 � ������
�� (� �
��
 � (21). 
?���������� (���� �
�����(�� ���� E���� ��E���� [3]. 

*������ 5. �
���
�����&	
 ����� �����, ����’���
  �������� 
                                                         .22 zyqxp �
            (24) 

�������� 
3

1

u
up ��  � 

3

2

u
uq �� . )������� (24) ��
��* �
����: 

                                               .02
3

2
2

2
1 ��
 zuyuxu            (25) 

<���, �*�� ��� ��������� �������� �����: 

.
222 2

3

3
2
2

2
2
1

1

321 u
du

u
du

u
du

zu
dz

yu
dy

xu
dx

�
�

�
�

�
�

�
��  

| �������� ���E��� � 	��������� 	����� �*��: axu �2
1 , �����	�� byu �2

2 , 

�������, � ������ � (25), ������*��: x
au �1 , y

bu �2  � z
bau 


�3 . 

/��������E���� dzudyudxudu 321 

�  ��
��* �
����: 

,dz
z

bady
y
bdx

x
adu 




�  

������� �*�� E���
� ����’���� 
                                      .)(222 czbabyaxu 



�                         (26) 

)��������
� ����� ����� �������* ������
 ����
	�
� ����’���� 
�
�����(������� �������� � 	��
��
� ������
� �
E� � �
����, ���
 
����
�� �����
 ��������� ��������.  

%�� ��� �������� �
�� (2) ��� �������� ��
���� ���� ��������
� 
�
����, � �
��	
�
 '� ����’���
 � ��������� ����
	���� �
����� ������. 
^��� ��� ����+���� ����
	�
� ����������� ��������� �
���
�������
 
�����
	���� ���(���� �aple [5, 6]. 

�
������. " ����� ���� ���������� � �������
+� �����
	���� 
���(���� �aple � ��������& ������� PDEplot ���� ��������
 �
E� 
��	�� ��������� ����
�����' ��������, �� ��
�*���� � ���� ���
	�� 
��
��,  ��� �
��	���� �����
�� '' ��	�� ��������� �����
 �������� 
�������.  

^��� � �����E��� ��	� �������*���� ����
�
 �� ����’����� �
����
 
��
	��
� �
�����(����
� �������. 
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7.�.q��������, *.}.7���#��+�� 
 

��
����� ������ ��E��
� ������� =���� - J��
 
�
������(
������ ������
� � 	���3�
 ���
�����3�
, �������	������ 
��� ��
��
� ���������3� ������������.  
 
 

THE SOLUTION OF THE EQUATION WITH QUOTIENTS 
DERIVATIVES THE LAGRANGE-SHARPIE METHOD 

S. Tutunnikov, O. Sitabdieva 
 

The decision method by Lagrange-Sharpie method of a differential equation 
with the private derivatives, intended for the description of reflective surfaces is 
given. 
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