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Вступ 

Значний інтерес при вирішенні прикладних завдань, пов'язаних з аналізом випадкових 

процесів, викликають методи та математичні моделі, що надають можливість дослідити  

статистичні характеристики складених, а також нестаціонарних випадкових процесів, що 

описують широкий клас фізичних явищ [1 – 3]. 

Актуальним є завдання виділення довготривалих корельованих складових акустичного 

сигналу безпілотного літального апарату (БПЛА), що формують спектральні піки в низько-

частотної області спектра [4 – 6]. Виділення спектру сигналу БПЛА в області низьких частот 

з використанням адекватних математичних моделей дозволяє ефективно виділяти і розпізна-

вати БПЛА на фоні завад, що формуються іншими джерелами звуку [7 – 9]. Використання 

моделі авторегресії дозволяє також оцінювати параметри та виділяти сигнали [10, 11] на фоні 

завад, розпізнавати людей за їх голосами [12]. Актуальною є, зокрема, проблема оцінки  

довготривалої зміни клімату Землі під дією антропогенних факторів, яка цікавить фахівців 

багатьох галузей науки [1]. 

Досить складними для аналізу є нестаціонарні випадкові процеси з трендом та сезонною 

складовою. Оскільки процеси в статистичній радіотехніці часто представляють у вигляді  

вектора, координатами якого є його відліки, цей вектор корисно представити як послідов-

ність підвекторів меншої довжини, ніж сам вектор. Наприклад, для тимчасових рядів із  

середньомісячних температур із сезонною складовою, довжина підвектора становитиме  

12 відліків. 

Реальні та імітаційні нестаціонарні випадкові процеси, що розглядаються в роботі, з  

трендом і сезонною складовою представляються моделлю складеного векторного випадково-

го процесу (СВВП) [13]. При цьому довжина підвектора дорівнює періоду сезонної складо-

вої. Фактично у такому поданні відліки часового ряду замінюються їх сукупністю, тобто під-

векторами. Аналізуються статистичні зв'язки для підвекторів, а не як завжди, для відліків 

процесу. Якщо довжина підвектора дорівнює одиниці, всі операції у поданні СВВП еквіва-

лентні звичайним операціям для часових рядів [13, 14]. 

Метою дослідження є удосконалення методу та моделі для оцінювання статистичних  

характеристик складених та нестаціонарних випадкових процесів, у тому числі різних скла-

дових часових рядів параметрів атмосфери. Отримані результати можуть бути використані 

для аналізу середньострокових і довгострокових змін атмосферних умов, уточнення резуль-

татів, отриманих традиційними методами математичної статистики, а також в інших галузях 

людської діяльності. 

Основні властивості випадкового процесу в СВВП поданні 

Під корельованим СВВП будемо розуміти процес ][tx n
, у якому існують статистичні 

зв'язки між підвекторами ix


. Уявимо процес ][tx n
 у вигляді послідовності nNm /    

підвекторів 

},...,,{][ /21 nN

n xxxtx


 . 
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Кожен підвектор визначається n  координатами вектора ][tx n
: 

]}[],...,2[],1[{1 nxxxx 


, ]}2[],...,2[],1[{2 nxnxnxx 


,… 

…, ]}[],...,1)1[({ inхnіхxi 


,…, ]}[],...,1[{/ NxnNxx nN 


, 

де i  – номер підвектора, N  – номер останнього відліку вектора. Якщо кількість відліків  
вектору некратна довжині підвектора n , то береться ціла частина цього числа, тобто  

nN / ~  nN / . При такому поданні можна повніше досліджувати закономірності зміни  

векторів. 
СВВП подання зручно записати в матричному вигляді, в якому рядками матриці є коор-

динати підвекторів завдовжки n  
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Таким чином, процес представляється послідовністю підвекторів меншої довжини n . 

Середні значення СВВП ][tx n
, що складаються з підвекторів довжиною n , визначають-

ся виразом 





m

i

i

n x
m

x
1
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,                                                                   (1а) 

де середні значення підвекторів дорівнюють 





n

v

i vіnх
n

x
1

][
1

.                                                          (1б) 

Формули (1) дають можливість визначити середні вектори та підвектори. Тоді середнє 
значення вектора часового ряду має координати, що дорівнюють середнім значенням відпо-
відних підвекторів процесу. Наприклад, середнє від часового ряду, що складається із серед-
ніх значень підвекторів, можна інтерпретувати як послідовність 

,],,...,[][ 21

T

m

n xxxtx


                                                       (2)  

де середнє ix


  визначається (1б). 

Очевидно, центрування СВВП полягає у відніманні з кожного підвектора середнього  

часового ряду 

,],...,,[][ 21

T

m

n xxxtx


  

тобто 

.]][...],[,][[][ 21

Tn

m

nnn

c txxtxxtxxtx


  

Далі вважатимемо, що аналізована вибірка центрована. 

Слабкий тренд температур на фоні сильних сезонних коливань можна виявити, усеред-

нюючи процес у СВВП поданні. Знайдемо тренд процесу, представленого на рис. 1, шляхом 

усереднення. Для цього вихідний часовий ряд середньомісячних температур представимо у 

вигляді ряду середньорічних даних 

,][,...,][,][][ 21 txtxtxtx m

n                                                       (3а)   

де 

],[
1

][
1

tx
n

tx
n

k

ki 


  .12n                                                      (3б) 

У (3а) та (3б) час визначено як рік вимірювань температур.  
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Для отримання трендів додатково згладимо середньорічні значення даних (3а) низькоча-

стотним ковзним фільтром. Щоб накласти на тренд вихідні дані, тобто щоб довжина вихід-

них даних та даних, отриманих усередненням, збігалася, продовжимо кожне значення тренду 

на 12 відліків, рівних відповідному відліку тренду. Тоді отримаємо часові ряди трендів, рівні 

за тривалістю початковій довжині даних. Отриманий таким способом тренд та вихідні дані 

представлені на рис. 1. Зауважимо, що процедура використовуваного ковзного усереднення, 

коли при усередненні враховуються 2/l  попередніх значень часового ряду та 2/l  наступ-

них, не дає змоги отримати на початку часового ряду та наприкінці усереднення з тією ж  

точністю, як і всередині часового ряду. 

 
Рис. 1. Дані середньомісячних температур та оцінка їх довготривалого тренду 

Нестаціонарний процес із трендом, показаний на рис. 1, являє собою дані про середньо-

місячні температури. Повна довжина ряду становить 3108 значень, отриманих обсерваторією 

за 259 років – з 1752 по 2010 рік. Дані містять слабкий тренд, яскраво виражені сезонні  

коливання температур з періодом 12 місяців та стаціонарний процес. 

Аналіз тренду на рис. 1 показує, що з 1752 по 1803 рік температура падала з 4,05 до 

3,45°C. Спад температури склав 0,6°C. Після 1804 року спостерігалося зростання температу-

ри з 3,45 до 5,96°C у 2010 році. Приріст температури за цей термін становив 2,51°C. 

Модель лінійного передбачення нестаціонарних процесів  

        із сезонною складовою та трендом 

Зупинимося на принципах побудови моделі авторегресії проінтегрованого ковзного  

середнього (АРПКС) [14]. Нехай нестаціонарний процес ][tx  містить тренд, сезонну складо-

ву та стаціонарний процес, який описуватимемо у загальному випадку моделлю авторегресії 

– ковзного середнього (АРКС). У найпростішому випадку тренд і сезонну складову можна 

врахувати за допомогою операторів зсуву. Мультиплікативний процес ][t  без сезонної 

складової та тренду можна записати у вигляді [15] 

         .11][ 1

1 txzztxtt sd

s

dd                                     (4) 

Для виключення сезонної складової з процесу ][tx  застосовується оператор взяття різ-

ниці s

s z  1 , де sz  – оператор зсуву, дія якого визначається виразом ][][ stxtxz s 
,  

а s  – дорівнює періоду сезонної складової. Тоді процес без сезонної складової, але з трендом 

і стаціонарною складовою, записується у вигляді 

       .11 txztxt s

s

  

Для виключення сезонної складової з процесу ][tx  застосовується оператор взяття різ-

ниці s

s z  1 , де sz  – оператор зсуву, дія якого визначається виразом ][][ stxtxz s 
, а 
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s  – дорівнює періоду сезонної складової. Тоді процес без сезонної складової, але з трендом і 

стаціонарною складовою, записується у вигляді  

       .11 txztxt s

s


 

Щоб виключити також тренд з часового ряду ][1 t , необхідно вплинути на нього опера-

тором dd z )1( 1 , тобто 

     .1 1

1 tzt
d
                                                          (5) 

Для лінійного тренду вважають 1d , а для квадратичного тренду необхідно брати 

2d  і т. д. Для лінійного тренду, з (5) отримуємо першу дискретну похідну процесу 

       11  txtxtxt . Для квадратичного тренду використовується друга дискретна  

похідна процесу               .)212()1(2

1  txtxtxtxtxtxt  

Видалення сезонної складової та тренду операторами зсуву дозволяє врахувати ці скла-

дові і потім відновити. 

У більш загальної мультиплікативної моделі АРПКС нестаціонарного часового ряду з 

трендом і сезонної складової, наприклад, що складається з даних усередині місяця, врахову-

ються кореляції спостережень у послідовні місяці цього року. Модель також визначає коре-

ляції спостережень місяця у послідовні роки. Модель АРПКС такого процесу описується  

загальною мультиплікативною моделлю виду [16] 

  ],[)()()()( 11 tazzQtxzz s

q

D

s

ds

P

                                   (6)  

де оператори зсуву авторегресії (АР) і ковзного середнього (КС) дорівнюють: 

DsD

s z )1(  , ,][1)(
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][1)(
i

iss ziz . 

Для моделі АР, з рівняння (6) випливає 

][][][][
1

taitxitx
p

i




.                                                    (7) 

Зауважимо, що оператори, які усувають сезонні коливання (6), діють не тільки на ці 

складові процесу, але і на інші складові нестаціонарного процесу. Видалення сезонної скла-

дової оператором DsD

s z )1(   спотворює тренд і навіть його видаляє. Цей оператор слабко 

впливає на стаціонарну складову процесу АРПКС. Видалення тренду оператором 

 dd z 11   впливає на властивості сезонної складової та на стаціонарну складову процесу. 

Модель авторегресії нестаціонарного процесу у СВВП поданні 

Застосування СВВП подання сезонної складової враховує статистичні зв'язки підвекто-

рів. При використанні СВВП уявлення, довжина підвектора дорівнює періоду сезонної скла-

дової. Модель АРПКС у СВВП поданні описується виразом
 

  ],[)()( 11 tazQtxz nnnD

s

dn   
                                                

(8)  

де оператори АР та КС набувають вигляду 

,][1)(
1

1 i
p

i

nn ziz 
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i

inn ziQzQ
1

1 ][1)( . 

У СВВП поданні модель АРПКС може бути записана і в більш складній формі, аналогі-

чній (6): 
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Зупинимося докладніше на процесі АР в СВВП представленні. Його можна отримати з 

(8), якщо покласти, що оператори, які усувають тренд і сезонність, рівні 1, а коефіцієнти КС 

рівні 0. Нижче розглядаються властивості СВВП на імітаційних процесах із заданими статис-

тичними характеристиками. В якості статистичних характеристик використовується частота 

піку і його ширина смуги параметричної спектральної щільності потужності. Такі процеси 

можна отримати методом формуючого фільтра за параметрами АР моделей лінійного перед-

бачення [13,17], використовуючи зв'язок коефіцієнтів АР, частот піків та їх ширин смуги.  

Різницеве рівняння АР СВВП має вигляд 

][][][][
1

taitxitx nn
p

i

nn 




.                                              (9) 

Умова оптимальності моделі АР СВВП полягає у статистичній незалежності підвекторів 

][ta n . Для моделі АР СВВП помилки ][ta n  мають бути некорельованими, тобто 

,0]}[][{  itataE nn 
 при 0i .  

Роботу формуючого фільтра, що генерує процес АР у СВВП поданні, можна описати  

рівнянням (9). Затримки мають довжину n  відліків. Згенерований процес АР СВВП склада-

ється з корельованих підвекторів, сформованих фільтром. У якості породжувального процесу 

використовуються підвектори типу білого шуму ][ta n  довжиною n . Природно, що процеси 

АР та АР у СВВП уявленні не збігаються. При 1n  модель АР СВВП вироджується у  

звичайну модель АР випадкового процесу. 

Для центрованого часового ряду формула оцінки кореляційної функції у СВВП поданні 

має вигляд 

,])[][(
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                           (10) 

де k  зсув часу кореляційної функції, m  кількість підвекторів завдовжки n
 
у часовому 

ряді, змінний індекс l  приймає значення .,...,1 nl   Скалярний добуток підвекторів 
n

ix
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чається виразом 
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Щоб отримати рівняння для розрахунку коефіцієнтів підвекторів АР процесу, помножи-

мо (9) на ][ ktx 


 та усереднимо. Після нескладних змін знайдемо рівняння типу Юла –  

Уокера для розрахунку параметрів моделі АР СВВП: 





p

i

nnn kiRikR
1

][][][ ,   pk ,...2,1 .                                       (11) 

При 0k  отримаємо вираз, що пов'язує дисперсію підвекторів процесу, векторів проце-

су та векторів помилки передбачення 





p

i

n

a

nnn DiRiR
1

][][]0[ . 

Параметричні спектри СВВП процесів описуються параметрами АР їх моделей. З огляду 

на збіги форм (9) і (10), всі властивості моделі АР випадкових процесів справедливі й у  

моделі АР СВВП. Так, вираз для параметричної оцінки спектральної щільності потужності 

(СЩП) за моделлю АР у СВВП поданні має вигляд 
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Параметричну СЩП процесу в СВВП поданні, розраховану за (12) при 12n , показано 

на графіку 1 (рис. 2). На графіку СЩП видно характер зміни підвекторів (середньомісячних 

температур) з часом. З аналізу графіка випливає, що сезонна складова часового ряду темпе-

ратур має довгостроковий тренд. Цей висновок можна зробити з графіка СЩП, який має 

найвищий максимум на нульовій частоті. 

Графік 2 на рис. 2, що є класичним варіантом параметричної СЩП часового ряду, має 

суттєві відмінності від графіка 1 на рис. 2. Параметрична СЩП процесу, розрахована згідно з 

(12) при 1n , має гострий пік на частоті, що відповідає періоду 12 (рис. 2). 

 
Рис. 2. Спектри АР(8) середньомісячних температур: 1 – параметрична СЩП за моделлю АР(8)  

у СВВП поданні, 2 – СЩП за моделлю АР(8) середньомісячних температур 

Моделювання випадкового процесу АР у СВВП поданні 

Промоделюємо імітаційний процес у СВВП поданні з трендом, у якого зміна підвекторів 
у часі описуються вузькосмуговим процесом другого порядку. СВВП АР процес утворював-
ся підвекторами білого шуму, які подавалися на фільтр, що формує АР, з лініями затримки, 
рівними довжині підвектора. Параметри формуючого АР фільтра становили: центральна  
частота – 100, ширина смуги – 5, частота дискретизації 500. Коефіцієнти АР(2) для цих пара-
метрів спектра дорівнювали: 5989,0]1[  , 9391,0]2[  . Потім генерувався корельова-

ний випадковий СВВП процес з довжиною підвектора 12 відліків. Зміна підвекторів у СВВП 
поданні моделювала зміну сезонної складової з періодом 12 у часі. На рис. 3 показаний цей 
процес довжиною 1608 відліків з трендом, що лінійно змінюється від 0 до 4, у якого сезонна 
складова описувалася СВВП моделлю із зазначеними частотними параметрами СЩП. Тренд 
адитивно поєднувався з АР(2) процесом у СВВП поданні.  

 
Рис. 3. Модель випадкового СВВП процесу АР(2) з адитивним довготривалим трендом 
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Помітний на рис. 4 тренд процесу оцінювався за описаним вище алгоритмом за допомо-

гою формул (1) і (3). Згладжування проводилося ковзним фільтром з періодом згладжування 

20. Порівняння істинного тренду та оцінного (рис. 4) показує їх хороший збіг. 

 

Рис. 4. Точність оцінки тренду: 1 – теоретичний тренд, 2 – оцінка тренда 

Після видалення процесу тренду шляхом віднімання з процесу його оцінки, за 

параметричною СЩП оцінювався спектр зміни підвекторів у часі. Для цього за вибіркою 

оцінювали значення кореляційної функції (10) і підставлялися в систему рівнянь Юла – 

Уокера (11). При вирішенні цієї системи рівнянь знаходилися коефіцієнти АР(2). На рис. 5 

представлена параметрична оцінка СЩП, знайдена за (12), з використанням моделі СВВП  

з довжиною підвектора 12. Теоретичне значення СЩП знаходилося за формулою (11), при 
1n , безпосередньо за коефіцієнтами АР(2), що задаються. Порівняння оцінки СЩП з 

теоретичним значенням СЩП моделі показує, що вони добре збігаються. 

Рис. 5. Параметричні спектри за моделями АР(2): 1 – теоретична СЩП,  

2 – оцінка СЩП сезонної складової моделі в СВВП поданні 

Зауважимо, що оцінка СЩП без урахування моделі СВВП знайдена за (10), (11) та (12) 

при довжині підвектора 1n , схожа на спектр білого шуму (рис. 6). Однак значення функції 

автокореляції можуть бути ненульовими при більших зсувах часу, ніж ті, які використовува-

лися для оцінки. В даному випадку зсув часу дорівнює 8, так як з метою оцінки параметрич-

ної СЩП застосовувалася модель АР(8). Параметрична оцінка СЩП білого шуму квазі-

рівномірна у всій області частот. Цьому відповідають коефіцієнти АР, близькі до нуля.  

Модель АР(8) використовуваної вибірки білого шуму має коефіцієнти АР: ;019,0]1[   

;002,0]2[   012,0]3[  ; ;010,0]4[  030,0]5[  ; 006,0]6[  ; 008,0]7[  ;  
040,0]8[  . Таким чином, процес з властивостями білого шуму у СВВП поданні може 

мати ненульову кореляцію і вузькосмугову СЩП.  
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Рис. 6. Параметрична оцінка СЩП за моделлю АР(8) 

Більш складна закономірність зміни сезонної складової нестаціонарного процесу в 

СВВП поданні моделювалася в наступному прикладі. Нестаціонарний процес включав ліній-

ний тренд, що змінювався від 0 до 2. Підвектор був довжиною також 12 відліків. Зміна під-

векторів описувалося моделлю АР(4) з частотами піків 50 і 120 і відповідними ширинами 

смуг 5 і 15. Вибір адитивної суміші тренду і АР процесу, представлена на рис. 7. 

 

 

Рис. 7. Модель адитивного випадкового СВВП процесу АР(4) із довготривалим трендом 

Тренд процесу, представлений на рис. 8, оцінювався описаним вище способом за допо-

могою формул (1) і (3). Згладжування проводилося ковзним фільтром з періодом згладжу-

вання 40. Порівняння істинного тренду та оцінного (рис. 8) показує їх хороший збіг. 

 

Рис. 8. Точність оцінки тренду: 1 – теоретичний тренд, 2 – оцінка тренда 

Після видалення із суміші оцінки тренду за СЩП оцінювалася зміна підвекторів у часі. 

На рис. 9 представлена двомодова параметрична АР(4) СВВП оцінка СЩП, знайдена по (10). 

Порівняння оцінки СЩП із її теоретичним значенням показує, що вони добре збігаються.  
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Рис. 9. Параметричні спектри за моделями АР(4):  

1 – теоретична СЩП, 2 – оцінка СЩП сезонної складової моделі у СВВП поданні 

Оцінка СЩП, знайдена за моделями АР з використанням (10), (11) та (12), при довжині 

підвектора не виявляє кореляції для зсувів часу 8 і схожа на спектр білого шуму (рис. 10).  

Зазначимо, що параметрична оцінка СЩП білого шуму приблизно рівномірна для всіх час-

тот. Цьому відповідають коефіцієнти АР(8), близькі до нуля: ;040,0]1[   ;048,0]2[   

;045,0]3[  ;194,0]4[   ;067,0]5[  ;031,0]6[   ;037,0]7[   055,0]8[  .  

Таким чином, процес із властивостями білого шуму, у СВВП поданні, може мати ненульову 

кореляцію. 

 
Рис. 10. Параметрична оцінка СЩП за моделлю АР(8) 

Висновки 

Показано деякі аспекти використання моделі СВВП для аналізу та моделювання неста-

ціонарних даних, що містять трендову та сезонну складові. Використання моделі СВВП  

дозволяє аналізувати також вид нестаціонарності, що враховує довготривалу зміну сезонної 

складової. Показано, що в рамках моделі СВВП шляхом знаходження середніх значень за 

період сезонної складової можна виділити тренд. При виділенні тренду слід використовувати 

усереднені сезонні дані за період, що дорівнює довжині підвектора. Подальше згладжування 

випадкової трендової складової здійснюється ковзним усередненням за допомогою низько-

частотного фільтра. 

Досліджувалися також оцінки зміни сезонної складової процесу за допомогою моделі 

АР з використанням СВВП уявлення. Достовірність оцінювання сезонної складової визнача-

лася за СПМ АР моделі в СВВП поданні, у якої довжина підвекторів. Показано, що застосу-

вання моделі СВВП дозволяє знаходити закономірності процесів з властивостями білого 

шуму (у роботі використовувався зсув кореляційної функції, якій дорівнює 8). 
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