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Podstawowe pojecia i wlasnosci

Rozwazmy gtadka powierzchnic S* zanurzona w
przestrzen Euklidesowa E* = (R%< ... >) i plaszczyzne
rzutowania a, stycznej do tej powierzchni. Na
powierzchni S* € 3 sq zadane punkty "tyczenia" oraz jej
rzutowania na ptaszczyzng a; t.j. sa zadane punkty (X, Vi)
€ a, i =1, N, oraz wartosci funkcji ksztattu f : ¢ —» R'w
tych punktach, fi :=f (x;, y;) €R, 1, N.

Podstawowy problem, to - jak skonstruowad przyblizenie
dla funkcji ksztaftu f : @ — R, ktdre by w najlepszy sposob
uwzglednialo szczegély ksztaftu powierzchni S°cE® i byloby
efektywnym przy obliczeniach praktycznych.

Poniewaz powierzchnia S? jest w ogdlnym przypadku
dos$¢ nieregularna, to najprostsza metoda interpolacyjna
Lagrange’a w tym przypadku jest nieskuteczna.

Lepszym rozwiazaniem jest interpolacyjny wzdér Gaussa:

SN MG = 20?4 (7 — 3]
fe =Sy T i<t v o —yorr P

gdzie (X, y) € a. To znaczy, ze wartos¢ funkcji w dowolnym
punkcie (X, y) € a jest wartoscia srednia od wartosci funkcji w
punktach "tyczenia", przy czym - waga, z ktora kazdy punkt
pomiaréw wchodzi w sume (1.1), jest odwrotnie propor-
cjonalna kwadratu odlegtosci do tego punktu na ptaszczyznie
a. Wz0r (1.1) posiada taka graniczna wiasnosc:

lim(xy)—»(xi,yi) f(x, ) =f(x,y0) (1.2)

dla wszystkich punktow (x;, i) € a; i = 1, N. Interpolacja
Gaussa (1.1) jest, oczywiscie, klasy C”; tj. gtadka, a jej
wartosci spehniaja takie wazne nieréwnosci:

mini:ﬁﬁ < Sup(x,y)eaf(x: }’) < maxi:ﬁﬁ (13)
oraz

SUP(xy)ea |Af| < maXi=W|Aﬁ|' (1-4)

co jest skutkiem liniowosci odwzorowania (1.1). Tym nie
mniej, interpolacja (1.1) posiada niedobra ceche, z¢ w
kazdym punkcie "tyczenia" pochodne of(x;, yi)/ox = 0 =
= of(x;, y»)/oy, i = 1, N. To znaczy, ze punkty "tyczenia"
sa lokalne ekstrema funkcji f: ¢ — R, i ich wptyw w
tych punktach jest wazny w obszarze o szerokosci 1/N.

W tym przypadku funkcja f : @ — R przypomina
powierzchnie o ksztalcie jeza. Oprdcz tego, ztozonozé
obliczeniowa jest kwadratowo zalezna od objegtosci
danych. A takze, bez dodatkowych zatozen na faktyczna
funkcje f : @ — R wyrazenie Gaussa (1.1) nie posiada
rozsadnej granicy gdy N — oo. Przy tym trzeba zauwazy¢,
ze wazna wiasnoscia dobrej metody interpolacyjnej jest
tak zwana "lokalnosc¢”, to znaczy, ze gdyby my uzupetnity
nasze pomiary dodatkowym punktem "tyczenia” (Xn+1 ,
yn+1) € a; to wynik interpolacyjny bedzie mato odrozniaé

sie od poprzedniego poza nowym punktem. Oprocz tego,
poniewaz metoda Gaussa jest liniowa, ona praktycznie
zupetnie nie uwzglednia taka wiasnos¢ powierzchni
S’°cE jak jej krzywizna.

Zeby uwzgledni¢ fakt krzywizny potrzebne sa inne
metody aproksymacji powierzchni, ktore by uwzgledniaty
krzywizng w sposob jawny. Jak jest dobrze wiadomo
jeszcze z czasow Euler’a, ktory pierwszy badal takie
zagadnienie i wymyslit tak zwane "splajny szescienne” dla
modelowania krzywizny zgictej belki czy preta. Niestety, ta
metoda, dzisiaj dobrze rozwinicta, jest mato uzyteczna,
poniewaz powstaje powazny problem lokalnej zgodnosci
splajn-aproksymacji dla réznych sasiadujacych obszaréw
na ptaszczyznie, ktory jest problemem zgodnosci juz nie na
zbiorach punktéw, a na liniach brzegowych tych obszaréw.

Dla ulzenia trudnosci tej metody czesto stosuja metode
"wygtadzania" splajn-interpolacji za pomoca minimizacji
takiego funcjonatu:

W () = S [Py = £) + 20, (Fa+ 3 +

+ 2f3)dxdy|, (1.5)
gdzie 0 < A << 1 i calka we wzorze (1.5) jest interpre-
towana jako energia "deformacji" powierzchni S*’cE°.

Jak pokazuja obliczenia praktyczne, splajn-metoda (1.5)
zachowuije sie dobrze tylko dla wystarczajaco jednorodnych
powierzchni. Przy tym ztozonos¢ oblizceniowa staje sie
czwartego stopnia, - a to znaczy, ze gdy zmniejszacie krok
siatki na ptaszczyznie a dwukrotnie, ilos¢ obliczen wzrasta w
szesnascie raz! Oprdcz tego, rozwiazanie jest bardzo nie
stabilne. Naprzyklad, przy siatce 100 x 100 algorytm jest juz
nie uzyteczny.

Inna geodezyjnie praktyczng metodg jest podejscie
Snellius’a od 1615 roku, ktdry po raz pierwszy w Holandii
przy ukladaniu kanatdw zastosowat “triangulacje" - to
znaczy konstruowanie trojkatnych siatek na ptaszczyznie a i
wyprowadzenie odpowiedniej funkcji interpolacyjnej.

Sa rézne podejscia do triangulacji ptaszczyzny na
podstawie pomiarowych punktow "tyczenia". Najbardziej
efektywna metoda triangulacji ptaszczyzny a jest metoda
Delaunay’a za pomoca, tak zwanych, obszaréw
Woronogo, ktory byt na poczatku zesztego wieku
profesorem matematyki na Uniwersytecie Warszawskim.

Dla konstruowania obszaréw Woronogo potrzebujemy
wprowadzi¢ taka definicje.

Definicja 1. Niech punkt (x; , yi) € @, i =1, N; wtedy
obszar V; c a bedziemy nazywa¢ obszarem Woronogo,
gdy on jest przecieciem wszystkich pé#-pfaszczyzn,
zawierajqcych ten punkt, i ograniczonych srednicowymi
normalami do odcinkéw, {gczgcych ten punkt ze
wszystkimi innymi punktami "tyczenia".
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Jest oczywistym, ze kazdy obszar Woronogo bedzie
tzw. poligonem, t.j. wielokatem wypuktym. Wtedy mozna
zdefiniowa¢ nowy wierzchotek w(A,B,C) € a, ktory jest
przecienciem srednicowych normali odcinkéw AB i BC c «,
(N.B. Punkty A,B,C « - to sa punkty "tyczenia") to on
bedzie tez naleza¢ srednicowej normali do odcinka AC c a.
Poniewaz punkt w(A,B,C) € VaNVeNVc, to mozna lekko
zauwazy¢, ze obszary Woronogo tworza krate na o , w
kazdym wierzchotku ktérej sa doktadnie trzy krawedzi i
trzy odpowiednie obszary Woronogo.

Wiedy, gdy potaczy¢ pomigdzy soba punkty obszary
Woronogo, ktore sasiaduja ze soba, to otrzymamy wiasnie
triangulacje Delaunay’a, a wierzchotki obszaréw Woronogo
beda centrami opisanych okregdw dla otrzymanych trojkatow.

Rys. 1. Obszary Woronogo oraz punkty triangulacji Delaunay’a

Triangulacja Delaunay’a posiada bardzo ciekawa i
korzystna witasnos¢: Dowolna triangulacja pfaszczyzny a
bedzie triangulacjq Delaunay’a, gdy wewngtrz kazdego
okregu, opisanego dookofa tréjkgta, nie znajduje sie
wiecej zadnych wierzcholkéw tej triangulacji.

Ten warunek jest koniecznym i wystarczajacym dla
triangulacji Delaunay’a.

Rys. 2. Dobawienie nowego punktu.dowolnego

Uwaga 1. Ciekawostka: dla punktéw, lezgcych na okregu,
dowolna triangulacja bedzie triangulacjq Delaunay’a!

Uwaga 2. Metoda dodawania nowych punktow
triangulacji jest "robastna”, tj. odporna na bfedy
obliczeniowe. Oprocz tego, z/ozonosé obliczeniowa
konstruowania triangulacji Delaunay.a jest liniowa co do
ilosci punktow, co tez jest zaletq.

Z punktu widzenia obliczenia komputerowego jest tez
wazny problem identyfikacji tego trojkata Delaunay’a, w
ktorym pojawilsie nowy punkt triangulacji, i ktory,
okazuje sig, tez jest rozwiazywany algorytmicznie.

Waznym tez jest problem rekonstrukcji triangulacji
Delaunay’a przy wylaczeniu pewnych punktow triangulacii
ze zbioru w przypadku, gdy one zawieraja niewlasciwa
informacje. Okazuje sig, ze ten problem jest bardzo lekko i
prosto rozwiazywalny — dla tego wystarczy wytaczy¢
niepotrzebny punkt z triangulacji, a przeprowadzi¢ zwykta
triangulacje Delaunay’a punktéw tylko jej sasiadujacych.

Rys. 3. Eliminacja punktu triangulacji Delaunay’a

I nastepna wazna zaleta triangulacji Delaunay’a —
mozliwos¢ bardzo prostego potaczenia réznych triangulacii,
ktére posiadaja niepuste przeciecie, przeprowadzajac w
zwykly sposdb triangulacje Delaunay’a wspolnego obszaru
przeciecia.

1.1. Triangulacja Delaunay’a i problem interpolacji

Weracajac teraz do problemu interpolacji funkcji na
podstawie triangulacji Delaunay’a, nastepne podejscie
okazuje sie obliczeniowo bardzo efektywne.

Definicja 2. Wezmy dowolny punkt i = 1, N
triangulacji Delaunay’a dla zadanej pfaszczyzny a i
zdefiniujmy punkty sgsiadujgcych z tym punktem jako
zbior punktow N pierwszego poziomu. Odpowiednio,
zbiér punktéw drugiego poziomu N;® — to sq punkty
wierzchoskow trojkqtow, ktore posiadajq wspdlng krawedz
ze tréjkgtami o wspblnym wierzchotku i = 1, N.

Rys.4. Zbiory punktow N;® i N;®

Ogélna ilos¢ punktow zbioréw Ni i Ni®) jest réwna
lub wigksza od 6, tj.

card N;® + card N® >6 (1.6)

dla dowolnego wierzchotku i = 1, N. W tym przypadku
jest dos¢ prosta mozliwos¢ skonstruowania dla kazdego
wierzchotka i = 1, N triangulacji Delaunay’a funkcji
interpolacyjnej wielomianowej w postaci

p— 2 . .

fi(x,y)= Z fkﬁ')(x -x)' (Y- yi)k (1.7)
k+j=0

dla pewnych parametrow f € R, k+j = 0, 2; w taki

spos6b, zeby wartosci funkcji  (1.7) bylty réwne
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wartosciom popmiardw we wszystkich punktach ze zbioru
N,® U N;®. Mozna tez zminimalizowa¢ sume kwadratéw
odchylen od wartosci funkcji w punktach "tyczenia":

}Wi(f’)=

~ min
{fIS.)ER:k+j=07,2

= ZjENi(l)uNi(z)[f(xj'y]) - fil*y, (1.8)
gdzie wagi u; = 1 / |AF%; j € N U N®@, sa bledy
pomiaréw funkcji f : @ — R w punktach "tyczenia".

1.2. Tensor metryczny oraz tensor za-nurzenia
ksztaltu powierzchni w przestrzen Euklidesowa

Rozwazmy dwuwymiarowa powierzchnie S* c E°,
zanurzona w przestrzen Euklidesowa E3. Niech odwzoro-
wanie zanurzenia bedzie

r:8*—E, (1.9)

a jej lokalne wzajemnie jednoznaczne rzutowanie na
plaszczyzne a c E°, styczna do powierzeni S?, zapiszmy
w otoczeniu punktu A € S? w postaci rzutowej

r=(xvy,z=fx;y)") e E, (1.10)

gdzie (x, y)" := a € E% a odwzorowanie f : R — R jest
funkcja lokalnego ksztattu powierzchni S? spetnia
warunek f(0, 0) = 0.

Zdefiniujmy teraz dwie formy rézniczkowe kwadratowe:

M(a) :=<dr, dr >:=<da , g(ae)da > g, (1.11)
tak zwana forme metryczna, oraz
Q(a) :=<d’r, n>:=<da, g(a)da > (1.12)

tak zwana forme Gaussa kszta/tu powierchni, gdzie n € E* jest
wektorem, normalnym do powierchni S? w punkcie A € S to
jest n L S? oraz ||| :=< n, n >* = 1. Wtedy krzywizna
powierzchni S? w tym punkcie w kierunku jednostkowanego
wektora, stycznego do powierzchni S*w punkcie A € S%:

E:=dr/dt2 Ta(S?, (1.13)
ktdry spelnia takie ogranizcenia
<E N>=0, |[¢][=1, (1.14)

bedzie krzywizna krzywej linii y(& n) < S? przeciecia
plaszczyzny B(& , n), przechodzacej przez punkt A € S? oraz
prostopadte do siebie wektory & n € E*; z powierzchnia S° to
jesty(&, n) := (&, n) N S? i bedzie rowna takiemu wzoru:

2

.
_ M), §) _Sqen” _
e = 0@ T _ar ar =0 =
dt’ dt
dé
=< m,n > (115)

rowne dokladnie przyspieszeniu wektora predkosci (1.13)
w punkcie A € S? na plaszczyznie, przechodzacej przez
wektor predkosci (1.13) i normal n € E* do powierzchni
S* w punkcie A € S% Zachodza nastepne dwa dosé
elementarne twierdzenia.

Twierdzenie 1. “Slad tr(qg™) oraz wyznacznik
det(qg™) sq niezmiennikami krzywizny (1.15) w
punkcie A € S2.

Twierdzenie 2. Macierz qg”* € End E? posiada postac

diagonalng
_ kp 0
ag 1=(0+ k_),

gdzie k. <k, sq tak zwane gléwne krzywizny powierchni w
punkcie A € S2.

(1.16)

O ile wector (1.13) moze by¢ wybierany dowolnie, to
przy jego pomocy mozna dotrzec do kazdego punktu
specjalnie dobranego otoczenia punktu A € S% Tak wiec,
wybierajac wektor (1.13) jako wektor potoku geodezyjnego,
ktory dociera z punktu A € S?* do punktu A(x, y) € S°
najkrotszym szlakiem, mozna wykorzystaé jego wspétrzedne
jako najbardziej optymalne przy wyliczaniu rzutowania
(1.10) w zmiennych predkosci & € E% na kierunek ktorej
niema prawie zadnych ograniczen, oprocz (1.14).

Niech teraz ptaszczyzna B(¢ m) c E° tez przechodzi
przez punkt A(x, y) € S? i zawiera wektor predkosci & €
EE® oraz prostopadty do niego jednostkowy wektor m € E?,
to jest < & m >0 = 0, ||m||= 1. Wtedy jest dos¢ lekko
zobaczy¢, ze krzywizna krzywej y(& , m) c S? przecigcia
(&, m) N S? bedzie réwna wzoru

k(& m) = k(& n) <n, m>:=Kk(& n) cos(n,”m). (1.17)

Zaleznos¢ krzywizny (1.17) od wspodtrzednych punktu
A(x, y) € S° daje mozliwos¢ jej stosowania do
konstruowania metod filtrowania informacji od szumu
przy réznych pomiarach waznych charakterystyk,
zaleznych od ksztattu powierzchni.

Tak wiec, jesli badany objekt o powierzchni S? c E?
jest opisywany pewna funkcja intensywnosci

| : S — R,; to proces filtrowania danych moze byé
opisany ewolucyjnym réwnaniem dyfuzji

a1/at + div(DVI) = 0, (1.18)

gdzie wspotczynnik dyfuzji jest wybierany albo w postaci
D := exp(-||VI||*/6®), albo w postaci D := &*/(||VI]|*+ ¢°),
o € R, jest ustalonym parametrem, a VI jest gradientem,
uwzgledniajacym ksztalt naszej powierzchni S?. Wtedy
réwnanie (1.18) prowadzi do zalezno$ci intensywnosci
I = I(k) od krzywizny, ktora juz moze by¢ wykorzystana
dla innych badan.

W innych przypadkach, gdy pomiary funkcji
intensywnosci |1 : S° — R, zawieraja ostre zmiany
amplitudy, zamiast podejscia dyfuzyjnego (1.18) jest
wykorzystywana metoda filtrowania zawartej informacji
od szumu przy pomocy anizotropowych jader Gaussa:

GO‘x,UI(X) = GO‘x(X)GUI([(X))J

G, (X):= ! XX 1.19
[ '_mexp ZO'X ’ ( )
1 XTXx
oy (1) = —=exp( -5~
I

gdzie X 2 End(E? jest macierza piksel-wspoirzednych
siatki pomiaréw powierzchni S* c E*; a ox oraz | € R,
sa ustalone parametry.
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Whioski

1. Kroétko przeprowadzona analiza metod modelowania
ksztattu dwuwymiarowej powierzchni przez jej rzutowanie
na plaszczyzne daje dos¢ podstaw twierdzi¢, ze podejscie,
bazowane na triangulacji Delaunay’a, jest wystarczajaco
efektywnym, oblicze-niowo stabilnym i odpornym na losowe
btedy pomia-rowe.

2. Bedac metoda geometryczna jest waznym wnioskiem
mozIliwos¢ uogolnienia tego podejscia w celu jawnego
uwzgledniania lokalnych krzywizn powierzchni  przez
skojarzony tensor metryczny powierzchni i tensor zanurzenia
ksztaltu powierzchni w przestrzen Euklidesowa.

3. Przytoczone sa argumenty efektywnego zastosowania
metody geometrycznej do zagadnien filtrowania pomiaréw
odpowiednich funkcji intensywnosci, zaleznej od ksztattu
objektu.

4. Dana metoda moze by¢ zastosowana do cyfrowego
modelowanja  mikropowierzchni  twardych cial przy
opracowaniu ich  zdjg¢, otrzymanych z pomoca
skaningowego elektronowego mikroskopu.
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MopesmoBanns (popMu noBepxHi Ta ii mpoekuis
HA IVIOIIMHY: TpiaHryasuis denoHe
i ii 3acTocyBaHHs
O. IBanuyxk, A. IIpukaprnaTchKuiA

[Tomano aHamiz anpoOKCHUMAIITHO-1HTEPIIONSIIHHIX
METOZIB CTOCOBHO 3aCTOCYBAaHHSA iX A MOJENIOBAHHSI
(dopmu noBepxHi Ta ii mpoekuii Ha MJIOIUHY. 3aIpOIOHO-
BaHMW aHATITUYHMH MIJX1J 10 TPOSKTYBAaHHS MOBEPXHI Ha
TUTOLIIMHY Ha OCHOBI TpiaHryssinii [enoHe.

Modelowanie ksztattu powierzchni i jej rzutowanie
na plaszczyzne: triangulacja Delaunay’a
i jej zastosowania
O. Iwanczuk, A. Prykarpatskyj

Dana analiza metod aproksymacujno-interpola-
cyjnych w zastosowaniu do modelowania ksztattu

powierzchni i jej rzutowania na ptaszczyzne.
Zaproponowane analityhczne podejscie do zagad-
nienia rzutowania na plaszczyzne na podstawie

triangulacji Delaunay’a.

Modeling the shape of the surface and its projection
on a plane: Delaunay triangulation
and its application
O. Ivanchuk, A. Prykarpatski

The analysis approximation-interpolation methods
applied to modeling the shape of the surface and
its projection on the plane. An analytical proposed
approach to projection onto a plane based on Delaunay
triangulation.





