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Усовершенствованная ядерная модель  
индентирования и ее применение  
для измерения твердости алмаза 

Предложена модель индентирования коническими и пирами-
дальными инденторами, в которой не только образец, но и индентор деформи-
руются упруго-пластически, и их материалы удовлетворяют условию текучести 
Мизеса. Такие условия характерны для измерения твердости алмаза алмазным 
индентором. Предлагаемая модель обобщает и уточняет известную упрощен-
ную модель Джонсона с упруго деформируемым индентором. Модель позволяет 
приближенно определять размеры упруго-пластических зон в инденторе и об-
разце, эффективный угол при вершине индентора под нагрузкой, а также эф-
фективные углы индентора и отпечатка после их разгрузки. На основе этой 
модели разработана методика определения пределов текучести образца YS и 
индентора Yi, в которой к теоретическим соотношениям модели индентирова-
ния добавлены соотношения, использующие экспериментальные значения эф-
фективного угла отпечатка в образце и измеренные значения твердости по 
Мейеру HM (среднего контактного давления). Разработанная вычислительная 
методика была использована в экспериментах по индентированию синтетиче-
ского алмаза при температуре 900 °С (при которой алмаз имеет заметные пла-
стические свойства) с применением пирамидальных инденторов из природного 
алмаза с различными углами при вершине. Согласно предложенной модели, были 
исследованы напряженно-деформированные состояния образцов и инденторов и 
определены их пределы текучести и характеристика пластичности. Построена 
кривая деформации алмаза в координатах напряжение–общая деформация. Ис-
следовано также деформационное упрочнение алмаза. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Алмаз является широко используемым инструментальным 
материалом, поэтому его механические свойства представляют значительный 
интерес. Однако в связи с большой хрупкостью алмаза стандартные механи-
ческие испытания (например изгиб или сжатие) оказываются мало информа-
тивными. Наиболее часто для характеристики механических свойств алмаза 
используют его микротвердость [1–23]. При этом особый интерес представ-
ляет измерение микротвердости алмаза при повышенных температурах, где 
хрупкое разрушение оказывает незначительное влияние на величину твердо-
сти [9]. Поскольку алмаз является наиболее твердым кристаллом, который 
можно использовать для изготовления инденторов, то индентирование образ-
цов алмаза для определения твердости проводят алмазными инденторами. 
Естественно, что при этом не только образец, но и индентор претерпевает 
упруго-пластическую деформацию, что существенно влияет на значение 
микротвердости. Существующие теоретические модели индентирования [24–
37 и др.] не учитывают пластическую составляющую деформации индентора. 
В этих моделях предполагается, что индентор претерпевает только упругую 
деформацию. 

В связи с этим наибольший теоретический и практический интерес пред-
ставляет разработанная Джонсоном ядерная модель внедрения индентора [24, 
25]. Настоящая работа дополняет фундаментальные исследования Джонсона 
усовершенствованной моделью индентирования, которая обобщает его ре-
зультаты на случай одновременного упруго-пластического деформирования 
как образца, так и индентора, и учитывает упругую сжимаемость материала 
под индентором (что особенно важно для учета существенной сжимаемости 
алмаза, для которого коэффициент Пуассона ν ≈ 0,07).  

Таким образом, цель настоящей работы можно представить тремя задача-
ми:  

– разработать усовершенствованную ядерную модель внедрения инденто-
ра, которая учитывает упруго-пластическую деформацию не только образца, 
но и индентора, а также учитывает упругую сжимаемость материала образца 
под индентором; 

– на основании усовершенствованной модели разработать методику более 
точного определения твердости алмаза, расчета его предела текучести и па-
раметров деформационного упрочнения; 

– используя развитые ранее авторами представления об упруго-
пластической деформации под индентором [31, 33], рассчитать на основании 
полученных результатов значение средней упругой и пластической деформа-
ции при индентировании алмаза. 

ОСНОВНЫЕ ГИПОТЕЗЫ МОДЕЛИ ИНДЕНТИРОВАНИЯ  
И НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 

Рассматривали новую приближенную модель внедренного ядра типа [24, 
25] с упруго-пластическим деформированием как индентора, так и образца. 
Также как и для [24, 25], основой модели является решение Хилла [32] для 
задачи расширения сферической полости в упруго-пластической среде с ус-
ловием течения Мизеса и предполагается отсутствие трения в области кон-
такта. 
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Кроме того, предполагали, что поверхность контакта индентора и плоско-
го образца после деформации является такой же, как поверхность индентора:  

– сферической, если индентор имеет сферическую поверхность;  
– конической, если индентор имеет коническую поверхность;  
– пирамидальной, если индентор имеет пирамидальную поверхность, и 

т. д.  
После разгрузки, которая предполагается упругой, поверхности индентора 

и образца обладают тем же свойством, т. е. они являются поверхностями того 
же типа, что и индентор, и в начале повторного нагружения касаются в одной 
точке. 

Уравнения модели 

На рис. 1 дана схема модели контактного взаимодействия острого инден-
тора и образца для случая, когда радиусы c ядер в образце и инденторе сов-
падают, при этом верхняя часть ядра принадлежит индентору, нижняя – об-
разцу. Пунктиром показан недеформированный индентор и приняты обозна-
чения: ψ – величина угла между поверхностью индентора и его осью xi после 
деформации под нагрузкой; 0 ≤ r ≤ c – область ядра; с ≤ r ≤ bS и с ≤ r ≤ bi – 
соответственно шаровые слои образца и индентора, где произошли упруго-
пластические деформации; r ≥ bS и r ≥ bi – соответственно области упругой 
деформации образца и индентора. 
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Рис. 1. Схема взаимодействия индентора (1) и образца (2) под нагрузкой Р, ψ ≥ γi: неде-
формированный индентор (3), ядро (4). 

 
Для упрощения изложения в начале рассматривали конический индентор 

(см. рис. 1) в предположении несжимаемости материала ядер [24, 25] при их 
пластическом течении. 

В соответствии со сделанными допущениями, условия несжимаемости 
(сохранения объема) ядер (аналогичные уравнениям (6.34) в [25] и (19) в [24]) 
образца и индентора имеют вид 

dccdhccduс SS ψπ=π=π cot)(2 222 ;   (1) 

dccdhccduс iii )cot(cot)(2 222 ψ−γπ=π=π .  (2) 
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Здесь и далее индексы i и S относятся к индентору и образцу соответст-
венно, u(r) – радиальное перемещение в точке, зависящее от ее координаты r. 
Остальные обозначения в (1), (2) поясняет рис. 2. 
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Рис. 2. Схема приращений dui, duS пластических зон в инденторе (1) и образце при их 
сближении на расстояние ;cot dcdhdhdh iiS γ=+= ,cot dcdhS ψ= ( )dcdh ii ψ−γ= cotcot  
и соответствующее приращение ядра dc (a); схема контакта  индентора и образца после их 
сближения на dh (б). 

 
На основании соотношений (1), (2) уравнения, определяющие относитель-

ные размеры bi/c, bS/c упруго-пластических зон в инденторе и образце (см. 
рис. 1) и соответствующие уравнениям (6.35) [25] и (20) [24], имеют вид: 

( )( ) ( ) ( ) iiiiii YEcb /cotcot214/16 3 ψ−γ=ν−−ν− ,  (3) 

( )( ) ( ) ( ) SSSSS YEcb /cot21416 3 ψ=ν−−ν− ,  (4) 

где ES, Ei – модули Юнга, νS, νi – коэффициенты Пуассона, а YS и Yi – пределы 
текучести образца и индентора соответственно. 

При одинаковых материалах индентора и образца из этих уравнений не-
посредственно следует уравнение для определения величины эффективного 
угла ψ, образовавшегося в контактной паре индентор–образец под нагрузкой: 



ISSN 0203-3119. Сверхтвердые материалы, 2016, № 5 7 

ψ−γ=ψ cotcotcot i ,    (5) 

откуда для угла ψ имеем уравнение 

iγ=ψ cot
2
1cot . 

Уравнения (3), (4) дополняются уравнением равновесия ядра (r ≤ c): 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

c
bY

c
bY i

i
S

S ln2
3
2ln2

3
2 ,             (6) 

которое устанавливает связь между относительными размерами зон пластич-
ности образца и индентора. Правая и левая части уравнения (6) определяют 

среднее давление 2c
PHM

π
= на ядро [24, 25], т. е. твердость по Мейеру 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

c
bY

c
bYHM i

i
S

S ln2
3
2ln2

3
2 .   (7) 

Таким образом, если характеристики материалов индентора и образца (ES, 
Ei, νS, νi, YS, Yi) известны, то уравнения (3), (4), (6) образуют следующую сис-
тему трансцендентных уравнений: 

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟
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⎞

⎜
⎝
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,ln2
3
2ln2

3
2

;/cot21416

;/cotcot21416
3

3

c
b

Y
Y

c
b

YEcb

YEcb

i

S

iS

SSSSS

iiiiii

 (8) 

решение которой относительно неизвестных величин (
c
b

c
b iS ,,cot ψ ) прибли-

женно определяет напряженно-деформированное состояние в образце и ин-
денторе в соответствии с предлагаемой моделью. 

В новых обозначениях система (8) имеет вид  
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   (9) 

где ( )
( )i

i
i ν−

ν−=α
13

212 , ( )
( )S

S
S ν−

ν−=α
13

212 , ( )S

S
S

E
ν−

=β
16

, ( )i

i
i

E
ν−

=β
16

, ii γ=η cot , 

c
bx S= , 

c
by i= , ψ= cotz . Для реальных материалов указанные постоянные 

ограничены неравенствами: 0 ≤ αi ≤ 2/3, 0 ≤ αS ≤ 2/3, βi > 0, βS > 0, 0 < ηi ≤ 1. 
Решение z системы (9) содержится в интервале [0; ηi]. При заданном значении 

[ ]iz η∈ ;0  первые два уравнения системы (9) имеют единственные решения 
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3/1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α+β= S

S

S

Y
zx , ( )

3/1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α+−ηβ= ii

i

i z
Y

y , т. е. они определяют функции x(z) и 

y(z). Подставляя эти функции в третье уравнение, получим уравнение с од-
ним неизвестным z: 

( ) ( ) ( ) 0ln2
3
2ln2

3
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +κ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≡ zyzxzf ,

S

i

Y
Y=κ   (10) 

для решения которого могут быть применены известные численные методы, 
например, метод дихотомии. 

Учет сжимаемости материала упруго-пластических зон  
при образовании ядра 

При непрерывном внедрении индентора ядро увеличивается за счет мате-
риала упруго-пластических зон. Это происходит на его границе, где материал 
этих зон обжимается давлением ядра, большим, чем давление в упруго-
пластических зонах (при переходе через границу ядра происходит скачок 
давления и объемной деформации; скачок делают и сдвиговые напряжения, 
которые в гидростатическом ядре отсутствуют). При таком внедрении уплот-
ненный материал упруго-пластических зон присоединяется к материалу ядра. 

В соответствии с [25] (формулы (6.30)) и [32] (формулы (8)) давление в 
упруго-пластических зонах (в образце и инденторе), примыкающих к ядру 
равно 

( ) ( )
c
bYcp

c
bYcp i

ii
S

SS ln20;ln20 =+=+ , 

а давление в ядре и на его границе r = c – 0 (в образце и инденторе) равно 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−

c
bYcp

c
bYcp i

ii
S

SS ln2
3
20;ln2

3
20 . 

Отсюда для скачков давления на границе ядра имеем 

( ) ( ) SSSS Ycpcpp
3
200 =+−−=Δ ; ( ) ( ) iiii Ycpcpp

3
200 =+−−=Δ , 

и в рассматриваемом случае уравнения (1), (2) принимают вид 

( ) ( ) SSSSSS Kpdccdhccduc Δ−=εψπ=π=ε+π ,cot12 222 ; (11) 

( ) ( ) ( ) iiiiiii Kpdccdhccduc Δ−=εψ−γπ=π=ε+π ,cotcot12 222 ,     (12) 

 
где εS, εi – соответственно объемные деформации в образце и инденторе, вы-
званные разностями давлений в ядре и на границах упруго-пластических зон 

образца и индентора SS Yp
3
2=Δ , ii Yp

3
2=Δ ; ( ) ( )i

i
i

S

S
S

EKEK
ν−

=
ν−

=
213

,
213

 – 

объемные модули упругости материалов в образце и инденторе. Поэтому 
система уравнений типа (8) принимает вид 
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Если ввести обозначения (см. (9)): 
( )
( )i

i
i ν−

ν−=α
13

212 , ( )
( )S

S
S ν−

ν−=α
13

212 , 

( )S

S
S

E
ν−

=β
16

, ( )i

i
i

E
ν−

=β
16

, ( )
S

S

S
S EK

ν−==θ 212
3

2 , ( )
i

i

i
i EK

ν−==θ 212
3

2 , 

ii γ=η cot , 
c

bx S= , 
c
by i= , ψ= cotz , то уравнения (13) относительно безраз-

мерных неизвестных , ,x y z принимают вид 
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SSS

         (14) 

Система уравнений (14) учитывает упругую сжимаемость при образова-
нии ядра, в отличие от системы (9). Учет сжимаемости при образовании ядра, 
по-видимому, имеет существенное значение для материалов с коэффициен-
том Пуассона близким к 0 (например, для алмаза).  

Таким образом, предложенная модель (уравнения (8), (9), (13), (14)) обоб-
щает модель, рассмотренную в [24, 25]. 

Формы индентора и отпечатка в образце после разгрузки 

Случай упругого деформирования индентора и упруго-пластического де-
формирования образца был рассмотрен авторами настоящей статьи ранее и 
для угла остаточного отпечатка в образце γSR получена оценка [31, 33] 

*cotcot
kE
HM

iSR −γ=γ ,    (15) 

где γi – угол между гранью индентора и его осью в недеформированном со-

стоянии; HM – твердость образца (по Мейеру); 
122

* 11
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ν−+ν−=
S

S

i

i

EE
E  – эф-

фективный (приведенный) модуль упругости и предполагается, что поверх-
ность отпечатка также является пирамидальной или конической с той же 
осью. Коэффициент k зависит от геометрии индентора (в частности, k = 0,565 
для правильных трех и четырехгранных пирамид, k = 0,5 для прямого круго-
вого конуса [33]). 
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Здесь и далее индекс R  указывает, что угол γSR между гранью отпечатка и 

его осью относится к остаточному отпечатку. Член *kE
HM  в правой части (15) 

имеет две составляющие и может быть представлен в виде 

***
iS kE

HM
kE
HM

kE
HM += , где ** , iS EE  – приведенные модули упругости образца и 

индентора соответственно. 
В предложенной модели решение ψ= cotz  уравнений (14) определяет 

угол заострения конического индентора ψ, находящегося под нагрузкой (см. 
рис. 1). Поэтому, аналогично [33], для угла γSR в коническом отпечатке на 
образце после его упругой разгрузки получаем уравнение 

*
2cotcot

S
SR E

HM−ψ=γ ,    (16) 

а для угла заострения индентора γiR после такой разгрузки имеем 

*
2cotcot

i
iR E

HM+ψ=γ .    (17) 

В последних формулах индексы S и i для приведенных (эффективных) мо-
дулей Юнга ** , iS EE  относятся соответственно к образцу и индентору: 

i

i

iS

S

S EEEE

2

*

2

*
11,11 ν−=ν−= , а вторые слагаемые в них определяют упругое 

восстановление. Заметим, что в формулах (16), (17) углы рассматриваются 
как эффективные (а не локальные!) в смысле, указанном в [33]. 

Формула (16) обобщает формулу (15) на случай упруго-пластического де-
формирования индентора и может быть записана в виде 

*cotcot
S

iSR kE
HM−γξ=γ ,    (18) 

где ξ – коэффициент, учитывающий упруго-пластические деформации ин-
дентора, и который, если (x*, y*, z*) – решение системы (14), имеет значение 

i

z
γ

=ξ
cot

* . 

Если из (16), (17) исключить угол ψ, то получим зависимость 

*
2cot22cotcot ** E

HM
E
HM

E
HM

iR
Si

iRSR −γ=−−γ=γ , (19) 

из которой следует формула (15), когда угол конического индентора после 
разгрузки возвращает свое первоначальное значение, т. е. индентор является 
упругим. 

В случае одинаковых материалов индентора и образца (ES = Ei = E, νS = νi = 
ν, YS = Yi) параметр 

2
1,cotcot* =ξγξ=ψ= iz    (20) 

является точным решением уравнений (9), (14), и формулы (16), (17) приоб-
ретают вид 



ISSN 0203-3119. Сверхтвердые материалы, 2016, № 5 11

**
2

2
cotcot,2

2
cotcot

i

i
iR

S

i
SR E

HM
E
HM +γ=γ−γ=γ ,  (21) 

где 2γi – угол при вершине недеформированного конического индентора. 

Средние линейные деформации в области контакта в направлении  
силы Р, действующей на индентор 

В этом разделе на основе предложенной ядерной модели упруго-
пластического индентирования дана приближенная оценка средних деформа-
ций в области контакта образца. Также как в [33] предполагали, что остаточ-
ные деформации являются пластическими и только пластические деформа-
ции происходят без изменения объема материала. Поэтому для средних в 
области контакта пластических линейных деформаций в направлении силы Р 
аналогично [33] имеем 

0cot1lnlnsin 2 <γ+−=γ=ε SRSRp ,   (22) 

где SRγcot  определяется по формуле (16). 
Упругие средние в области контакта линейные деформации (в направле-

нии силы P , действующей на индентор, см. рис. 1) приближенно оценива-
ются по формуле [31, 33] 

( )( ) ( )
S

S

S
SSe K

HM
E

HM
3

1211 ν+−=ν−ν+−=ε ,  (23) 

и для полной, средней в области контакта, линейной деформации в направле-
нии P  из (22), (23) получаем 

pet ε+ε=ε .           (24) 

Аналогично могут быть оценены средние деформации в инденторе. 

Особенности расчета при применении пирамидальных инденторов 

Приведенные результаты представлены для случая внедрения конуса с уг-
лом при вершине 2γi. Переход от пирамидальных или сферических инденто-
ров к эквивалентному коническому (и наоборот) может быть выполнен с 
использованием условия равенства площадей проекций отпечатков, остав-
ляемых разными инденторами при одинаковом объеме внедрения (одинако-
вой глубине внедрения для пирамидальных и конических инденторов). Это 
условие приводит к следующему соотношению между углами заострения 
эквивалентных конических, пирамидальных (трех- и четырехгранных) и сфе-
рических инденторов: 

R
a

BVi 4
3cot

27
cot

2
cot 4

2
=γπ=γπ=γ ,   (25) 

где γi, γV, γB – соответственно углы заострения инденторов: конических, че-
тырехгранных (например, Виккерса, γV = 68°) и трехгранных (например, Бер-
ковича, γB = 65°); a/R – отношение радиуса отпечатка к радиусу сферического 
индентора. 

Если индентор является правильной пирамидой (трехгранной или четы-
рехгранной), то формулы (16), (17) имеют вид 
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*cotcot
S

SR kE
HM−ψ=γ , *cotcot

i
iR kE

HM+ψ=γ , 565,0=k , 

где угол ψ должен быть предварительно приведен с помощью формул (25) к 
углу между гранью и осью пирамиды, а углы γSR, γiR – рассматриваться также 
как углы между гранью и осью соответствующих пирамид. 

Как отмечалось выше, результаты моделирования справедливы для упру-
го-идеально-пластических тел, имеющих постоянный предел текучести Y на 
одноосное сжатие. Однако (аналогично модели [24, 25]) с достаточной степе-
нью приближения они применимы и для тел с упрочнением, если предел те-
кучести Y заменить некоторым характеристическим для каждого индентора 
(репрезентативным, представительным) напряжением при одноосном сжатии 
YR, соответствующем репрезентативной деформации εR (εR = 0,08 – по Тейбо-
ру [26], εR = 0,2cot γi – по Джонсону [24, 25]). 

Используя результаты [32], предложенная модель может быть обобщена 
на случай контакта тел с упрочнением. 

Определение пределов текучести YS и Yi (при известных упругих  
характеристиках индентора и образца) 

Общепринято материал рассматривать как сплошную (консолидирован-
ную) среду, физико-механические свойства которой описываются конститу-
ционными уравнениями (например, линейным законом Гука), содержащими 
постоянные (характеристики) материала. Как правило, эти постоянные опре-
деляются из системы соотношений, полученных путем объединения резуль-
татов физического эксперимента, моделирующего напряженно-деформи-
рованное состояние материала образца, и теоретических соотношений для 
этого состояния, которые определены в нем методами механики сплошной 
среды с конституционными уравнениями материала образца. Другими слова-
ми, к теоретическому описанию (к прямой задаче) напряженно-деформи-
рованного состояния образца, содержащему неизвестные постоянные мате-
риала, добавляются экспериментальные измерения этого состояния так, что-
бы можно было из этого объединения (совокупности соотношений) коррект-
но определить постоянные материала и напряженно-деформированное со-
стояние образца. Как известно [34–37], такая задача является непростой и 
относится к обратным задачам механики сплошных сред. Она является более 
сложной, чем прямая задача (в нашем случае задача [37]) определения на-
пряженно-деформированного состояния при известных конституционных 
уравнениях материала (постоянных материала)). Даже, в случае линейных 
уравнений механики сплошной среды и конституционных уравнений, обрат-
ная задача является нелинейной. Обратные задачи относятся к классу некор-
ректных задач, для которых не выполняется хотя бы одно из трех условий: 
существование ее решения, единственность решения и его устойчивость (не-
прерывность при малых возмущениях исходных данных), см., например, [35–
37]. Для прямых задач, как правило, выполняются все три условия и они счи-
таются более простыми. 

Поэтому, для определения пределов текучести Yi, YS индентора и образца 
(при известных упругих модулях Ei, νi, ES, νS), далее предложили добавить к 
системе уравнений (14), определяющих напряженно-деформированные со-
стояния индентора и образца, независимые уравнения (16) и (7), которые 
содержат экспериментальные измерения твердости НМ и угла отпечатка γSR. 
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Тогда для определения пяти неизвестных (x, y, z, Yi, YS) получим следующую 
систему трансцендентных уравнений: 
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где ( )
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*
11 ν−= , ii γ=η cot  – извест-

ные постоянные величины. Далее эта система решается с помощью компью-
терной программы. 

Очевидно, что предложенный подход к определению пределов текучести 
Yi, YS не является единственным. Например, систему уравнений (14) можно 
дополнять уравнениями и экспериментальными измерениями с другими уг-
лами заострения индентора. 

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА 

Экспериментальные образцы для изучения твердости алмаза были полу-
чены в области термодинамической стабильности алмаза при давлениях 5,7–
6,1 ГПа и температуре 1420–1450 °С. Выращивание монокристаллов произ-
водили методом температурного градиента [38] с использованием аппарату-
ры высокого давления типа “тороид”; особенности использования этой аппа-
ратуры и подробности методов выращивания подробно изложены ранее в 
[39]. Выращенные образцы алмазов 
типа Ib, имели кубооктаэдрический 
габитус и максимальные размеры 2–
4 мм; вес кристаллов 0,1–0,16 карат. 

Образцы алмаза для испытания из-
готавливали шлифованием парал-
лельно плоскости (100); таким спосо-
бом изготавливали плоскопараллель-
ные пластины толщиной 1,0–1,1 мм; 
чистота обработки составляла 0,1–
0,3 мкм, отклонения от параллельно-
сти составляли не более 1°. На рис. 3 
представлен типичный образец для 
испытания. Перед испытанием образ-
цы промывали смесью соляной и сер-
ной кислот. 

 
Рис. 3. Пластинка из монокристалла алмаза 
типа Ib массой 0,14 карат. 
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Индентирование при температуре 900 °С проводили на модернизирован-
ной установке ВИМ-1 (горячая твердость) [40]. В используемой установке в 
системе нагружения отсутствуют упругие элементы, свойства которых изме-
няются при нагреве. Нагрузка на индентор определяется только весом самого 
индентора и стержня, на котором он укреплен. 

Индентирование проводили алмазными трехгранными пирамидальными 
инденторами с различными углами γi между осью пирамиды и ее гранью. 
Использовали инденторы с γi = 60, 62,5, 65, 67,5 и 70 градусов. Нагрузка на 
индентор составляла 2,5 Н, выдержка под нагрузкой равнялась 15 с. 

Уровень вакуума в камере нагрева, который поддерживали постоянным в 
течение всего эксперимента, составлял 0,0133 Пa (10–4 мм рт. ст.). 

Радиационный нагрев образца осуществляли молибденовым ленточным 
нагревателем. Измерение температуры производили платино-платинородие-
вой термопарой. Скорость нагрева составляла ∼ 3 °C в минуту, время вы-
держки при температуре 900 °C (перед началом индентирования) составляло 
30 мин.  

Температура 900 °С является наиболее приемлемой для индентирования 
алмазов, в связи с наличием при этой температуре микропластичности в ал-
мазе и возможностью определить влияние различных факторов на величину 
твердости [9, 41]. При более высоких температурах существенными стано-
вятся процессы графитизации алмаза. 

Площадь отпечатка измеряли после охлаждения образца на растровом 
электронном микроскопе Zeiss EVO 50. Для снятия статического заряда, кри-
сталлы, помещенные в камеру микроскопа, покрывали магнетронным спосо-
бом слоем золота толщиной 5 нм.  

Для изучения и непосредственного измерения угла между осью пирамиды 
и ее гранью γSR(AFM), были проведены трехмерные топометрические измере-
ния формы отпечатка твердости. Измерения проводили на сканирующем 
зондовом микроскопе NanoScope IIIa серии Dimension 3000TM. При этом был 
применен метод атомно-силовой микроскопии (AFM) в режиме периодиче-
ского контакта (TappingModeTM). При измерениях использовали кремниевые 
зонды с номинальным радиусом острия 5–10 нм, что гарантировало лате-
ральное разрешение ∼ 1 нм, а в вертикальном направлении – ∼ 0,05 нм.  

РЕЗУЛЬТАТЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТВЕРДОСТИ АЛМАЗА ПРИ 900 °С 

При 900 °С алмаз имеет достаточную пластическую деформацию при ин-
дентировании, так что отпечатки микротвердости получают без влияния 
хрупкого разрушения, в отличие от условий деформации при комнатной тем-
пературе. 

Типичный отпечаток твердости приведен на рис. 4. 
Поскольку в ходе выполнения исследования стало очевидным, что при 

измерении твердости алмазный индентор претерпевает пластическую дефор-
мацию и изменяет свою форму, основное внимание уделяли отпечаткам, по-
лученным при первом индентировании, после переточки индентора. Заранее 
предполагали, что твердость алмазных инденторов, изготовленных из при-
родных алмазов, несколько выше твердости изучаемых образцов. Повышен-
ная твердость инденторов в основном обусловлена их деформационным уп-
рочнением, поскольку до выполнения настоящего исследования эти инденто-
ры неоднократно использовали для индентирования алмазных образцов при 
повышенных температурах (перед выполнением настоящего исследования 
все инденторы были перешлифованы). 
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2 мкм
 

Рис. 4. Отпечаток индентора на поверхности образца алмаза (температура 900 °С, нагрузка 
на индентор P = 2,5 Н, γi = 60°); растровая электронная микроскопия. 

 
Проведенные измерения показали, что с увеличением угла индентора γi 

(угол между осью пирамиды и ее гранью) твердость HM снижается (рис. 5). 
При этом каждый последующий отпечаток, нанесенный одним и тем же ин-
дентором и при той же нагрузке на него, имеет большую площадь проекции 
и, следовательно, меньшую твердость HM. 
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Рис. 5. Зависимость твердости образцов алмаза типа Ib от номера отпечатка, сделанного 
одним индентором при 900 °С; угол при вершине индентора γi и уравнения, по которым 
построены кривые: γi = 60°, HM = 59,56g–0,129 (1), γi = 62,5°, HM = 47,46g–0,059 (2), γi = 65°, 
HM = 46,78g–0,097 (3), γi = 67,5°, HM = 44,50g–0,064 (4), γi = 70°, HM = 40,46g–0,048 (5). 

 
Зависимости HM–номер отпечатка были аппроксимированы функцией ти-

па HM = fgm, где g – номер отпечатка, f и m – константы. Константы выбира-
лись таким образом, чтобы среднеквадратичная погрешность была мини-
мальной. Константа f соответствует твердости первого отпечатка, скорректи-
рованной по значениям последующих отпечатков. Полученные уравнения 
приведены на рис. 5. 

Исследование на атомно-силовом микроскопе было проведено для отпе-
чатка, сделанного индентором с γi = 62,5° (рис. 6). Из сечения отпечатка ин-
дентора было получено значение угла между осью нагружения и гранью рав-
ное γSR(AFM) = 78°. 
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Рис. 6. Изображение отпечатка индентора, полученного методом AFM (а) и поперечное 
сечение отпечатка по А–B (б); нагрузка на индентор P = 2,5 Н, γSR(AFM) = 78,01°, h = 0,63. 

 
Используя это значение γSR(AFM), из последнего уравнения (26) была опре-

делено значение ψ= cotz . После этого для индентора с γi = 62,5° было полу-
чено решение (x, y, Yi, YS) системы (26), состоящей из первых четырех урав-
нений. Это решение было получено с использованием компьютерной про-
граммы. При этом было принято, что коэффициент Пуассона νi = νS = 0,07 и 
модуль Юнга Ei = ES = 1140 ГПа. Эти же упругие постоянные были приняты 
далее и для других инденторов.  

По значениям YS, Yi, полученным для индентора с γi = 62,5°, было рассчи-

тано отношение 36,1* ==κ
S

i

Y
Y , которое показывает, что индентор является 

упрочненным по отношению к образцу. Предположение, что это упрочнение 

индентора 36,1* ==κ
S

i

Y
Y  является одинаковым во всех экспериментах (сде-

ланных инденторами с другими значениями угла γi) позволило с помощью 
компьютерной программы определить из системы (26) неизвестные (x, y, z, 
YS, Yi) – для четырех других инденторов. Полученные результаты приведены 
в таблице, а на рис. 7 приведена зависимость твердости от угла между гранью 
и осью индентора γi. 

Отметим, что формула, предложенная Джонсоном [24, 25], не позволяет 
определить зависимость напряжения течения алмаза от угла при вершине 
индентора γi. В уравнении Танака [27] константа αТанака = 1/3 для керамики 
выбрана экспериментальным путем и для алмаза при этом значении αТанака 
уравнение Танака дает заниженные значения YS, и значения HM/YS ≈ 1,5, т. е. 
больше, чем для керамических материалов, что не соответствует физическим 
представлениям о меньшей степени пластической деформации при инденти-
ровании алмаза, чем при индентировании керамик. 

Значение пластической деформации εp было рассчитано для каждого ин-
дентора по (22), а упругая деформация – по (23). Общая деформация εt была 
определена по (24). Характеристика пластичности δH [31] была определена по 
отношению 

t

p
H ε

ε
=δ .    (27) 
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Угол между осью пирамиды и ее гранью для инденторов γi,  
твердость HM, эффективный угол между осью пирамиды  
и ее гранью ψ, угол между осью пирамиды и ее гранью  
для инденторов γiR и отпечатков γSR после снятия нагрузки,  
угол между осью пирамиды и ее гранью для отпечатков  
при отсутствии пластической деформации индентора γ*

SR,  
предел текучести образца YS и индентора Yi, упруго-пластические 
зоны x = bS/c  и y = bi/c, отношение HM/YS, упругая εe, пластическая εp 
и общая εt деформации, характеристики пластичности δH 

Алмаз (тип Ib), T = 900 °C, P = 2,5 Н 
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Рис. 7. Зависимость твердости НМ (1), упругой εe (2), пластической εp (3) и общей εt (4) 
деформаций от угла между гранью и осью индентора γi для исследованного при 900 °С 
алмаза. 
 

Эти результаты использованы также для построения кривой деформации 
алмаза в координатах напряжение σ–общая деформация εt (рис. 8) и анализа 
деформационного упрочнения алмаза (здесь обозначено напряжение симво-
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лом σ, причем σ – соответствует пределу текучести YS при разных степенях 
деформации). На рис. 8 часть кривой, на которой наблюдается только упругая 
деформация, построена на основании уравнения (23), которое можно рас-
сматривать как закон Гука при индентировании ( eSEHM ε−≈σ−=  при дос-
таточно малых значениях νS). Окончание линейного участка кривой соответ-
ствует пределу пропорциональности σS(0). 

ОБСУЖДЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ  
РЕЗУЛЬТАТОВ 

Как видно из таблицы, угол между осью пирамиды и ее гранью γSR(AFM) = 
78,0°, определенный на атомно-силовом микроскопе, оказался примерно рав-
ным углу γSR = 77,3°, рассчитанному по развитой в настоящей работе модели, 
и значительно больше, чем угол γ*

SR = 69,5°, рассчитанный по (15) в предпо-
ложении отсутствия пластической деформации индентора. Это соответствует 
развиваемым представлениям об упруго-пластической деформации алмазно-
го индентора при его давлении на алмазный образец. 

Из таблицы следует также, что значение 18,1≈=
c

bx S , тогда как 

0,1≈=
c
by i . Это свидетельствует об очень малой зоне упруго-пластической 

деформации вокруг ядра деформации в исследуемых образцах алмаза. В ин-
денторе такая зона практически отсутствует. Столь низкие значения x и y 
свидетельствуют о низкой пластичности материала и доминирующих у него 
упругих свойствах. В то же время некоторая пластичность в алмазе при 
900 °С все же наблюдается (см. таблицу). В процессе индентирования ядро 
практически формируется накопленными малыми пластическими деформа-
циями, происходящими на его границе, где в процессе индентирования к 
нему присоединяется материал упруго-пластической области. 

На рис. 7 приведены значения общей εt, упругой εe и пластической дефор-
мации εp в зависимости от угла индентора между осью пирамиды и ее гранью 
γi. Видно, что деформации возрастают при уменьшении γi, т. е. они возраста-
ют при увеличении остроты индентора. Отметим, что для всех инденторов 
была обнаружена небольшая (от 3,5 до 0,9 %) пластическая деформация.  

Характеристика пластичности δH, как видно из таблицы, существенно ни-
же критической величины δH = 0,9, при которой в большинстве материалов 
проявляется макроскопическая пластичность [31]. Вместе с тем при 900 °С δH 
достаточно велика для получения качественных отпечатков твердости. 

Отметим еще, что в настоящей работе показано, что отношение HM/YS для 
алмаза оказывается близким к единице или даже несколько ниже, т. е. можно 
считать, что HM ≈ YS. Этот результат хорошо коррелирует с представлениями 
развиваемыми в [25, 27]. Напомним, что для металлов обычно HM/YS ≈ 3 [26]. 

Некоторая пластичность алмаза при 900 °С позволяет изучать особенно-
сти его деформации, в отличие от комнатной температуры, при которой 
δH → 0 и в образовании отпечатка твердости основную роль играет процесс 
хрупкого разрушения. Это следует, например, из обработки эксперименталь-
ных данных по температурной зависимости твердости алмаза [42]. 

Деформационное упрочнение алмаза обсудим с использованием уравне-
ния Людвика [43]: 

( ) n
pS Nε+σ=σ 0 ,    (28) 

где N и n – коэффициент и показатель деформационного упрочнения. 
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В настоящей работе показано, что кривая деформации алмаза, приведен-
ная на рис. 8, удовлетворительно описывается уравнением (28) при σS (0) ≈ 
31 ГПа, N = 19,54 ГПа и n = 0,53. 
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Рис. 8. Кривая деформации алмаза ( ) 53,054,190 tS ε+σ=σ , состоящая из линейного участка, 
построенного по уравнению (23) (ниже предела пропорциональности σS (0)) и параболиче-
ского участка, построенного по экспериментальным результатам, приведенным в таблице; 
температура индентирования 900 °С. 

 
При дислокационном механизме деформации однофазного материала [44] 

2/12/1 −α= lbGN ,    (29) 

где α – константа близкая к единице; G – модуль сдвига; b – вектор Бюргерса; 
� – средняя длина пробега дислокации и n = 0,5. Значение n, близкое к 0,5, 
подтверждает дислокационный характер пластической деформации алмаза в 
процессе индентирования при 900 °С. 

По величине N можно оценить среднюю длину пробега дислокаций �. Для 
наиболее часто встречающихся в алмазе простых дислокаций вектор Бюргер-
са b = 0,5а <110>, где a – параметр кубической ячейки. Для алмаза а = 
0,356 нм, модуль сдвига G = 533 ГПа. Используя (29), получаем � ≈ 0,13 мкм. 
Сравним значение � с шириной зоны упруго-пластической деформации во-
круг индентора, которую можно оценить как L = bS – c. Значение с ≈ 5 мкм, 
как следует из рис. 6. Отношение x = bS/с = 1,18 в соответствии с таблицей. 
Следовательно, L ≈ 0,9 мкм и � в полтора-два раза меньше чем L. Такое соот-
ношение представляется разумным в рамках дислокационных представлений.  

Отметим еще, что малое значение � подтверждает представление о том, 
что в процессе индентирования ядро формируется накопленными малыми 
пластическими деформациями, происходящими на его границе. 

Как видно, параметр N = 19,54 ГПа оказался очень большим для алмаза. 
Так, например, даже при комнатной температуре N = 0,65 ГПа – для Мо и N < 
0,55 ГПа – для сталей. Только для твердого сплава WC–Co было получено 
близкое значение N = 10–15 ГПа [45, 46], что обусловлено очень малой тол-
щиной прослоек кобальта, по которым развивается пластическая деформация 
в этих сплавах. 
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Таким образом, полученные результаты свидетельствуют о том, что для 
алмаза при 900 °С характерно очень сильное деформационное упрочнение, 
большее, чем в других однофазных кристаллических материалах при комнат-
ной температуре. Сильное деформационное упрочнение алмаза обусловлено 
высоким значением модуля сдвига G и малой подвижностью дислокаций, что 
приводит к очень низкому значению �. 

Отметим еще, что значение предела пропорциональности σS (0) ≈ 31 ГПа 
при 900 °С, полученное в настоящей работе для монокристалла алмаза, также 
является уникально высоким и превышает предел пропорциональности дру-
гих кристаллических материалов. При этом упругая деформация, при кото-
рой достигается предел пропорциональности εe ≈ 2,5 %, что также сущест-
венно выше, чем для других однофазных материалов. 

Кривая деформации алмаза, приведенная на рис. 8, получена для условий 
деформации при индентировании с использованием соотношения (23), кото-
рое для алмаза можно рассматривать как закон Гука eSEHM ε−≈σ−= , по-
скольку для него коэффициент Пуассона мал, 07,0=νS . Поэтому можно 
считать, что полученная кривая деформации отражает поведение алмаза при 
одноосном сжатии. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложена ядерная модель индентирования, в которой не только обра-
зец, но и индентор деформируются упруго-пластически. В модели рассмат-
ривается контактное взаимодействие острого индентора (конус или эффек-
тивная пирамида) с плоской поверхностью образца. Модель приближенно 
определяет размеры упруго-пластических зон в инденторе и образце, эффек-
тивный угол индентора между осью пирамиды и ее гранью под нагрузкой, а 
также эффективные углы между осью пирамиды и ее гранью для индентора и 
отпечатка после их разгрузки. На основе этой модели разработана методика 
определения пределов текучести образца YS и индентора Yi, в которой к тео-
ретическим соотношениям модели индентирования добавлены соотношения, 
использующие экспериментальные значения эффективного угла отпечатка в 
образце и измеренные значения твердости по Мейеру HM (среднего контакт-
ного давления). Модель обобщает известную модель Джонсона и была при-
менена для определения твердости алмаза алмазным индентором в предпо-
ложении их изотропности и описания особенностей деформации алмаза при 
температуре 900 °С. При этом твердость инденторов была несколько выше 
твердости образцов. 

Предложенная модель позволяет, по результатам измерения твердости ал-
маза коническим индентором с углом при вершине 2γi, рассчитать эффектив-
ный угол 2ψ, внедренного в образец индентора под нагрузкой, а также вос-
становленный эффективный угол при вершине индентора 2γiR и угол восста-
новленного отпечатка твердости 2γSR, после снятия нагрузки на индентор и 
упругого восстановления материала образца и индентора. Разработанная 
теория была подтверждена совпадением расчетного угла 2γSR со значением 
этого угла, определенного с помощью атомно-силовой микроскопии. 

При температуре 900 °С (при которой пластичность алмаза несколько по-
вышена и разрушение не оказывает значительного влияния на результаты 
измерения твердости) микротвердость синтетических алмазов типа Ib опре-
делена с использованием пяти трехгранных пирамидальных инденторов с 
углами между осью пирамиды и гранью γi = 60°, 62,5°, 65°, 67,5° и 70°. Обра-
ботка экспериментальных результатов проведена с применением разработан-
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ной модели индентирования. Определены пределы текучести образца YS и 
индентора Yi и отношение HM/YS. При этом показано, что для алмаза HM/YS ≈ 
1, т. е. HM ≈ YS. 

Показано, что микротвердость HM при каждом последующем измерении 
одним индентором снижается, что связывается с притуплением индентора 
(увеличением угла γi), вследствие его пластической деформации при инден-
тировании. При многократном измерении твердости одним индентором про-
исходит его разрушение с отколом его вершины. Полученные после откола 
отпечатки не использовали. В качестве твердости алмаза HM принимали пер-
вое значение твердости после переточки индентора с учетом усреднения по 
значениям последующих величин HM, используя уравнение HM = fgm, где g – 
номер отпечатка после переточки индентора, f и m – константы, которые вы-
бирали таким образом, чтобы среднеквадратичная погрешность была мини-
мальной. 

Показано, что микротвердость HM и предел текучести образца YS возрас-
тают при уменьшении угла при вершине индентора γi, т. е. при увеличении 
степени деформации, что позволило получить сведения о деформационном 
упрочнении алмаза. Впервые получена кривая деформации алмаза в условиях 
близких к одноосному сжатию со степенью общей деформации до 8,3 %. 
Максимальная пластическая деформация при этом составляла 3,5 %. 

Показано, что для алмаза даже при 900 °С характерно очень сильное де-
формационное упрочнение, большее, чем в других однофазных кристалличе-
ских материалах при комнатной температуре. Сильное деформационное уп-
рочнение алмаза обусловлено высоким модулем сдвига G и малой подвижно-
стью дислокаций, что приводит к очень низкому значению средней величины 
пробега дислокаций. 

Показано, что величина предела пропорциональности алмаза σS(0) ≈ 
31 ГПа при 900 °С, что существенно превышает предел пропорциональности 
других кристаллических материалов. При этом упругая деформация, при 
которой достигается предел пропорциональности εe ≈ 2,5 %, что также суще-
ственно выше, чем для других однофазных материалов. 

Выполнен расчет упругой εe, пластической εp и общей εt линейной дефор-
мации образцов алмаза в области контакта образца и инденторов с разными 
углами γi. Деформации εe, εp, εt являются средними в области контакта в на-
правлении силы, действующей на индентор. Показано, что уменьшение угла 
γi (т. е. переход к более острым инденторам) приводит к росту деформаций, 
что и обуславливает наблюдаемое при этом повышение твердости. 

Характеристика пластичности алмаза, определенная методом индентиро-
вания в соответствии с [31] указанными выше инденторами, δH ≈ 0,2–0,4. Все 
полученные значения δH оказались существенно ниже критического значения 
δH = 0,9, при котором проявляется макроскопическая пластичность. Вместе с 
тем, значение δH при 900 °С достаточно высокое для получения качественных 
отпечатков микротвердости. 

Таким образом, в настоящей работе впервые предложена модель процесса 
индентирования, при котором как образец, так и индентор деформируются 
упруго-пластически. Выполненные экспериментальные исследования показа-
ли целесообразность применения этой модели для изучения механических 
свойств алмаза методом индентирования. 

Разработанная модель индентирования может быть также использована в 
случае применения инденторов из более мягких, чем алмаз, материалов, если 
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в процессе индентирования наблюдается упруго-пластическая деформация не 
только материала, но и индентора. 

 
Запропоновано модель індентування конічними і пірамідальними 

інденторами, в якій не лише зразок, але й індентор деформуються пружно-пластично, та 
їх матеріали задовольняють умові текучості Мізеса. Такі умови характерні для 
вимірювання твердості алмазу алмазним індентором. Дана модель уточнює і узагальнює 
відому спрощену модель Джонсона з пружно-деформованим індентором. Модель дозволяє 
наближено визначати розміри пружно-пластичних зон в інденторі і зразку, ефективний 
кут при вершині індентора під навантаженням, а також ефективні кути індентора і 
відбитку після їх розвантаження. На основі даної моделі розроблено методику визначення 
границь текучості зразка YS і індентора Yi, в якій до теоретичних співвідношень моделі 
індентування додані співвідношення, які використовують експериментальні значення 
ефективного кута відбитку в зразку і виміряно значення твердості по Мейєру НМ (серед-
нього контактного тиску). Розроблена обчислювальна методика використана в експери-
ментах по індентуванню синтетичного алмазу при температурі 900 °С (при якій алмаз 
має помітні пластичні властивості) із застосуванням пірамідальних інденторів з природ-
ного алмазу з різними кутами при вершині. Згідно запропонованої моделі, досліджено 
напружено-деформовані стани зразків і інденторів і визначено їх межі текучості і ха-
рактеристика пластичності. Побудовано криву деформації алмазу в координатах на-
пруження–загальна деформація. Досліджено також деформаційне зміцнення алмазу. 

Ключові слова: алмаз, механічні властивості, твердість, границя 
текучості, деформаційне зміцнення, атомно-силова мікроскопія. 

 
A simplified model of indentation experiments with conical and pyramidal 

indenters, in which not only a specimen, but also an indenter are elastoplastically deformed, and 
their materials obey the Mises yield condition, is proposed. Such conditions are typical to meas-
ure the hardness of diamond diamond indenter. This model generalizes and refines the well-
known simplified Johnson model with an elastically deformable indenter. It determines approxi-
mately the sizes of elastoplastic zones in an indenter and specimen, the effective angle of the 
indenter under load, and the effective angles of the indenter and indent after their unloading. On 
the basis of the proposed model, we have developed a technique for the determination of the 
yield stress of the indenter and specimen for the case where their elastic characteristics (con-
stants) are known. In this technique experimental values of the effective angle of the indent in the 
specimen and measured values of the Meyer hardness (mean contact pressure) are added to the 
theoretical relations of the indentation model. The developed technique has been used in indenta-
tion experiments on the synthetic diamond at the temperature of 900 °C (at which diamond has 
appreciable plastic properties) with the use of pyramidal indenters made of natural diamond 
with different apex angles. According to the proposed model, the stress-strain state of indenters 
and specimens have been investigated, and their yield stress and plasticity characteristic have 
been determined. A deformation curve of diamond has been constructed in the stress–total strain 
coordinates. Strain hardening of diamond was investigated as well. 

Keywords: diamond crystal, mechanical properties, hardness, yield stress, 
strain hardening, atomic force microscopy. 
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