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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА МОНТЕ-КАРЛО  
ДЛЯ ОЦЕНИВАНИЯ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ В ИЗМЕРЕНИЯХ 

 
Рассмотрена процедура Монте-Карло для оценивания неопределенности в измерениях. Предложен 

принцип моделирования совместного распределения двух коррелированных величин с произвольными зако-
нами распределения.  Разработаны алгоритмы формирования массива данных,  распределенных по закону 
Стьюдента, а также формирования совместного закона распределения двух коррелированных и некорре-
лированных величин, распределенных по закону Стьюдента. Приведены формулы для определения резуль-
тата измерения и расширенной неопределенности. 
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Введение 

Общий подход оценивания неопределенности 
измерений, описанный в GUM [1] имеет ряд ограни-
чений, которые перечислены в [2]. Устранить эти 
ограничения может применение метода статистиче-
ского моделирования (Монте-Карло), в основе кото-
рого лежит закон распространения распределений 
[3]. Этот метод положен в основу Приложения 1 к 
GUM «Численные методы распространения законов 
распределений», разработанного Рабочей Группой 1 
(WG1), созданной в рамках Объединенного комите-
та по руководствам в метрологии, возглавляемого 
директором BIPM [4]. Следует отметить, что в При-
ложении 1 (еще не опубликованном) не рассмотре-
ны вопросы формирования совместных законов 
распределения Стьюдента при оценивании неопре-
деленности типа А при наличии наблюдаемой кор-
реляции, а так же совместных равномерных законов 
распределения при оценивании неопределенности 
типа В при наличии предполагаемой корреляции.  

Настоящая статья содержит изложение вопро-
сов оценивания неопределенности измерений мето-
дом Монте-Карло с учетом наличия наблюдаемой и 
предполагаемой корреляции.   

1. Метод Монте-Карло  
и его реализация 

В методе Монте-Карло входные величины 
1 2 mX ,X ,...X  представляются как случайные вели-

чины с плотностями распределения вероятностей 
1 2 mg ,g ,...g .  

Математические ожидания и стандартные от-
клонения этих распределений вероятности задаются 
равными оценкам входных величин  1 2 mx , x ,...x  и 
их стандартным неопределенностям 1 2 mu , u ,...u  
соответственно.  

В этом случае применение метода Монте-
Карло заключается в выполнении следующих опе-
раций (рис. 2): 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 1. Реализация метода Монте-Карло 
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1. Генерирование m  массивов случайных чи-
сел jx , j 1,2,..., m= заданного объема n  ( n =105 -

106), подчиняющихся требуемым законам распреде-
ления. 

2. Получение массива оценки выходной вели-
чины y  объема  n . 

3. Вычисление оценок параметров полученного 
распределения: среднего арифметического y и рас-

ширенной неопределенности ( )pU y для заданного 

уровня доверия  p . 
4. Повторение L  раз ( L =50-100) шагов 1-3 с 

получением усредненных значений оценок перечис-
ленных в п. 3 параметров и вычислением оценки их 
СКО для определения их достоверности.   

Достоинством метода Монте-Карло является 
возможность практически неограниченного повы-
шения его точности путем увеличения объемов 
n L×  массивов случайных чисел.  

2. Формирование массивов данных 
входных величин, оцениваемых  

по типу В 
При оценивании неопределенности типа В не-

обходимо получать массивы данных, распределен-
ных по нормальному, равномерному, треугольному, 
арксинусному или другим законам, применяемым в 
этом случае. Как правило, встроенные генераторы 
случайных чисел в математические и статистиче-
ские пакеты обеспечивают генерацию чисел, рас-
пределенных по нормальному и равномерному за-
конам. Остальные требуемые законы распределения 
могут быть получены методом обратных функций. 

Для реализации метода обратных функций не-
обходимо осуществить генерацию случайных чисел, 
распределенных равномерно в диапазоне  [0;1]. Эти 
числа преобразуются в соответствии с выражением 

( )* 1
ji jix G x−= , 

где  jix  − исходное i -ое случайное число j -й вход-

ной величины, распределенное по равномерному 

закону; *
jix  − искомое i -ое случайное число j -й 

входной величины, распределенное по заданному 

закону; 1G− − обратная интегральная функция за-
данного закона распределения.  

Некоторые законы распределения можно полу-
чить путем сложения случайных чисел, распреде-
ленных по известным законам. Так, треугольный 
закон распределения получается путем сложения 
двух массивов случайных чисел, распределенных по 
равномерному закону с равными СКО, трапецеи-
дальный закон является результатом сложения двух 
массивов случайных чисел, распределенных по рав-
номерному закону с разными СКО 1σ  и 2σ . При 

этом СКО результирующего закона Σσ  определяет-
ся в соответствии с правилом сложения дисперсий:  

2 2
1 2Σσ = σ + σ . 

При оценивании неопределенности типа В воз-
можным является наличие нескольких попарно кор-
релированных входных величин. Корреляция этих 
величин (т.н. предполагаемая корреляция) обуслов-
лена использованием при их определении одного и 
того же измерительного прибора, физического эта-
лона измерения или одних и тех же справочных 
данных, имеющих значительную неопределенность.  

Для осуществления процедуры Монте-Карло в 
этом случае необходимо генерировать совместный 
(двумерный) закон распределения коррелированных 
входных величин. Эта задача легко решается для 
нормальных законов распределения [4]. Однако для 
других законов эта процедура не отработана, хотя в 
ней имеется острая необходимость, поскольку вкла-
ды неопределенности, оцениваемые по типу В, как 
правило распределены по законам, отличным от 
нормального. Разработанный метод моделирования 
совместного распределения двух коррелированных 
величин с произвольными законами распределения 
[5] включает операции, приведенные на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Принцип моделирования совместного  
распределения двух коррелированных величин  
с произвольными законами распределения 
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Предлагаемый подход позволяет осуществлять 
генерирование попарно коррелированных случай-
ных чисел с заданными коэффициентами корреля-
ции и любыми, в том числе не одинаковыми, зако-
нами распределения.  

Исследования показали [8], что методическая 
систематическая составляющая погрешности вос-
произведения коэффициента корреляции при осу-
ществлении имитационного моделирования, обу-
словленная нелинейностью преобразования исход-
ных законов распределения, не превышает при по-
лучении равномерных законов распределения 
−0,018 в диапазоне 1 r 1− ≤ ≤  и достигает максимума 
в точках r 0,6≈ ± .  

Осуществление метода обратных функций для 
получения коррелированных входных величин, рас-
пределенных по закону арксинуса, увеличивает мак-
симальное значение дополнительной систематиче-
ской погрешности воспроизведения коэффициента 
корреляции до −0,043. Введение соответствующих 
поправок к значению коэффициента корреляции 
позволяет скомпенсировать указанную системати-
ческую погрешность.   

3. Формирование массивов данных 
входных величин, оцениваемых  

по типу А 
При оценивании неопределенности типа А не-

обходимо получать массивы данных, распределенных 
по закону Стьюдента.  Основой для его получения 
является известное выражение для параметра T : 

 
( )

xx M
T

s x
−

= .   (1) 

Для получения массива случайных чисел, рас-
пределенных по закону Стьюдента с заданным чис-
лом степеней свободы ν  необходимо выполнить 
операции, приведенные на рис. 3. 

 
Рис. 3. Принцип формирования массива данных,   

распределенных по закону Стьюдента 

 
При оценивании неопределенности типа А при-

ходится сталкиваться с ситуациями, когда входные 
величины попарно коррелированны. В этом случае 
причиной т.н. наблюдаемой корреляции является 
измерение двух или более входных величин одно-
временно в одних условиях. Чаще всего с наблю-
даемой попарной корреляцией можно встретиться 
при проведении косвенных многократных измере-
ний. 

Для осуществления процедуры Монте-Карло 
необходимо генерировать совместный (двумерный) 
закон распределения Стьюдента коррелированных 
входных величин. Эта задача решается путем вы-
полнения операций, приведенных на рис. 4. 

 
Рис. 4. Принцип формирования совместного  

закона распределения Стьюдента  
коррелированных входных величин. 

4. Получение значений расширенной не-
определенности по статистическим дан-

ным выходной величины 
После завершения формирования массивов 

данных всех входных величин  
1 2 mX , X ,...X  

осуществляется формирование массива данных вы-
ходной величины в соответствии с модельным 
уравнением  

( )1 2 mY f X ,X ,...X= . 
После полученного массива данных выходной 

величины определяется оценка результата измере-
ния по формуле: 

n

i
q 1

1y y
n =

= ∑  

Для получения оценки расширенной неопреде-
ленности необходимо упорядочить полученный 
массив данных выходной величины и рассчитать ее 
интерквантильный интервал по формуле 
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( )p n(1 p) 2 n 1 p 2
1U y y
2 + −
⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

где                    n(1 p) 2y +  и ( )n 1 p 2y −  – 

n(1 p) 2+  и ( )n 1 p 2−  члены упорядоченного мас-
сива данных выходной величины соответственно 
с [6]. 

Так, для p 0,95= и 5n 10=  квантили распреде-
ления выходной величины оцениваются для 97500 и 
2500 члена упорядоченного ряда.  

Для уточнения получаемых оценок результата 
измерения и его расширенной неопределенности и 
оценивания стандартного отклонения этих оценок 
необходимо осуществить повторение перечислен-
ных операций L  раз ( L =50-100) с последующим 
усреднением. 

5. Автоматизация оценивания  
неопределенности измерения 

Авторы развили программное средство для 
оценивания неопределенности измерения, основан-
ное на реализации метода Монте-Карло [2].  

Применение этой программы избавляет опе-
ратора от рутинной работы, ускоряет процесс об-
работки результатов и повышает их достовер-
ность. 

Выводы 
Описана реализация метода Монте-Карло для 

оценивания результатов и неопределенности изме-
рений, описываемых модельными уравнениями 
произвольного вида.  

Применение этого метода позволяет устранить 
недостатки закона распространения неопределенно-
сти при наличии существенной нелинейности  
 

модельного уравнения, корреляции между входны-
ми величинами при отличии закона распределения 
выходной величины от нормального.  

Предлагаемый подход позволяет осуществлять 
генерирование попарно коррелированных случай-
ных чисел с заданными коэффициентами корреля-
ции и любыми, в том числе не одинаковыми, зако-
нами распределения. 
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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ МОНТЕ-КАРЛО ДЛЯ ОЦІНЮВАННЯ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ У ВИМІРЮВАННЯХ 

Захаров І.П., Водотика С.В. 
Розглядається процедура Монте-Карло для оцінювання невизначеності у вимірюваннях. Запропоновано принцип 

моделювання сумісного закону рас поділення двох корельованих величин з довільними законами розподілу. Розроблені 
алгоритми формування масиву даних, які розподілені за законом Стьюдента, а також формування сумісного закону 
розподілу двох корельованих та некорельованих вхідних величин, які розподілені за законом Стьюдента. Наведені 
формули для визначення результату вимірювань та розширеної невизначеності.  

Ключові слова: невизначеність вимірювань, метод Монте-Карло, кореляція, стандартна невизначеність, розши-
рена невизначеність. 
 

APPLICATION OF MONTE-CARLO SIMULATION FOR AN EVALUATING OF THE MESUREMENTS UNCER-
TAINTY 

Zakharov I.P.,Vodotika S.V. 
The Monte Carlo procedure for evaluation of uncertainty in measurements is considered. The principle of modelling of 

joint distribution of two correlation quantities with any laws of distribution is offered. Algorithms of formation of the data array, 
distributed under Student's distribution, and also formations of the joint law of distribution of two correlated and non correlated 
quantities distributed under Student's distribution are developed. Formulas for determination of result of measurement and the 
expanded uncertainty are resulted. Algorithms of formation correlation and non correlation data arrays of the input quantity 
estimated on types A and В are developed. 

Keywords: uncertainty in measurement, Monte Carlo simulation, correlation, standard uncertainty, expended uncer-
tainty. 


