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ИССЛЕДОВАНИЕ МЕТОДОВ ОЦЕНИВАНИЯ РАСШИРЕННОЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

 
В статье приведены результаты исследования  различных методов оценивания неопределенности, ко-

торые систематизированы по следующим группам: аналитические, численные, и приближенные, основан-
ные на использовании моментов композиционного распределения. Рассмотрены достоинства и недостатки 
методов в конкретных ситуациях. Приведены результаты моделирования, проанализированы полученные 
значения покрывающего фактора. 
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Введение 

Оценивание комбинированной стандартной не-
определенности с использованием весовых коэффи-
циентов и стандартных неопределенностей состав-
ляющих не вызывает в настоящее время никаких 
трудностей. При оценивании расширенной неопре-
деленности необходимо значение покрывающего 
фактора (коэффициента охвата), которые в свою оче-
редь определяют по уровню доверия и композиции 
распределений составляющих неопределенности. 

Методы оценивания расширенной неопределен-
ности (покрывающего фактора) можно разделить на 
следующие группы: аналитические; численные; при-
ближенные, основанные на использовании моментов 
композиционного (суммарного) распределения. 

Ниже рассмотрены эти группы методов.  

Аналитические методы 

Аналитические методы – это методы, основан-
ные на представлении исходных распределений в 
аналитическом виде и на получении результирую-
щего (композиционного) распределения, тоже в 
аналитическом виде. Это методы, основанные на 
непрерывной свертке распределений составляющих 
неопределенности или использовании характери-
стических функций.  

При непрерывной свертке функцию распреде-
ления двух составляющих неопределенности полу-
чают из выражения: 

1 1F(y) f (x) f (y x)dy,                  (1) 

где 1f (x) , 2f (x)  – функции плотности вероятности 
составляющих неопределенности. 

Квантили распределения /2 1 /2,     , т.е. рас-
ширенную неопределенность при уровни доверия 
1   получают из F(y) , решая уравнение 

/2F( ) / 2    или 1 /2F( ) 1 / 2   . 
Наличие двойного интегрирования в выраже-

нии (1) затрудняет получение аналитического выра-

жения для F(y)  для большей части распределений. 
Кроме того, свертка реализуется попарно, и наличие 
нескольких составляющих неопределенности при-
водит к многократному повторению операции 
свертки, что усложняет и без того трудную задачу. 
Поэтому использование непрерывной свертки целе-
сообразно в тех случаях, где результаты могут быть 
получены в аналитическом виде без приближения. 
Результаты непрерывной свертки могут быть ис-
пользованы для верификации приближенных мето-
дов, например, в случае свертки нормального и рав-
номерного распределений. 

В ряде случаев значение расширенной неопре-
деленности может быть получено с помощью ис-
пользования свойства характеристических функций: 
характеристическая функция системы независимых 
случайных величин равняется произведению харак-
теристических функций случайных величин, входя-
щих в систему:  

1 2 n i

n

x ,x ,...,x 1 2 n x i
i 1

E (u , u ,..., u ) E (u ),


          (2) 

где  ix i i iE (u ) M exp ju x     – характеристические 

функции отдельных составляющих. 
Процедура использования характеристических 

функций следующая: характеристические функции 
отдельных составляющих неопределенности пере-
множают; с использованием обратного преобразо-

вания Фурье от i

n

x i
i 1

E (u )

  находят функцию плот-

ности вероятности композиции составляющих; с 
последующим интегрированием получают функцию 
распределения от F(y) . Дальнейшие вычисления 
аналогичны тем, которые использовались для не-
прерывной свертки. Преимущество использования 
характеристических функций заключается в одно-
временном объединении нескольких составляющих 
неопределенности. Недостатки метода с использо-
ванием характеристических функций такие же, как и 
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у метода с использованием непрерывной свертки. 
Поэтому область применения ограничивается полу-
чением аналитического выражения для функции 
распределения. Но метод может быть использован 
для получения данных при верификации устройств, 
реализующих приближенные методы.  

Численные методы 

Группа численных методов включает модели-
рование Монте-Карло и дискретную свертку. Упо-
мянутый в [1 – 3] метод Монте-Карло лег в основу 
документа [4] – дополнения к GUM. 

В качестве исходных данных для моделирова-
ния служит: модель измерения и функция плотности 
вероятности входных величин модели, которые си-
мулируются в выборке большего объема (по реко-
мендациям [4] – 106). Результатами моделирования 
являются стандартная неопределенность u  и по-
крывающий интервал l h[y ,  y ] , рассчитанные стати-
стически. Покрывающий интервал находят по куму-
лятивной функции распределения F(y)  для задан-
ной вероятности P : 

l h
1 P 1 PF(y ) ;  F(y )

2 2
 

  . 

Расширенная неопределенность в этом случае 
соответствует половине покрывающего интервала: 

h ly y
U(P)

2


 .                          (3) 

Метод Монте-Карло имеет следующие пре-
имущества: 

– имеет широкие возможности при объедине-
нии составляющих с оцениванием типа В; 

– может быть использован при реализации мо-
делей любой сложности (несимметричные распре-
деления составляющих, нелинейные модели с кор-
релированными входными величинами); 

– может быть использован для исследования 
объединения составляющих с оцениванием типа А и 
типа В; 

– позволяет решить проблему автоматизации 
оценивания неопределенности. 

Качество оценки расширенной неопределенно-
сти определяется: 

– выбором физического или алгоритмического 
источника случайных чисел. Как правило, это генера-
тор псевдослучайных чисел, который должен иметь 
большой период повторения и отвечать испытаниям 
по различным критериям согласия. Речь идет о по-
грешности воспроизведения случайных чисел; 

– погрешностью усечения исходных распреде-
лений (рассмотрено в [5]). 

К недостаткам метода Монте-Карло следует 
отнести: 

– сложности при перенесении полученной, смо-
делированной функции плотности вероятности вы-
ходной величины в другие задачи. Она представляет 

собой выборку большого объема, а не аналитиче-
ское выражение или некоторый класс распределе-
ния; 

– «усечение» распределений (ограничение пре-
дельными значениями); 

– невозможность моделирования конкретного 
эмпирического распределения при обработке мно-
гократных измерений (составляющей неопределен-
ности с оцениванием типа А).   

При реализации метода дискретной свертки 
(метода перебора вариантов) исходные распределе-
ния составляющих типа В и типа А представляют в 
виде полигонов [6]. 

При реализации процедуры дискретной сверт-
ки абсциссы полигонов складываются, а ординаты 
(вероятности) перемножаются. При определении 
вида распределения по полученному массиву дан-
ных строится гистограмма, для нахождения расши-
ренной неопределенности строится кумулятивная 
кривая распределения, как и в методе Монте-Карло. 
Количество интервалов, на которое разбивают ис-
ходное распределение, определяют на основе задан-
ной погрешности дискретизации  : 

n
2
i i

i 1
max f (x),


  l                        (4) 

где il – длина интервала; imax f (x)  – максимальное 
значение производной от функции плотности веро-
ятности if (x) ; n  – количество объединяемых рас-
пределений. 

Например, для арксинусного распределения 
количество интервалов, на которое разбивалось ис-
ходное распределение, составляло 100. 

Метод дискретной свертки уступает методу 
Монте-Карло в отношении реализации сложных мо-
делей, и так же годится только для усеченных рас-
пределений, но имеет свои преимущества: позволяет 
смоделировать любую форму распределения входной 
величины; может быть использовано любое исходное 
эмпирическое распределение в виде полигона. 

Методы, основанные  
на приближенных правилах 

Методы, основанные на приближенных прави-
лах базируются на рекомендациях, приведенных в  
международном документе [7] и подтвержденных в 
[8] и отечественном [9]. Краткое пояснение подхо-
дов к выбору покрывающего коэффициента приве-
дено в табл. 1.  

К приближенным правилам относят использо-
вание допущений с применением Центральной пре-
дельной теоремы. Покрывающий фактор при объе-
динении составляющих с оцениванием типа В  соот-
ветственно равен: K(0,95) 1,96;  K(0,99) 2,58.  
При объединении составляющих типа А и типа В 
применяют коэффициент Стьюдента. При этом, по-
лагают, что число степеней свободы для состав-
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ляющих с оцениванием типа В Bj ,    а типа А 

Ai n 1   . Тогда:  
22 2

eff B A(n 1) 1 u u      .                  (5) 

Для уточнения оценок в [8] предлагается фор-
мула для числа степеней свободы:      

22
i i

Bi 2
ii

u (x ) u(x )1 1
2 2 u(x )[u(x )]


 

    
  

,          (6) 

где 2
i[u(x )]  – дисперсия оценки неопределенно-

сти; i iu(x ) / u(x )  – относительная неопределен-
ность оцененной по типу В неопределенности. 

Таблица 1 
Пояснение подходов к выбору покрывающего коэффициента 

 Рекомендации ISO Положения отечественных НД 
Однократные 
измерения 

Аппроксимация распределения выходной величи-
ны нормальным распределением на основе Цен-
тральной предельной теоремы: 

1K(P) Ф (P / 2)  

Квантильный коэффициент для равномерно 
распределенных составляющих зависит от 
их числа m : 

B BU (P) K(P,m) u   

Многократные 
измерения ( n  
наблюдений) 

effK(P) t( , P)  , де efft( , P) – коэффициент 
Стьюдента для уровня доверия P  и эффективного 
числа степеней свободы eff , которое  вычисляет-
ся из теоремы Велча-Саттервейта: 

4N
4 i

eff c
ii 1

u (y)u


 
  

При отсутствии доминирующих состав-
ляющих коэффициент рассчитывается по 
эмпирической формуле: 

A B

A B

U (P) U (P)
K(P) ,

u u





 

 
A A AU (P) t(v ,P) u   

 

В [10] формула интерпретирована так:   

 

21
1

2 Ф (P) 2L
B P2 21

u1 1 e u
2 2L Ф (P)





 
  



 
 

  
 
 

 ,   (7) 

где Lu – неопределенность граничных значений L ; 

Pu  – неопределенность значения доверительной 

вероятности; 1Ф (P)   – обратная функция Лапласа. 
Число степеней свободы, полученное по фор-

мулам (5), (6) и (7) значительно отличаются при раз-
ных соотношениях между составляющими типа А и 
типа В.  

Второй подход связан с использованием полу-
ченных эмпирическим путем данных: коэффициен-
тами при объединении составляющих при одно-
кратных измерениях (ограничением является пред-
положение о равномерных распределениях состав-
ляющих неопределенности) и эмпирической форму-
лой для расчета коэффициента при обработке ре-
зультатов многократных измерений. Исследования 
показывают, что метод, представленный в [9] дает 
более корректные оценки. 

Приближенные методы, основанные  
на использовании моментов  

композиционного (суммарного)  
распределения 

Объективной характеристикой оценивания не-
определенности измерения являются моменты рас-
пределения. Поэтому, особый интерес представляет 
группа приближенных  методов, основанных на мо-
ментах распределения. Речь идет как о моментах 
теоретических распределений для составляющих с 

оцениванием типа В, так и об оценках моментов 
эмпирических распределений для составляющих с 
оцениванием типа А. В группу отнесены методы с 
аппроксимацией распределений полиномами и ме-
тод с использованием суммарного эксцесса и клас-
сификации распределений. 

В [11] предложена топографическая классифи-
кация распределений на основании значений контр-
эксцесса и энтропийного коэффициента. Авторы 
выделили четыре основных класса распределений 
(класс экспоненциальных и трапецеидальных (Э), 
класс шапо (Ш), класс двухмодальных островер-
шинных (О) и двухмодальных круглоровершинных 
(К)) и для каждого из классов выражение для расче-
та квантильного коэффициента (покрывающего 
фактора). 

Таким образом, покрывающий коэффициент 
для данного метода зависит от: выбора класса рас-
пределения; значения эксцесса; доверительной ве-
роятности. Значения эксцессов для составляющих с 
оцениванием типа А и типа В, и формат их объеди-
нения приведены в таблице 2. Применить топогра-
фическую классификацию непосредственно – доста-
точно сложно, поэтому принятие решений об отне-
сении распределений к одному из четырех классов 
делалось в разработанном на основе этого метода 
анализаторе неопределенности с помощью базы 
правил [12]. Для ограничения количества правил 
были проведены дополнительные исследования. 

Качество оценки расширенной неопределенно-
сти при использовании данного метода связано с 
правильным выбором класса результирующего рас-
пределения и с погрешностью аппроксимирующего 
выражения.  
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Таблица 2  
Расчет суммарного эксцесса 

 

Значение эксцесса для составляющих  
с оцениванием типа А 

Значение эксцесса для составляющих  
с оцениванием типа В 

Равномерное распределение: B 1,8   

Нормальное усеченное распределение: B 2,8   

Треугольное распределение: B 2, 4   

 

 
3 4

i4
A 4 42

i

n (x x)

(x x)

 
  

 







 

Арксинусное распределение: B 1,5   
Объединение эксцессов 

2
2 2 1

c 1 2 2 2
1 2

up 6 p (1 p) (1 p) , p
u u

            


, 

где 1 , 2  – значение эксцесса двух составляющих, которые объединяются, соответственно:
 1u , 2u  – стандартные 

неопределенности. 
 

Так, например, для класса экспоненциальных 
распределений она составляет 4%. 

Метод с использованием ряда Грама-Шарлье 
[13]. Для аппроксимации распределений использу-
ется обобщение Грама-Шарлье, которое базируется 
на том, что кривая распределения плотности веро-
ятности представляется в виде следующего ряда: 

(i)
ip(y) C f (y)  ,                    (8) 

где y  – нормированная случайная величина; (i)f (y)  – 

і-я производная функции 

2y
21f (y) e

2





; iC  – 

коэффициенты. 
Учитывая, что  

(3) 3

(4) 2 3

f (y) (3y y ) f (y);

f (y) (3 6y y ) f (y)

  

   
 

и 0 1 2 3 4
A EC 1, C 0, C 1, C , C
3! 4!

       ,
 

где A , E  – коэффициенты асимметрии и эксцесса 
соответственно, для симметричного распределения 
формула примет вид: 

3 4 2A Ep(y) f (y) 1 (3y y ) (y 6y 3) ;
6 24

E 3.

        
  

 

После интегрирования выражения (8) получа-
ем: 

(2) (2)

(3) (3)

AP(a y b) (b) (a) f (b) f (a)
6

E f (b) f (a) .
24

         

   

 

Для симметричных границ pU , где pU  – рас-

ширенная неопределенность суммарного распреде-
ления, получаем 

3EP( K y K) 2 (K) K K f (K),
4
          (9) 

где K  – покрывающий фактор. 

Таким образом, покрывающий фактор находят 
из нелинейного уравнения (9). 

Достоинством метода является то, что его 
можно использовать как для эмпирических распре-
делений, так и для теоретических моделей.  

Метод с применением аппроксимации распре-
делений многочленами Якоби. Такого рода аппрок-
симация используется из следующих соображений 
[14]. Произвольную функцию распределения F(y)  
можно представать в виде  

0F(y) F (y) F(y)   , 
где 0F (y)  – некоторая базовая функция; F(y)  – 
отклонение аппроксимируемой функции от базовой. 

Разложение по ортогональным полиномам да-
ет: 

N 1
1

i i i
i 0

F(y) (y) p h (y)





    , 

где (y)  – весовая функция: 2(y) 1 y   , ip , ih  – 
коэффициенты разложения, i (y)  – ортогональные 
полиномы. 

Если в качестве базового принять равномерное 
распределение, то  

3
2 1

i i i
i 0

1 yF(y) (1 y ) p h (y)
2






    .         (10) 

Соответствующее значение коэффициентов 
разложения и выражения ортогональных полиномов 
приведены в [14].   

Расчет расширенной неопределенности произ-
водят по квантилями полученной по (10) функции, 
аналогично (3). 

Метод оперирует с ограниченными распреде-
лениями. Так, в случае нескольких составляющих 
неопределенности , за базовое можно принять и нор-
мальное усеченное распределение. Качество оценки 
расширенной неопределенности при использовании 
метода определяется выбором базового распределе-
ния, усечением распределений и количеством чле-
нов ряда. 
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Результаты моделирования 

В качестве исходных данных для моделирова-
ния использованы четыре теоретических распреде-
ления составляющих неопределенности типа В: рав-
номерное (Р), нормальное (Н), треугольное (Т) и 
арксинусное (А). 

При наличии одной доминирующей состав-
ляющей покрывающий фактор находят из ее рас-
пределения. Так, покрывающие факторы, рассчи-
танные различными методами приведены в табл. 3. 
В табл. 4 приведены значения покрывающих факто-
ров, полученных при объединении двух составляю-
щих с оцениванием типа В. 

Метод с использованием ряда Грама-Шарлье 
дал корректные результаты для случаев унимодальных  

распределений. При нарушении условия унимо-
дальности метод дал завышенные результаты. 
Предположительно, увеличение количества состав-
ляющих приведет к улучшению результатов для 
приближенных методов, т.е. при  приближении рас-
пределения к нормальному. Метод с использовани-
ем суммарного эксцесса и классификации распреде-
лении показал свою применимость для отличных от 
унимодальных (близких к равномерному и двухмо-
дальных распределений). В случае унимодального 
композиционного распределения, что на практике 
встречается чаще всего, покрывающий фактор можно 
получить из единого аппроксимирующего выражения 
для класса экспоненциальных распределений (Э): 

 
 lg lg 1/(1 P)2/3

ct 1,62 3,8 1,6


       
.         (11) 

Таблица 3 
Значения покрывающего фактора 

 

Метод Монте-Карло 
(объем 105) 

Метод с использова-
нием классификации  

распределений 

Метод  
с использованием  

ряда Грама-Шарлье 

Точное 
значение 

Распределение 
доминирующей 
составляющей  

неопределенности Р = 0,95 Р = 0,99 Р = 0,95 Р = 0,99 Р = 0,95 Р = 0,99 Р = 0,95 Р = 0,99 
Равномерное  1,64 1,71 1,67 (Э) 1,75 (Э) 1,89 2,25 1,64 1,71 
Нормальное  1,96 2,58 1,94 (Э) 2,59 (Э) 1,96 2,58 1,96 2,58 
Треугольное  1,90 2,20 1,86 (Э) 2,32 (Э) 1,93 2,34 1,9 2,2 
Арксинусное  1,56 1,60 1,53 (О) 1,91 (О) 1,89 2,2 1,41 1,414 
 

Таблица 4 
Значения покрывающего фактора 

 

Метод Монте-Карло 
(объем 105) 

Метод с использованием 
классификации  
распределений 

Метод  
с использованием ряда 

Грама-Шарлье 

Распределения  
составляющих  

неопределенности 
Р = 0,95 Р = 0,99 Р = 0,95 Р = 0,99 Р = 0,95 Р = 0,99 

Н+Н  1,96 2,58 1,94 (Э) 2,59 (Э) 1,96 2,58 
Т+Т  1,91 2,31 1,90 (Э) 2,47 (Э) 1,94 2,43 
А+А  1,85 1,97 1,83 (Э) 2,22 (Э) 1,92 2,34 
Р+Н  1,92 2,45 1,90 (Э) 2,45 (Э) 1,94 2,47 
Р+Т  1,93 2,35 1,90 (Э) 2,40 (Э) 1,93 2,42 
Р+А 1,88 2,10 1,84 (Э) 2,27 (Э) 1,92 2,36 
Н+Т 1,95 2,54 1,92 (Э) 2,53 (Э) 1,95 2,52 
Т+А 1,76 1,98 1,74 (О) 2,40 (О) 1,93 2,40 
Н+А 1,63 1,65 1,77 (О) 2,46 (О) 1,94 2,44 

 

 
А+А 

 
Р+А 

 
Н+А 

 
Т+А 

Рис. 1. Иллюстрации форм композиционных распределений  
 

Так, покрывающий фактор в случае двухмо-
дального распределения композиции, полученого 
при композиции арксинусного с унимодальным 
(рис. 1), соответствует классу двухмодальных ост-
ровершинных распределений. 

Выводы 

1. Аналитические методы используются при 
небольшом числе составляющих, позволяют в ряде 

случаев получить эталонные значения, которые ис-
пользуются в дальнейшем при верификации анали-
заторов неопределенности. 

2. Численные методы дают близкие к точным 
результаты и  при определенных условиях являются 
хорошим инструментарием для объединения со-
ставляющих с оцениванием типа В. Так метод Мон-
те-Карло может быть использован для моделей лю-
бой сложности и позволяет достаточно просто ре-
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шить проблему автоматизации процесса оценивания 
неопределенности. В отличии от метода Монте-
Карло, метод дискретной свертки позволяет смоде-
лировать любое эмпирическое распределение, но в 
случае большого объема выборки. 

3. Решение задачи объединения составляющих 
с оцениванием типа А и типа В может быть получе-
но с помощью приближенных правил и приближен-
ных методов с использованием моментов компози-
ционных распределений.  

4. Методы, основанные на приближенных 
правилах, оперируют с равномерными и нормаль-
ными распределениями неопределенностей измере-
ний, что делает их неприменимыми в ряде случаев. 
Среди методов, основанных на приближенных пра-
вилах, лучшие результаты показал метод с исполь-
зованием эмпирической формулы, предложенной в 
отечественных нормативных  документах. 

5. При аппроксимации композиции распреде-
лений составляющих неопределенности типа А и 
типа В распределением Стьюдента имеются несколь-
ко способов оценивания эффективного числа степе-
ней свободы, которые дают различные результаты. 

6. Исследование метода с использованием 
суммарного эксцесса и классификации распределе-
ний позволило сократить количество классов, при 
заданных исходных распределениях составляющих, 
до двух: унимодальные распределения и близкие к 
равномерному описываются классом экспоненци-
альных, а двухмодальные – классом двухмодальных 
островершинных распределений. Это позволяет зна-
чительно упростить принятие решения об отнесении 
суммарного распределения к некоторому классу. 

7. Метод с использованием ряда Грама-
Шарлье показал свою применимость для унимо-
дальных суммарных распределений. Дальнейшие 
исследования метода могут быть связаны с его рас-
пространением на несимметричные распределения 
путем учета коэффициента асимметрии. 
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ДОСЛІДЖЕННЯ МЕТОДІВ ОЦІНЮВАННЯ РОЗШИРЕНОЇ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ 

Ціделко В.Д., Яремчук Н.А., Гальовська М.В. 
У статті приведені результати дослідження  різних методів оцінювання невизначеності, які систематизовані по 

наступних групах: аналітичні, чисельні, і наближені, засновані на використанні моментів композиційного розподілу. 
Розглянуті достоїнства і недоліки методів в конкретних ситуаціях. Приведені результати моделювання, проаналізова-
ні набутих значень покриваючого чинника. 

Ключові слова: розширена невизначеність, методи оцінювання. 
 

EXPLORING OF THE METHODS FOR EXPANDED UNCERTAINTY EVALUATING 

Tzidelko V.D., Iaremchuk N.A., Galovska M.V. 
In the article the results of research  of different methods are resulted evaluations of vagueness, which are systematized on the 

followings groups: analytical, numeral, and close, based on the use of moments of the composition distributing. Dignities and lacks 
of methods are considered in concrete situations. Design results are resulted, the got values of covering factor are analysed. 

Keywords: exploring are given, uncertainty methods.   


