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МЕТОД ДЕКОДИРОВАНИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ  

СВЕРТОЧНЫХ КОДОВ ПЕРЕМЕЖЕНИЯ 
 

Предлагается алгебраический метод декодирования сверточных кодов перемежения, в основе которо-

го лежит  представление кодового слова полубесконечной длины в виде серии блоков кодовых слов, на длине 

которых реализуются процедуры перемежения и деперемежения. Такой подход позволяет за фиксирован-

ное число шагов алгебраическим способом исправлять группирующиеся ошибки.  
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Введение 

Постановка проблемы в общем виде и ана-

лиз литературы. При передаче дискретных сооб-

щений по каналам связи возникают случайные и 

группирующиеся ошибки, для борьбы с которыми 

целесообразно использовать методы помехоустой-

чивого сверточного кодирования и декодирования. 

В настоящее время известно несколько эффек-

тивных методов декодирования сверточных кодов: 

метод порогового декодирования, метод декодиро-

вания по максимуму правдоподобия (алгоритм Ви-

терби) и последовательное декодирование (алгоритм 

Фано) [1 – 5, 9]. 

Метод порогового декодирования обладает низ-

кой сложностью реализации, но коды, допускающие 

данный метод декодирования, обладают относитель-

но низкой корректирующей способностью [3, 5]. Ал-

горитм Витерби является эффективным с точки зре-

ния корректирующей способности, но экспоненци-

альный рост сложности реализации от длины кодово-

го ограничения является существенным его недостат-

ком [5, 9]. Алгоритм Фано по своим характеристикам 

приближается к алгоритму Витерби, но при увеличе-

нии числа ошибок в канале существует вероятность 

переполнения буфера, что зачастую приводит к 

ухудшению параметров декодера [5, 9]. 

С появлением сверточных кодов [9, 10], по-

рождающие многочлены которых заданы через по-

рождающие многочлены недвоичных циклических 

блоковых кодов Рида – Соломона, возможна реали-

зация алгебраических методов декодирования свер-

точных кодов [3, 6, 9, 10]. В основе данных методов 

лежит идея использования корней порождающего 

многочлена для вычисления синдромных последо-

вательностей, на основе которых удается найти рас-

положение и значение ошибок [6 – 9]. 

Общим недостатком известных методов деко-

дирования является отсутствие возможности ис-

правлять группирующиеся ошибки, кратность кото-

рых превосходит корректирующую способность 

сверточного кода. 

Следовательно, разработка новых методов, 

направленных на борьбу с группирующимися 

ошибками, является актуальной научной задачей. 

Цель статьи. Предлагается метод декодирова-

ния алгебраических сверточных кодов перемежения, 

отличающийся от известных возможностью исправ-

лять группирующиеся ошибки, длина которых пре-

вышает корректирующую способность сверточного 

кода на длине кодового слова. 

Основной материал 

Рассмотрим алгебраический сверточный (n0, k0) – 

код перемежения над GF(q
m

).  

Пусть на вход кодера сверточного (n0, k0) – ко-

да перемежения подается последовательность ин-

формационных символов, представленная в виде 

многочлена I(x)  [9]: 

2 i
0 1 2 i

i 0

I(x) I I x I x ... I x




     ,      (1) 

где iI V;  mV GF(q ) ; mV GF(q ) ; 

q 0 0 0log / V/ k , n m k .    

Представим многочлен I(x)  вида (1) последо-

вательностью многочленов iI (x) , степени K – 1:  

i K
i

i 0

I(x) I (x) x






  ,                         (2) 

где Ii(х) – i-й многочлен подблока последовательно-

сти информационных символов; 

K 1
i i K i K 1 (i 1) K 1I (x) I I x ... I x 

         ; i Kx   – опе-

ратор задержки. 

Пусть g(x) – порождающий многочлен над 

GF(q
m
) алгебраического сверточного кода, заданно-

го через порождающий многочлен недвоичного 
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циклического блокового кода Рида – Соломона име-

ет вид [3, 4, 6, 9]: 

r 1
2 r 1 i

0 1 2 r 1 i
i 0

g(x) g g x g x ... g x g x







      , (3) 

где m
ig GF(q ) . 

Порождающий многочлен алгебраических 

сверточных кодов перемежения g*(x) над GF(q
m
) 

формируется путем следующего преобразования 

порождающего многочлена g(x) алгебраического 

сверточного кода: 

M

M M 2 M r 1
0 1 2 r 1

g*(x) g(x )

g g x g (x ) ... g (x ) ,


 

    
     (4) 

где М – длина блока кодовых слов алгебраического 

сверточного кода перемежения; m
ig GF(q ) . 

Под длиной блока кодовых слов будем пони-

мать число кодовых слов длины N=q
m
–1, для кото-

рых выполняется процедура перемежения (депере-

межения). Допустим, что M = N =q
m
 – 1. 

Тогда в результате кодирования алгебраиче-

ских сверточных кодов перемежения формируется 

кодовое слово над GF(q
m
) следующим образом: 

M M
j 0 1

2 M M 1 M
2 M 1

M M
0 1

2 M M 1 M
2 M 1

2
0 1 2

M 1
M 1

C (x) [I (x ) g*(x) x I (x ) g*(x)

x I (x ) g*(x) ... x I (x )

g*(x)] C (x ) x C (x )

x C (x ) ... x C (x )

ˆ ˆ ˆC (x) x C (x) x C (x) ...

ˆx C (x),










     

      

    

     

      



   (5) 

где Сj(х) – блок кодовых слов алгебраического свер-

точного кода перемежения. 

В общем случае длина кодового слова С(х) яв-

ляется полубесконечной. 

Каждое слагаемое в выражении (5) суть кодо-

вое слово блокового кода Рида – Соломона, сдвину-

того на оператор задержки и обладающего вставкой 

из М – 1 нулей между соседними символами. При 

этом одним подблоком кодового слова сверточного 

кода перемежения будем называть фрагмент блока 

кодовых слов вида (5) длины N. 

Для реализации алгебраического декодирова-

ния введем нумерацию индексов коэффициентов 

многочлена Сj(х) и перепишем выражение (5) сле-

дующим образом: 
2

j 0, j,0,0 0, j,1,1 0, j,2,2

N 1 N
0, j,N 1,N 1 1, j,0,N 1, j,1,N 1

2 N 1
1, j,2,N 2 1, j,N 1,2 N 1

(M 1) N
M 1, j,0,(M 1) N

2
M 1, j,1,(M 1) N 1 M 1, j,2,(M 1) N 2

C (x) [C C x C x ...

C x ] x [C C x

C x ... C x ] ...

x [C

C x C x

..


  


   

 
  

       

    

    

    

  

  

 N 1
M 1, j,N 1,M N 1. C x ],
   

 (6) 

где l – индекс, указывающий номер подблока кодо-

вых слов в одном блоке (первый индекс коэффици-

ента), l 0, 1, 2, ..., M 1  ; j – индекс, указываю-

щий номер блока кодового слова алгебраического 

сверточного кода перемежения (второй индекс ко-

эффициента), j = 0, 1, 2, … ; μ – индекс, указываю-

щий номер коэффициента в одном подблоке кодо-

вых слов на длине M (третий индекс коэффициента), 

0, 1, 2, ..., N 1   ; i – индекс, указывающий 

номер коэффициента над GF(q
m
) в одном блоке ко-

дового слова алгебраического сверточного кода пе-

ремежения на длине M N  (четвертый индекс ко-

эффициента), i 0, 1, 2, ..., M N 1   . l Nx   – опе-

ратор задержки; l 0, 1, 2, ..., M 1  ; j = 0, 1, 2, …; 

0, 1, 2, ..., N 1   ; i 0, 1, 2, ..., M N 1   ; 

m
l, j, ,iC GF(q )  . 

Предположим, что в результате передачи по 

каналу связи символы кодового слова алгебраиче-

ского сверточного кода перемежения были искаже-

ны. Тогда на вход декодирующего устройства свер-

точного кода перемежения поступает последова-

тельность С*(х), искаженная ошибками [5, 7 – 9]: 

C*(x) C(x) E(x)  ,                      (7) 

где E(x)  – многочлен ошибок полубесконечной 

длины с соответствующей нумерацией индексов, 

представленной в (6); 
m

l, j, ,iC* GF(q )   – коэффи-

циенты многочлена кодового слова сверточного 

кода перемежения искаженного ошибками;  

m
l, j, ,iE GF(q )  ; l, j, ,i l, j, ,i l, j, ,iC* (C E )    ; 

m
l, j, ,iC GF(q )  . 

Предположим, произошла группирующаяся 

ошибка длины 2∙N. Это значит, что два подблока 

кодовых слов полностью искажены. Тогда много-

член Сj(х) над над GF(q
m
) блок кодового сова алгеб-

раического сверточного кода перемежения можно 

записать: 

2
j 0, j,0,0 0, j,1,1 0, j,2,2

N 1 N
0, j,N 1,N 1 1, j,0,N

2
1, j,1,N 1 1, j,2,N 2

N 1 (M 1) N
1, j,N 1,2 N 1

M 1, j,0,(M 1) N M 1, j,1,(M 1) N 1

M 1, j,2,(M 1)

C* (x) [C* C* x C* x

... C* x ] x [C*

C* x C* x ...

C* x ] ... x

[C C x

C


 

 

  
  

      

 

   

    

   

   

  

 2
N 2

N 1
M 1, j,N 1,M N 1

x

... C x ].

 


   



 

 (8) 

Далее декодер сверточного кода перемежения 

реализует процедуру деперемежения с целью рассеи-

вания группирующейся ошибки во времени в соот-

ветствии со следующим алгебраическим правилом: 
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1 1

M M

1 1

NM M
j 0 1

2 N (M 1) N
2 M 1

N 2 N
0 1 2

(M 1) N
M 1

ˆ ˆc* (x) C (x ) C (x ) x

ˆ ˆC (x ) x ... C (x ) x

c (x) c (x) x c (x) x ...

c (x) x ,

  




 


   

     

      

 

    (9) 

где c*j(х) – блок кодовых слов сверточного кода пе-

ремежения после реализации процедуры депереме-

жения; m
l, j, ,ic GF(q )  . 

Тогда на основании выражений (8) и (9) блок 

кодовых слов сверточного кода перемежения c*j(х) 

представим следующим образом: 

2
j 0, j,0,0 1, j,0,N 2, j,0,2 N

N 1 N
N 1, j,0,(M 1) N 0, j,1,1

2
1, j,1,N 1 2, j,1,2 N 1

N 1
N 1, j,1,(M 1) N 1

N (M 1)
0, j,N 1,N 1 1, j,N 1,2 N 1

2, j,N 1,3 N

c* (x) [c* c* x c x

... c x ] x [c*

c* x c x ...

c x ] ...

x [c* c* x

c




  

  


   

 
    

 

   

    

   

  

   

 2 N 1
1 N 1, j,N 1,M N 1x ... c x ],
     

(10) 

где 
m

l, j, ,ic* GF(q )   – коэффициенты многочлена 

jc* (x) , учитывающие влияние ошибки; 

l, j, ,i l, j, ,i l, j, ,ic* (c E )    ; l 0, 1, 2, ..., N 1  ; j = 

0, 1, 2, … ; 0, 1, 2, ..., M 1   ; mM N q 1   ; 

i 0, 1, 2, ..., M N 1   . 

Следовательно, в результате алгебраического 

деперемежения символов блока кодового слова 

сверточного кода перемежения символы, искажен-

ные группированной ошибкой длины 2 N , рас-

пределяются по М подблокам одного блока кодо-

вого слова на длине M N 1   символов. Тогда, 

каждый из М подблоков кодового слова алгебраи-

ческого сверточного кода перемежения включает 

2 N / M  ошибочных символов. Таким образом, 

декодер алгебраического сверточного кода пере-

межения выполняет рассеивание группирующейся 

ошибки во времени на длине М подблоков кодовых 

слов. При этом каждый подблок кодового слова 

перемежения длины N, суть кодовое слово алгеб-

раического сверточного кода и в тоже время, кодо-

вого слова циклического блокового кода Рида – 

Соломона [6 – 10]. 

На следующем этапе алгебраического декоди-

рования сверточного кода перемежения выполняет-

ся разбиение многочлена jc* (x)  над GF(q
m
) блока 

кодового слова длины M N  искаженного ошибка-

ми на M подблоков над GF(q
m
) длины N. 

Тогда в соответствии с выражениями (10) М 

многочленов j,c* (x)  подблоков кодового слова, 

искаженных ошибками с коэффициентами l, j, ,ic*   и 

l, j, ,ic   над GF(q
m
)  представим следующим образом: 

при 0  :   

j,0 0, j,0,0 1, j,0,N

2 N 1
2, j,0,2 N N 1, j,0,(M 1) N

c* (x) c* c* x

c x ... c x 
   

  

  
;      (11) 

при 1  : 

j,1 0, j,1,1 1, j,1,N 1

2 N 1
2, j,1,2 N 1 M 1, j,1,(M 1) N 1

c* (x) c* c* x

c x ... c x




     

  

  
;  (12) 

при  2  : 

j,2 0, j,2,2 1, j,2,N 2

2 N 1
2, j,2,2 N 2 M 1, j,2,(M 1) N 2

c* (x) c* c* x

c x ... c x




     

  

  
;  (13) 

при N 1   : 

j,N 1 0, j,N 1,N 1 1, j,N 1,2 N 1

2 N 1
2, j,N 1,3 N 1 M 1, j,N 1,M N 1

c* (x) c* c* x

c x ... c x .

     


      

  

  
 (14) 

Так как каждый подблок кодового слова свер-

точного кода перемежения является кодовым сло-

вом циклического блокового кода Рида – Соломона, 

то на следующем этапе выполняется алгебраическое 

декодирование каждого подблока многочлена кодо-

вого слова, представленное j,c* (x)  [9]. Рассмот-

рим процедуру исправления ошибок подблока кодо-

вого слова сверточного кода перемежения, представ-

ленную многочленом j,0c* (x)  вида (11) при 0  . 

Пусть на длине подблока N кодового слова 

сверточного кода перемежения над GF(q
m
) произо-

шло b ошибок, где 00 b t  . (В выражении (11) 

b 2 , т.е. искажено два символа, представленные 

коэффициентами 0, j,0,0c*  и 1, j,0,Nc*  многочлена 

j,0c* (x) ). Подблок j,0c* (x)  кодового слова свер-

точного кода перемежения задан над полем GF(q
m
), 

следовательно, считаем, что обработка символов 

декодером реализуется в поле GF(q
m
).  

Тогда, для удобства изложения материала мно-

гочлен ошибок, произошедших в действительности 

на длине N подблока кодового слова j,0c* (x) , в 

общем случае представим следующим образом  

[3 – 6]: 

b1 2
1 2 b

ii i
i i ie(x) e x e x ... e x    ,          (15) 

где 
li

e  – значение (величина) l-й ошибки, 

l

m
ie GF(q ) ; l 1, 2, ..., b , 00 b t  . 

Введем синдромную последовательность [3, 9] 

(последовательность компонент синдрома) S длины 

02 t , соответствующую одному подблоку кодового 

слова j,0c* (x)  сверточного кода перемежения сле-

дующим образом: 
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01 2 3 2tS (S , S , S , ..., S ) ,               (16) 

где f
fS GF(q ) ; f = 1, 2, 3, …, 2∙t0. 

Следовательно, многочлен S(x) синдромной 

последовательности запишем следующим образом: 

02 t
f

f
f 1

S(x) S x .





                           (17) 

Тогда на основании известных корней много-

члена g*(x)  02 t1 2 3( ; ; ; ...; )


     при 0p 1  

можно вычислить 2∙t0 компонент синдромной по-

следовательности следующим образом [3 – 8]: 

f f f f
f j,0 j,0S c* ( ) c ( ) e( ) e( )        .   (18) 

Обозначим 
ll iY e  и li

lX   , где lY  – вели-

чина ошибок; lX  – локаторы ошибок, при этом li  – 

расположение l-й ошибки в пределах подблока; 

m
lY GF(q )  и m

lX GF(q ) ; l 1, 2, ..., b , 

00 b t  .  

Тогда справедлива следующая система уравне-

ний [3 – 6, 9]: 

0 0 0
0

1 1 1 2 2 b b

2 2 2
2 1 1 2 2 b b

2t 2t 2t
2t 1 1 2 2 b b

S Y X Y X ... Y X ,

S Y X Y X ... Y X ,

S Y X Y X ... Y X .

      


      


       


 (19) 

Для решения данной системы нелинейных 

уравнений воспользуемся многочленом (x)  лока-

торов ошибок [1, 3, 6, 9]: 

b 1 b
1 b 1 b(x) 1 x ... x x

      ,        (20) 

где m
l GF(q )  . 

Корни многочлена (x)  локаторов ошибок 

суть обратные к локаторам ошибок значения 1
lX  . 

Следовательно, многочлена (x)  локаторов оши-

бок можно представить: 

1 2 b(x) (1 x X ) (1 x X ) ... (1 x X )           .   (21) 

Далее необходимо вычислить коэффициенты 

m
l GF(q )   при l= 1, 2, 3, …, b многочлена лока-

торов ошибок (x)  по известным компонентам 

синдромной последовательности S.  

Если умножить обе части выражения (20) на 

произведение вида f b
l lY X  , при этом множитель x 

заменить на 1
lX  , то возможно сформировать си-

стему линейных уравнений [3]: 

1 f b 1 2 f b 2 b f f bS S ... S S            .    (22) 

Если систему линейных уравнений вида (22) 

представить в матричном представлении [3, 6, 9]: 

1 2 b b 1b

2 3 b 1 b 2b 1

3 b 2 b 3b 2

b b 1 2b 1 2b1

S S S S

S S S S

S S S ,

S S S S



 

 

 





 



  (23) 

то её возможно разрешить методом обращения мат-

риц (прямой метод) [1 – 3, 6, 9]. 

Воспользуемся Алгоритмом Берлекэмпа – 

Месси [3], в основе которого лежит нахождение ко-

эффициентов многочлена (x)  по известным ком-

понентам синдрама Sf [3]: 

0t

f f i i
i 1

S S 0


   ,                      (24) 

где 0 0f t 1, ..., 2 t   . 

Для нахождения локаторов ошибок lX  выпол-

ним нахождение корней многочлена (x)  путем 

подстановки элементов поля f для каждого f вме-

сто x, т.е. вычисляется f( )   методом Ченя [1 – 3, 

9] (методом проб и ошибок) [3]: 

f( ) 0   .   (25) 

Далее выполняется нахождение значений оши-

бок lY  на основе алгоритма Форни [1 – 5, 9]. Зафик-

сируем многочлен (x)  значений ошибок [1 – 6, 9]: 

02t
(x) S(x) (x)mod x   . (26) 

Тогда при 0p 1  значения ошибок lY  можно 

вычислить из выражения [1 – 6, 9]: 

1
l

l 1
l

(X )
Y

'(X )






 


,                        (27) 

где 
b

f 1
f

f 1

'(x) (f ) x 



     – формальная производ-

ная (x) ; l 1, 2, ..., b ; m
lY GF(q ) . 

Таким образом, на основании вычисленных по-

зиций и значений ошибок формируется многочлен 

ошибок e(x), влияющий на подблок кодового слова 

алгебраического сверточного кода перемежения 

представленного многочленом j,0c* (x)   на длине N. 

Тогда кодовое слово подблока кодового слова, 

представленного многочленом j,0c (x) , без влияния 

ошибок можно вычислить на основании следующе-

го выражения: 

j,0 j,0c (x) c* (x) e(x)  .                 (28) 

Далее алгебраическую процедуру исправления 

ошибок, представленную выражениями (15) – (28) 

подблока кодового слова сверточного кода переме-

жения, необходимо проделать для каждого подблока 

вида (11) – (14), т. е. М раз. 
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Выводы 

Так как каждый подблок кодового слова длины 

N сверточного кода является кодовым словом цик-

лического блокового (N, K) – кода Рида – Соломона 

над GF(q
m
) ограниченного на подполе, то процедура 

алгебраического декодирования алгебраических 

сверточных (n0, k0) – кодов перемежения сведена к 

процедуре алгебраического декодирования последо-

вательности кодовых слов блокового (N, K) – кода 

Рида – Соломона над GF(q
m
).  

При этом, процедурой алгебраического деко-

дирования предусмотрено разбиение группирующи-

еся ошибки на случайные с последующим их ис-

правлением.  

Причем, согласно выражениям (15) – (28) уда-

ется гарантированно исправлять t0 случайных оши-

бок, приходящихся на подблок длины N, или 0M t  

случайных ошибок на длине блока кодовых слов 

M N .  

В то же время, это эквивалентно исправлению 

группирующихся ошибок длина, которых не пре-

вышает кратности исправления случайных ошибок 

0M t  на длине блока кодовых слов M N . (При 

условии, что кроме пакетированной ошибки других 

ошибок на длине блока кодовых слов не произой-

дет).  

Таким образом, можно сделать вывод, что про-

цедура алгебраического декодирования алгебраиче-

ских сверточных (n0, k0) – кодов перемежения осно-

вана на декодировании полубесконечной последова-

тельности блоков кодовых слов сверточного кода 

состоящих из М подблоков кодовых слов длины N и 

позволяет и справлять группирующие ошибки. 
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МЕТОД ДЕКОДУВАННЯ АЛГЕБРАЇЧНИХ ЗГОРТКОВИХ КОДІВ,  

ЩО ПЕРЕМЕЖУЮТЬ 

А.В. Боцул, О.С. Волков, С.І. Приходько, М.А. Штомпель  

Пропонується алгебраїчний метод декодування згорткових кодів, що перемежують, в основі якого лежить  пред-

ставлення кодового слова напівнескінченної довжини у вигляді серії блоків кодових слів на довжині яких реалізується 

процедури перемежування деперемежування. Такий підхід дозволяє за фіксоване число кроків алгебраїчним способом 

виправляти помилки, що групуються.  

Ключові слова: завадостійке кодування, згорткові коди, декодування загорткових кодів, перемежування. 

 
THE METHOD OF DECODING ALGEBRAIC CONVOLUTIONAL  

CODES INTERLEAVING 

A.V. Botsul, A.S. Volkov, S.I. Prihodko, N.A. Shtompel  

The proposed a method of decoding algebraic convolutional codes interleaving, which is based on the idea of presentation 

of semi-infinite length code word in a series of blocks of code words in length that implement procedures interleaving and dein-

terleaving. This approach allows for a fixed number of steps algebraically correct grouping errors.  

Keywords: error correcting coding, convolutional codes, decoding of convolutional codes, interleaving. 


