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МЕТОД ОЦЕНКИ ГРАНИЦ ПРИМЕНЕНИЯ СЖАТИЯ  
НА ОСНОВЕ ДВОИЧНЫХ БИНОМИАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

В статье рассматривается задача по обнаружению границ рационального использования метода 
сжатия двоичных последовательностей на основе биномиальных чисел. Предлагаемый метод оценки гра-
ниц сжатия позволяет однозначно и достаточно просто выделить области эффективного использования 
двоичных биномиальных чисел для сжатия произвольных последовательностей, имеющих переменное число 
единиц. Учитывание границ биномиального сжатия позволяет повысить степень сжатия, снизить аппа-
ратно-программные и временные затраты при преобразовании комбинаций. 
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Введение 

Постановка проблемы. Область применения 
любого метода сжатия информации определяется, 
прежде всего, тем, что длина результирующего сжа-
того образа должна быть меньше, чем длина исход-
ной информационной последовательности [1–2]. 

В работах [3–4] рассматривается метод биноми-
ального сжатия bf  равновесных комбинаций , 

имеющих длину  и число  единиц, на основе дво-

ичных -биномиальных чисел 

jY

j

n


k

 ,n k X : 

   : ,b ,f Y n k X n k , где  , kY n


– множество рав-

новесных комбинаций ,n kjY Y , а  ,X n k  – мно-

жество -биномиальных чисел  ,n k   ,jX X n k .

Одним из существенных достоинств биноми-
ального сжатия bf  являются простота его операций, 

приводящая в результате к высокой скорости преоб-
разования информации и минимуму аппаратно-
программных затрат при практической реализации. 
При этом степень сжатия может быть достаточно 
высокой. Отдельно следует отметить то, что полу-
чаемые при bf  сжатые образы представляют собой 

числа jX , над которыми можно проводить вычисли-

тельные операции, реализовывать отношения поряд-
ка и т.п., что особенно полезно для обработки сжатых 
записей в базах данных, поскольку не требуется при 
этом обратного восстановления информации [5–6]. 

Недостатком сжатия bf  на основе двоичных 

биномиальных чисел является его ориентирование 
на фиксированное значение  единиц, т.е. на кон-

кретное множество 

k

 ,Y n k , что ограничивает при-

менение биномиального сжатия. 
С целью повышения эффективности примене-

ния метода сжатия bf  на основе двоичных биноми-

альных чисел необходимо решить задачу по опреде-

лению области применения bf  для случая, когда  

может принимать любые значения из заданного 
диапазона 

k

0 k n 

j

, а исходный сжимаемый массив 
представляет собой массив двоичных последова-

тельностей A  вида ,   
0

, 0,1
n

n

k

n k


 A Y jA A . 

Анализ последних достижений и публика-
ций. Из работы [7] следует, что длина  двоичных r

 ,n k -биномиальных чисел удовлетворяет неравен-

ству  ,k n kmin 1r n    . При этом для полного 

множества  ,Y n k

 

 равновесных комбинаций , jY

 , k
nk CCard Y n , средняя длина  результи-

рующих двоичных 

срL

 ,n k -биномиальных чисел, оп-

ределяемая в работах [8–9], будет меньше . Таким 
образом, сжатие -разрядных двоичных последова-

тельностей 

n
n

 ,n k ,n k

k

n

jY Y

0 k

 на основе  -бино–

миальных чисел применимо для любого, но фикси-
рованного значения . 



Решение же задачи − определение области сжа-
тия на основе двоичных биномиальных чисел для 
случая, когда    − подразумевает поиск  и 

, при которых выполняется неравенство вида: 

n

k
v r n  ,   (1) 

где  – количество разрядов, требуемых для хране-

ния числа  единиц сжимаемой последовательно-

сти 

v

k

jA A . В этом случае, когда 0 , следует 

говорить об обобщенном сжатии вида 

k n 

bgf  на основе 

двоичных биномиальных чисел. 
Цель статьи – повышение эффективности 

обобщенного метода сжатия информации на основе 
двоичных биномиальных чисел за счет определения 
границ рационального применения биномиальных 
чисел в зависимости от длины  сжимаемых ком-n
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бинаций и переменного значения  единиц в них. 
Это позволит, с одной стороны, увеличить степень 
сжатия двоичных последовательностей на основе 
двоичных биномиальных чисел, а, с другой, не рас-
ходовать временные ресурсы на обработку последо-
вательностей, сжатие которых приводит к обратно-
му нежелательному эффекту – увеличению длины 
результирующей комбинации. 

k

Изложение основного материала 

Определение границ сжатия на основе  
двоичных биномиальных чисел 

Сумма в левой части отношения (1) представ-
ляет собой длину  результирующей сжатой 

последовательности после 

jl v  r

bgf  для случая, когда 

есть переменная величина из диапазона 0 . 

k

k n 
Поскольку количество различных значений 

равно , то число двоичных разрядов  для 

представления , хранение которого необходимо 

для однозначного восстановления 

k
1n  v

k

jA  из сжатого 

образа jX , составляет  1 2logv n   .

Тогда общий вид для длины  сжатой после-

довательности 

jl

 2log 1jl n  r ,   (2) 

а неравенство (1) для определения области сжатия 

bgf  преобразуется к виду: 

 2log 1n r    n . (3) 

Теорема 1. При отображении bgf  максималь-

ное значение : jl

 max 2
0
max log 1 1j

k n
L l n n

 
    







lok

maxL

, (4) 

а минимальное – 

  min 2
0
min min , g 1j

k n
L l k n n

 
     .  (5) 

Доказательство. Максимум  и минимум 

длины (2) определяются максимальным 

 и минимальным  значениями количества 

разрядов двоичного -биномиального числа. 

Согласно [7] соответственно имеем 

minL

maxr

jl

minr

 ,n k

max 1r n  , а 

. Отсюда следуют равенства (4) 

и (5). Теорема доказана

k min min ,r n k

. 
Теорема 2. Для любых целых  выполня-

ется неравенство: 
2n

 max 2log 1L n n      1

n



n

n

n

,  (6) 

а для любых целых  и  имеет место 10n  0 k 

  min 2min , log 1L k n k n      .       (7)

Доказательство. Докажем вначале справедли-
вость  при . Перейдем от (6) к нера-

венству вида 
maxL  2n 

 2log 1 1n n n    , (8) 

доказательство которого однозначно будет опреде-
лять истинность (6), поскольку имеем истинным 

   2 2log 1 logn 1n     . После преобразований в

левой и правой частях неравенства (8), используя 

свойство логарифмов [10], получаем  2log 1 1n  

или  2 2log 1 log 2n   .

Исходя из того, что логарифмическая функция 
есть функция строго монотонно возрастающая [8–9], 
можем заключить, что 1 2n    или . Таким 
образом, истинность неравенства (6) при  до-
казана. 

2n 
n 2

Теперь приведем обоснование minL n  при 

любых целых  и 10n  0 k n  . Пусть  − четное 

число и 

n

2k n , что предопределяет доказательство 

minL n  для наихудшего случая, означая тем са-

мым, что при  − нечетное и n 2k n  неравенство 

(7) тем более будет выполняться. Таким образом, 

 2log 1
2

n
n n     . 

Воспользуемся равенством 

   2 2log 1 log 1n n 1         
и перейдем к неравенству следующего вида 

 2log 1 1
2

n
n n    , 

обоснование которого однозначно будет определять 
и усиливать истинность (7), поскольку 

   2 2log 1 log 1n n     .

В вышеприведенном неравенстве переносим 
единицу и слагаемое 2n  из левой части в правую 

для удобства потенцирования: 

 2log 1 1
2

n
n    .

Далее, потенцируя обе части данного неравен-
ства по степени 2, получаем 

 2 21 2 nn    или 22 2 2nn   . 
Известно [11–12], что числа сочетаний 

20
2 2 1n

n nC C   и  2 21
2 2 2

n
n nC C n

  . Правую 

часть неравенства представим в следующем виде: 

 

 
 

 

2
2 2 22 0 1

2 2 2 2 2
0

4 2 4 2

2 2
2 2

2

2 .

n
n nn k

n n n n n
k

n n
k k
n n

k k

C C C C C

C n C




 

 

    

   



 



Отсюда следует, что 
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 4 2

2
2

2 2 2
n

k
n

k

n n C



      или 

 4 2

2
2

n
k
n

k

n C



  . 

Левая часть неравенства: 1 1
22 2 n nn n n C C    2 .

Отсюда, 
 4 2

1 1
2 2

2

n
k

n n n
k

C C C



   2 .

Но в правой части неравенства любой из бино-

миальных коэффициентов 2
k
nC  при  2,..., 4 2k n 

является большим по значению, чем 1
2nC , поскольку

. При этом количество коэффициентов 1k  2
k
nC

должно быть не менее двух и, соответственно, должно 

выполняться условие   4 2 2n   , т.е. .

Учитывая, что доказательство проводилось для наи-
худшего случая, когда  − четное число и 

10n 

n 2k n , то 

неравенство (7) будет истинным и для нечетного , n

2k n     или 2k n    . Таким образом, неравенст-

во (7) выполняется для любых целых  и 

. Теорема доказана. 

10n 
0 k  n

С точки зрения практики применения сжатия 

bgf  на основе двоичных  ,n k -биномиальных чи-

сел jX  для случая исходных последовательностей 

, 0,1 n
jA A  1, 2nj  , теорема 2 позволяет за-

ключить, что: 
1) условия для сжатия -разрядных n jA  появ-

ляются, если ; 10n 
2) существует область значений , для кото-

рых выполняется неравенство (3). 
r

Очевидно, необходимость использования дво-
ичного представления  числа  единиц для 
однозначного восстановления сжатых комбинаций 
при 

Bin k k

bgf , когда значение  может изменяться в пре-

делах , что, в свою очередь, будет приво-
дить к снижению степени сжатия. Минимизировать 
негативный эффект от применени n k , связан-
ный с увеличением количества разрядов сжатой 
комбинации, возможно за счет использования про-
цедуры переключения между кодиро нием b

k

0 k n 

я Bi

ва f  и 

векторным кодированием vf , т.е. тождественным 

преобразованием исходной последовательности в 
саму себя, что позволит увеличить скорость сжатия 
и восстановления данных. В качестве основы для 
выбора межд bу f  и v f  можно предложить неравен-

ство вида (3), но тогда вместе k  для однознач-
ного декодирования возникает необходимость ис-
пользовать двоичные значени q  или , по-

скольку длина  есть функция чисел  единиц или 

 нулей в самом биномиальном числе [7]. Как след-
ствие, это еще в большей мере понизит степень сжа-
тия. Поэтому значение  в неравенстве (3) предла-
гается заменить значением средней длины  дво-

ичных 

с

я 

 Bin

Bin Bin l

r q

l

r

срL

 ,n k -биномиальных чисел: 

 bg  lo 1 срn L n2gL f     ,    (9) 

которое, являясь функцией известного  и вычис-

ленного , дает возможность ограничиться для вос-
становления исходной последовательности из сжа-
той комбинации служебным словом вида . 

n

k

Bin k
Нижеследующая теорема подтверждает необ-

ходимость поиска границ применения обобщенного 
метода сжатия bgf  двоичных последовательностей 

на основе двоичных биномиальных чисел. 
Теорема 3. Для любых целых  выполня-

ется неравенство: 
2n 

   
2

2max 2glo 1
n

L f n
nbg n     







, 

если  − четное число, или n

     
max bgL f 2

1 2
log 1 n

n 3

n n 
n     

n


, 

если  − нечетное число, а для любых целых  
имеет место 

n 4

   mi 2g 1bg nnL f lo n     .

Доказательство данной теоремы строится на 
тех же подходах, что и доказательство предыдущей 
теоремы. 

Из теоремы 3 можно сделать вывод, что при 

 функция 4n  bgL f  имеет точки пересечения с

линией  f k n , параллельной оси абсцисс. Учи-

тывая, что функция  является симметричной 

относительно линии 

срL

2k n  (допустив  − нечет-

ное, значение 

n

2k n  есть число рациональное), 

параллельной оси ординат, можно заключить, что 
таких точек пересечения будет две −  и b b , где 

b n b  

b

. При этом 

1 ma
k L

x
b

k    и  1 mb   in
bk H
k



представляют собой границы множеств – нижней и 
верхней областей значений k воичных единиц со-
ответственно 

 д

 1L 1, 2,...,b b    и ,  1, 2,. 1b b    ..,H n b 

для которых применение метода сжатия bf  на осно-

ве двоичных  n k, -биномиальных чисел является 

целесообразным. И, напротив, существует множест-

во  ,v b 1,...b ,M       − область значений  дво-k
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Графики функций  и    bL f k   k n 

при 64n   и 0 k 64   представлены на рис. 1. Их 

пересечение имеет место для значений  и 7b 

57b   чисел единиц (при округлении до ближай-

шего целого), которые располагаются симметрично 
относительно вертикальной линии 2 32k n

ичных единиц, расположенная на числовой оси ме-
жду  и bL bH , для которой рассматриваемый метод 

bf  дает увеличение средней длины  резуль-

тирующих комбинаций. При рас-

сматривается только . 

 bgL f

  0k   


nk

Bin k
 . 

   L fb k Рис. 1. Графики  и   64k  , области  и bL bH  эффективного

и v  неэффективного использования bf  при заданном 64n   M

Очевидно, что диапазоны  и 

 значений  единиц при заданном 

 составляют соответственно области  и 

0 k  7

57

n 

b

60 

64k 
64

k

bL

H  использования сжатия bf  на основе двоичных 

биномиальных чисел, когда . bgL f

 


64




Решение уравнения 

   2log
2

1 1k




k

1n n  
k n

 
k n

k n

 
 

,      (10) 

которое следует из (9), относительно b   и 

, где , для поиска  и bk   b n   b bL bH  позво-

лит эффективно использовать обобщенное сжатие 

bgf  на основе двоичных биномиальных чисел. 

Путем группирования слагаемых, имеющих 

одинаковые степени  и , от равенства (10) пе-
рейдем к полному квадратному уравнению вида: 

2k

 2 2 



k

  2

2log

  1n 

b

 n   0k n k    ,     (11) 

где . Нахождение корней  1n    , b

уравнения (11) производится в соответствии с фор-
мулой [10–11]: 

 
 

2
,

2 2b b
n D 


 

 
 

где     22 2 4 2 1D n n n          − дис-

криминант уравнения (11). 
Некоторые значения  и , полученные в 

результате программного моделирования в системе 
компьютерной алгебры Mathcad для различных , 
представлены ниже в табл. 1. 

b b

n

Таблица 1 

Значения b  в зависимости от * n

n b  n b  

10 1,3 128 13,5 
16 1,9 136 14,4 
24 3,3 144 15,3 
32 3,8 152 16,2 
40 5 160 17,1 
48 6,1 168 18 
56 7,3 176 18,9 
64 7,3 184 19,8 
72 8,3 192 20,7 
80 9,3 200 21,6 
88 10,3 208 22,5 
96 11,3 216 23,4 

104 12,3 224 24,3 
112 13,4 232 25,2 
120 14,4 240 26,1 

* − b  вычисляется как 
, 

b bn    
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Выводы 

Обнаруженные границы  и  обобщенного 

сжатия на основе двоичных биномиальных чисел 
определяют область рационального использования 
данного метода, что особенно значимо, когда сжи-
маются двоичные последовательности с перемен-
ным числом единиц. 

b b

Учитывание значений  и  при аппаратной 

или программной реализации метода сжатия на ос-
нове двоичных биномиальных чисел позволит: 

b b

1) повысить результирующий коэффициент

сжатия для произвольных двоичных комбинаций 
длины , но имеющих различное число k  единиц; n

2) сэкономить аппаратно-программные и вре-
менные ресурсы для случая обработки двоичных 
последовательностей, сжатие которых не приводит к 
сокращению информационной избыточности. 

Вместе с вычисленными значениями границ 
применения метода сжатия на основе двоичных би-
номиальных чисел практическое значение имеет и 
обнаруженное минимальное значение длины двоич-
ных последовательностей, сжатие которых является 
целесообразным. 
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МЕТОД ОЦІНКИ МЕЖ ЗАСТОСУВАННЯ СТИСНЕННЯ НА ОСНОВІ ДВІЙКОВИХ БІНОМІАЛЬНИХ ЧИСЕЛ 

І.А. Кулик, А.І. Новгородцев, М.С. Шевченко 

В статті розглядається задача щодо виявлення меж раціонального застосування методу стиснення двійкових 
послідовностей на основі біноміальних чисел. Запропонований метод оцінки меж стиснення дозволяє однозначно і до-
статньо просто виділити області ефективного використання двійкових біноміальних чисел для стиснення довільних 
послідовностей, які мають змінну кількість одиниць. Врахування меж біноміального стиснення дозволяє підвищити 
ступінь стиску, знизити апаратно-програмні та часові витрати під час перетворення комбінацій. 

Ключові слова: біноміальне стиснення, двійкові біноміальні числа, межи стиснення. 

METHOD FOR BORDERS ESTIMATION OF COMPRESSION ON BASIS OF BINARY BINOMIAL NUMBERS 

I. Kulyk, A. Novhorodtsev, M. Shevchenko 

In the paper the problem on searching the borders of the reasonable application for the compression method, using bino-
mial numbers, is under review. The compression method would be used effectively for constant weight code, that is, when the 
amount of units is fixed. In case of the variable amount of units it is necessary to include the number of units by itself into the 
compressed form. As a result, the compression ratio is decreased, as well the hardware and program resources are spent to no 
effect. Therefore the searching of the reasonable application borders for the compression on basis of binary binomial numbers is 
a topical and useful task. The proposed method for the borders estimation allows us to separate out definitely and enough simply 
the areas of the efficient application of binary binomial numbers in order to compress arbitrary sequences, having the variable 
amount of units. The considered method for the borders estimation consist in seeking values of the units' amount and length of 
digits for the sequences to be compressed, when the resultant form is less than the initial sequence as to the quantity of digits. 
Taking into account the borders for the compression method, using binary binomial numbers, gives possibilities to improve its 
compression ratio and increase its compression and decompression speed. The formulated and proved theorems demonstrate the 
actuality and possibility to search the borders of the reasonable application for the compression method, as well they point to the 
minimal values of sequences length, at which the borders of the compression should be applied. The graphic and table of the 
found borders values, which demonstrate the areas for amounts of units to compress binary sequence, are given in the paper. 

Keywords: binomial compression, binary binomial numbers, compression borders. 
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