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СИСТЕМА УПРАВЛІННЯ СУШІННЯМ КАПІЛЯРНО-ПОРИСТИХ МАТЕРІАЛІВ 

ЗА ДОПОМОГОЮ КВАДРАТИЧНОГО ФУНКЦІОНАЛУ 
 

Анотація  Розглянуто систему оптимального управління процесом сушіння капілярно-пористих матеріалів. Ме-
тою статті є розробка математичних засад удосконалення системи управління процесом сушіння капілярно-
пористих матеріалів. Запропоновано модель сушильної камери періодичної дії, яка є поширеною у народному ха-
зяйстві, в тому числі на невеликих об'єктах. Проведено аналіз існуючих технічних рішень реалізації систем управ-
ління сушильним устаткуванням. Розглянуті рішення завдань оптимальної швидкодії та оптимізації за втратами із 
застосуванням квадратичного функціоналу. За результатами дослідження показано, що оптимальне управління 
для розглянутої моделі складається з трьох інтервалів із розривами в точках перемикання. 
Ключові  слова:  процес сушіння, капілярно-пористі матеріали, система управління, квадратичний функціонал, 
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Вступ 
При виготовленні будівельних деталей з капі-

лярно-пористих матеріалів, таких як деревина, цегла, 
бетон та інші, найбільш енергоємним і тривалим за 
часом технологічним процесом є їх сушіння. Також 
від ефективності сушіння залежить якість деталей, 
що виготовляються. У виробництвах застосовують, 
як правило, штучне сушіння, що проводиться у спе-
ціальних сушильних установках, до складу яких 
входять декілька технологічних вузлів. В першу чер-
гу це сушильний апарат, або сушарка, у якій безпо-
середньо протікає процес, а також допоміжне облад-
нання – теплообмінні апарати (калорифери), тягоду-
тьовий пристрій (вентилятор, повітродувка) та сис-
тема пилоочищення. Вони здійснюють, відповідно, 
нагрівання сушильного агента, пропускання його 
через сушарку та відокремлення від висушеного 
продукту. В залежності від особливостей конкретно-
го виробництва створюються різноманітні типи ка-
мер із спеціалізованими наборами параметрів, кожен 
з яких дозволяє досягати певних якостей матеріалу, 
підвищуючи міцність, пружність, покращуючи зов-
нішній вигляд та інше. 

Таким чином процес сушіння вимагає тривалої 
підтримки заданих параметрів у певних межах, або 
навіть їх зміни за певною програмою. Для цього 
використовуються системи автоматичного управлін-
ня, які у теперішній час, як правило, будуються з 
використанням комп'ютерної техніки. Розвиток мік-
ропроцесорів та мікроконтролерів дозволяє викори-
стовувати все більш складні алгоритми та обчислен-
ня у реальному часі, тому завдання розробки нових 
підходів побудови оптимальних систем керування 
для мінімізації витрат енергії і тривалості процесу 
сушіння є актуальним.  

Огляд існуючих сушильних установок 
та систем управління ними 

Велика кількість праць як вітчизняних так і за-
кордонних вчених присвячена даній тематиці. Згідно 

з [1], найбільш прийнятними установками для су-
шіння капілярно-пористих матеріалів є паро-
повітряні сушильні камери періодичної дії. Зазвичай 
ці установки, що застосовуються на підприємствах 
із невеликими обсягами деревини. Камери, які роз-
роблені в [1] дозволяють більш якісно та гнучко 
встановлювати режими сушіння з метою досягнення 
найбільш оптимальних параметрів та фізичних вла-
стивостей деревини. За рахунок помірного обсягу 
пиломатеріалів камери періодичної дії дозволяють 
досягти найменших показників відсоткового вмісту 
вологи, тим самим виконавши конкретні вимоги 
замовника. Обробляється в таких камерах переваж-
но деревина для столярних робіт, виготовлення меб-
лів та різних предметів побуту. Але в цій роботі не 
розглядається задача оптимального управління та-
кими камерами. В [2] показано метод, завдяки якому 
досягається ефективне сушіння та мінімальний 
вміст вологи, а сам пиломатеріал набуває додаткових 
фізичних властивостей і стає більш стійким до гнит-
тя та подальшого руйнування. В цей же час показана 
формула не дозволяє оптимізувати витрату теплоно-
сія. В роботі [3] показана оптимізація процесу уп-
равління в тому числі в камерах періодичної дії, але 
головним недоліком є відсутність вибору оптималь-
ного режиму. У роботах [4,5] переважно, розгляда-
ється завдання оптимальної швидкодії без урахуван-
ня витрат енергії на пропарку матеріалів. При су-
шінні матеріалів у таких камерах можна виділити 
три основні етапи - прогрів або пропарювання мате-
ріалу, етап постійної швидкості сушіння та етап з 
падаючою швидкістю сушіння. Перший етап є до-
поміжним, але його тривалість може становити кіль-
ка діб. Тому саме на цьому етапі є необхідність здій-
снювати управління, яке було б оптимальне за спів-
відношенням енерговитрат і тривалості процесу. 

Метою статті є розробка оптимального управ-
ління процесом пропарювання при сушінні капіляр-
но-пористих матеріалів у сушильних камерах періо-
дичної дії для різних критеріїв оптимальності та 
їхньої технічної реалізації. 
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Математична модель  
сушильної камери 

Математична модель сушильної камери періо-
дичної дії може характеризуватися як нелінійна ди-
намічна система з розподіленими параметрами і вза-
ємозалежними управляючими впливами. Такі сис-
теми в динаміці описуються нелінійними диферен-
ціальними рівняннями у приватних похідних, що 
ускладнює вирішення задач оптимізації перехідних 
процесів та збільшує складність реалізації оптима-
льних регуляторів. У той же час, при інтенсивній 
циркуляції агентів сушіння нерівномірність розподі-
лу температурного поля може бути значно знижена, 
а поблизу робочого режиму статичні характеристики 
сушильної камери можна лінеаризувати, в тому чис-
лі за допомогою формули Тейлора. 

Все це дозволяє з достатньою точністю описати 
динаміку сушильної камери лінійним диференціаль-
ним рівнянням із постійними коефіцієнтами. На під-
ставі експериментальних досліджень перехідних 
характеристик камери окремо для каналів регулю-
вання по «сухому» і «мокрому» термометрам і фізи-
чних залежностей між окремими величинами, що 
характеризують процеси в камері, в [4] була запро-
понована структурна схема, що складається з восьми 
ланок (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Структурна схема об'єкта управління 

 
При обмеженні положень засувок величини  𝑈𝑈1 

та 𝑈𝑈2 також обмежені. Ці обмеження можна записа-
ти у вигляді 

 0 ≤ 𝑈𝑈1 ≤ 𝑈𝑈1макс,     0 ≤ 𝑈𝑈2 ≤ 𝑈𝑈2макс. , (1) 

Для визначення рівняння динаміки одержаної 
структурної схеми прирівняємо зображення за Лап-
ласом температур “сухого” термометра 

𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑠𝑠) =
𝑘𝑘1𝑘𝑘2𝑈𝑈1(𝑠𝑠)

(𝑇𝑇1𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑇2𝑠𝑠 + 1) +
𝑘𝑘2𝑘𝑘4𝑘𝑘мс𝑈𝑈2(𝑠𝑠)

(𝑇𝑇2𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑇4𝑠𝑠 + 1) , (2) 

та “мокрого” термометра  

𝜃𝜃м(𝑠𝑠) =
𝑘𝑘4𝑘𝑘5𝑈𝑈2(𝑠𝑠)

(𝑇𝑇4𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑇5𝑠𝑠 + 1) −
𝑘𝑘1𝑘𝑘5𝑘𝑘см𝑈𝑈1(𝑠𝑠)

(𝑇𝑇1𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑇5𝑠𝑠 + 1) . (3) 

Тоді з виразів (2) та (3) отримаємо 

𝑈𝑈2(𝑠𝑠) = 𝑈𝑈1(𝑠𝑠) ⋅
𝑘𝑘′(𝑇𝑇4𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑇22𝑠𝑠 + 1)

(𝑇𝑇1𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑇21𝑠𝑠 + 1) , (4) 

де                         𝑘𝑘′ =
𝑘𝑘1(𝑘𝑘2 + 𝑘𝑘5𝑘𝑘см)
𝑘𝑘4(𝑘𝑘5 − 𝑘𝑘2𝑘𝑘мс),                          (5) 

𝑇𝑇21 =
𝑘𝑘5𝑇𝑇2 − 𝑘𝑘2𝑘𝑘мс𝑇𝑇5
𝑘𝑘2 − 𝑘𝑘мс𝑘𝑘5

, 𝑇𝑇22 =
𝑘𝑘2𝑇𝑇5 + 𝑘𝑘5𝑘𝑘см𝑇𝑇2
𝑘𝑘2 + 𝑘𝑘см𝑘𝑘5

.  (6) 

Аналогічним чином можна отримати зворотну 
залежність   

𝑈𝑈1(𝑠𝑠) = 𝑈𝑈2(𝑠𝑠) ⋅
(𝑇𝑇1𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑇21𝑠𝑠 + 1)
𝑘𝑘′(𝑇𝑇4𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑇22𝑠𝑠 + 1) , (7) 

де вирази (5) та (6) лишаються незмінними. 
Таким чином, рівняння динаміки сушильної 

камери з матеріалом, що висушується, складене що-
до задає впливу на вході і температури всередині 
матеріалу на виході, набуває вигляду: 

𝑑𝑑5𝜃𝜃
dt5

+ 𝑎𝑎4
𝑑𝑑4𝜃𝜃
dt4

+ 

+𝑎𝑎3
𝑑𝑑3𝜃𝜃
dt3

+ 𝑎𝑎2
𝑑𝑑2𝜃𝜃
dt2

+ 𝑎𝑎1
𝑑𝑑𝜃𝜃
dt

+               (8) 

+𝑎𝑎0𝜃𝜃 = 𝑏𝑏2
𝑑𝑑2𝑈𝑈1
dt2

+ 𝑏𝑏1
dU1

dt
+ 𝑏𝑏0𝑈𝑈1, 

де коефіцієнти залежать від постійних часу та легко 
обчислюються, виходячи з наведених вище виразів. 
Рівняння динаміки відповідає передавальній функції: 

𝐾𝐾(𝑠𝑠) =
𝜃𝜃(𝑠𝑠)
𝑈𝑈1(𝑠𝑠) = 

=
𝑘𝑘𝑐𝑐(𝑇𝑇2𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑇4𝑠𝑠 + 1)

(𝑇𝑇1𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑇2𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑇3𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑇4𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑇21𝑠𝑠 + 1) , (9) 

Оптимізація процесу пропарювання 
за різних умов оптимальності 

Розглянемо три випадки: оптимізація за швид-
кодією, оптимізація за втратами та оптимізація за 
втратами за допомогою квадратичного функціоналу 
[6, 7]. Завдання оптимізації швидкодії буде вигляда-
ти наступним чином: об'єкт з передавальною функ-
цією (9) потрібно перевести з початкового стану: 

𝜃𝜃(0) = 𝜃𝜃0,    

𝑑𝑑4𝜃𝜃
dt4

(0) =
𝑑𝑑3𝜃𝜃
dt3

(0) =
𝑑𝑑2𝜃𝜃
dt2

(0) =
𝑑𝑑𝜃𝜃
dt

(0) = 0, 

у кінцевий стан  

𝜃𝜃(𝑇𝑇) = 𝜃𝜃𝑘𝑘, 

𝑑𝑑4𝜃𝜃
dt4

(𝑇𝑇) =
𝑑𝑑3𝜃𝜃
dt3

(𝑇𝑇) =
𝑑𝑑2𝜃𝜃
dt2

(𝑇𝑇) =
𝑑𝑑𝜃𝜃
dt

(𝑇𝑇) = 0, 

за мінімальний час так, щоб функціонал 

𝑞𝑞 = � 1
𝑇𝑇

0
dt 

набував найменшого значення. При цьому гамільто-
ніан матиме вигляд: 

𝐻𝐻 = −1 + 𝜓𝜓1𝜆𝜆1𝑥𝑥1 + 𝜓𝜓2𝜆𝜆2𝑥𝑥2 + 

+𝜓𝜓3(𝜆𝜆3𝑥𝑥3 + 𝜈𝜈3𝑈𝑈1) + 𝜓𝜓4(𝜆𝜆4𝑥𝑥4 + 𝜈𝜈4𝑈𝑈1) +    (10) 

+𝜓𝜓5(𝜆𝜆5𝑥𝑥5 + 𝜈𝜈5𝑈𝑈1). 
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Рівняння парної системи для вектор-функції 
мають однакову структуру і можуть бути записані у 
такому вигляді: 

𝑑𝑑𝜓𝜓𝑖𝑖
dt

= −
𝜕𝜕𝐻𝐻
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

− 𝜆𝜆𝑖𝑖𝜓𝜓𝑖𝑖 , (𝑖𝑖 = 1 ÷ 5).           (11) 

З рівняння (11) випливає, що 

𝜓𝜓𝑖𝑖 = 𝜓𝜓𝑖𝑖0𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑖𝑖𝑡𝑡 ,  (𝑖𝑖 = 1 ÷ 5),              (12) 

де 𝜓𝜓𝑖𝑖0  – початкове значення відповідних компонен-
тів функції �̄�𝜓. Оскільки всі 𝜆𝜆𝑖𝑖 – речові числа, то ве-
личина у виразі (12) визначається сумою трьох екс-
понент, яка не може перетинати вісь часу більше 
двох разів. Отже, оптимальне за швидкодією управ-
ління відповідно до принципу максимуму не може 
складатися з більш ніж трьох інтервалів.  

На рис. 2 наведено графік зміни оптимального 
𝑈𝑈1 за 𝛩𝛩0 = 0°С, 𝛩𝛩𝑘𝑘 = 80°𝐶𝐶. 

 

 
Рис. 2. Оптимальний перехідний процес при обмеженому управлінні та 𝛩𝛩0 = 0°С, 𝛩𝛩𝑘𝑘 = 80°𝐶𝐶 

 
Завдання оптимальної витрати палива ставить-

ся так: об'єкт з передавальної функцією (9) потрібно 
перевести з початкового стану 

𝜃𝜃(0) = 𝜃𝜃0, 
𝑑𝑑4𝜃𝜃
dt4

(0) = 𝑑𝑑3𝜃𝜃
dt3

(0) = 𝑑𝑑2𝜃𝜃
dt2

(0) = 𝑑𝑑𝜃𝜃
dt

(0) = 0, 

у кінцевий стан  

𝜃𝜃(𝑇𝑇) = 𝜃𝜃𝑘𝑘 ,  
𝑑𝑑4𝜃𝜃
dt4

(𝑇𝑇) = 𝑑𝑑3𝜃𝜃
dt3

(𝑇𝑇) = 𝑑𝑑2𝜃𝜃
dt2

(𝑇𝑇) = 𝑑𝑑𝜃𝜃
dt

(𝑇𝑇) = 0, 

за заданий час Т так, щоб функціонал 

𝑞𝑞 = � 𝑈𝑈1
𝑇𝑇

0
(𝑡𝑡)dt 

набував найменшого значення. 
У цьому випадку за аналогією з попереднім за-

вданням управління має бути релейним триінтерва-
льним. Особливих управлінь немає, оскільки про-
аналізований об'єкт є лінійним [8]. З фізичних мір-
кувань очевидно, що на першому інтервалі  

𝑈𝑈1опт = 𝑈𝑈1макс,  
другому 

 𝑈𝑈опт = 0,  

а на третьому  
𝑈𝑈1опт = 𝑈𝑈1макс. 

Але таке ж рішення для цього об'єкта має за-
вдання оптимальної швидкодії. З іншого боку оче-
видно, що при однакових граничних умовах і одна-
кових параметрах об'єкта та сама керуюча послідов-
ність не може мати різні тривалості інтервалів. Тому 
для даного об'єкта рішення задачі мінімізації витра-
ти теплоносія збігається з рішенням задачі оптима-
льної швидкодії. 

Для вирішення задачі оптимізації витрати па-
льного слід використовувати наступний квадратич-
ний функціонал: 

𝑞𝑞 =
1
2
� 𝑈𝑈12
𝑇𝑇

0
(𝑡𝑡)dt. 

Ставиться завдання мінімізації енергетичних 
витрат за збереження необхідної продуктивності 
роботи сушильної камери. Рівняння динаміки, пере-
творене до зручного вигляду, виглядає так: 

 �̇�𝑥𝑖𝑖 = 𝜆𝜆𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑈𝑈1, (𝑖𝑖 = 1 ÷ 5),  (13) 

де 𝜆𝜆𝑖𝑖 = − 1
𝑇𝑇𝑖𝑖

; 𝑣𝑣𝑖𝑖 - постійні коефіцієнти, причому 
𝑣𝑣1 = 𝑣𝑣2 = 0. 
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Для вирішення задачі з використанням принци-
пу максимуму Понтрягіна запишемо гамільтоніан: 

𝐻𝐻 = −
1
2
𝑈𝑈12 + 𝜓𝜓1𝜆𝜆1𝑥𝑥1 + 𝜓𝜓2𝜆𝜆2𝑥𝑥2 + 

+𝜓𝜓3(𝜆𝜆3𝑥𝑥3 + 𝜈𝜈3𝑈𝑈1) + 𝜓𝜓4(𝜆𝜆4𝑥𝑥4 + 𝜈𝜈4𝑈𝑈1) +   (14) 

+𝜓𝜓5(𝜆𝜆5𝑥𝑥5 + 𝜈𝜈5𝑈𝑈1). 
Враховуючи додатки, в які входить дія що від-

шукується, спрощуємо запис (14): 

 𝐻𝐻 = −1
2
𝑈𝑈12 + (𝜓𝜓3𝑣𝑣3 + 𝜓𝜓4𝑣𝑣4 + 𝜓𝜓5𝑣𝑣5)𝑈𝑈1.  (15) 

З умови максимуму функції вздовж оптималь-
ної траєкторії знайдемо: 

𝜕𝜕𝐻𝐻
𝜕𝜕𝑈𝑈1

= −𝑈𝑈1 + 𝜓𝜓3𝑣𝑣3 + 𝜓𝜓4𝑣𝑣4 + 𝜓𝜓5,              (16) 

звідки 𝑈𝑈1опт = 𝜓𝜓3𝑣𝑣3 + 𝜓𝜓4𝑣𝑣4 + 𝜓𝜓5𝑣𝑣5.  (17) 

Зі сполученої системи 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖
dt

= − 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

= −𝜆𝜆𝑖𝑖𝜓𝜓𝑖𝑖  ви-

значимо складові функції �̄�𝜓(𝑡𝑡): 

 𝜓𝜓𝑖𝑖 = 𝜓𝜓𝑖𝑖0𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑖𝑖𝑡𝑡.  (18) 
На підставі рівнянь (13), (17), (18), а також того, 

що координати 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2  некеровані та змінюються 
тільки під дією початкових умов, слід подати грани-
чні умови для координат 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, 𝑥𝑥5 через 𝜃𝜃, �̇�𝜃, �̈�𝜃.  

Таким чином, оптимальне управління є безпе-
рервною функцією часу. Іноді може виявитися, що 
функція𝑈𝑈1опт не задовольняє обмеження.  

Тоді загальне рішення оптимального завдання 
матиме вигляд: 
𝑈𝑈1опт = 𝑈𝑈1max𝐹𝐹[𝜓𝜓3𝑣𝑣3 + 𝜓𝜓4𝑣𝑣4 + 𝜓𝜓5𝑣𝑣5] = 𝐹𝐹[𝛼𝛼],    (19) 

 Вирішення задачі при управлінні 𝑈𝑈1опт типа 
(19) значною мірою ускладнюється, оскільки вини-
кають інтервали управління з різними законами змі-
ни 𝑈𝑈1(𝑡𝑡).  Загальне рішення у разі перебуває у ре-
зультаті стикування диференціальних рівнянь у точ-
ках стику інтервалів. Однак на відміну від задачі 
оптимальної швидкодії, тут навіть при настанні об-
меження функція 𝑈𝑈1опт(𝑡𝑡) безперервна. 

Висновки 
1. Визначення сушильної камери та обрання 

оптимального управління є найбільш ефективним та 
практичним інструментом на сьогоднішній день. 

2. Проведений аналіз методів оптимізації про-
цесу пропарювання при різних критеріях оптималь-
ності показав, що задача оптимальної швидкодії та 
задача мінімізації витрати теплоносія має одне й те 
саме рішення, якщо як функціонал останньої з них 
приймається інтеграл від керуючого впливу. 

3. Оптимальне управління складається з трьох 
інтервалів із розривами в точках перемикання. Тому 
розглянутий далі критерій оптимальності як інтег-
рала від квадрата управління є кращим, оскільки 
реалізується одноінтервальною безперервною функ-
цією часу, що є значно простішою з точки зору ви-
користання у реальній системі. 
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System of control of drying of capillary-porous materials using quadratic functional 
Dmytro Gapon, Denysenko Mykola, Zuev Andrey, Leshchenko Viacheslav, Lunin Denis 

Abstract .  The system of optimal control of the drying process of capillary-porous materials is considered. The re-
search purpose is to develop mathematical principles for improving the control system of the drying process of capillary-
porous materials. The model of the drying chamber of periodic action which is widespread in a national economy, including 
on small objects is offered. The analysis of the existing technical decisions of realization of control systems of the drying 
equipment is carried out. Solutions of problems of optimal speed and optimization for losses with the use of quadratic func-
tional are considered. According to the results of the study it is shown that the optimal control for the considered model con-
sists of three intervals with gaps at switching points. 

Key words:  drying process, capillary-porous materials, control system, quadratic functional, mathematical model, opti-
mization. 
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