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РОЗРАХУНКИ ПОВЗУЧОСТІ ПРИ НЕПЕРЕРВНОМУ ЗРОСТАННІ ТЕМПЕРАТУРИ 
 

В статті надано математичну постановку трьохвимірних задач повзучості та нестаціонарної теплопровідності. Як метод розв’язання викори-
стано метод скінченних елементів. Описано розроблені алгоритми, які є основою створеного програмного забезпечення. Отримано констан-
ти до рівняння стану повзучості бронзи у широкому діапазоні температур. Проведено одночасний розв’язок сформульованих задач на при-
кладі нагрівання бронзового стрижня та визначено достовірність роботи розробленого програмного забезпечення. 
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Вступ. Повзучість матеріалів може істотно об-
межувати довготривалі властивості елементів конс-
трукцій [1]. У більшості випадків істотні деформації 
повзучості мають місце при підвищених температу-
рах, коли температура процесу є більшою за 0.3-
0.5 від температури плавлення [2]. Для врахування 
залежності функції швидкості деформації повзучості 
від температури використовують різні залежності, 
однією з найбільш поширених та фізично обґрунтова-
них з яких є експоненціальна [3]. Для отримання роз-
поділу температури у конструкції використовують 
розв’язки задач стаціонарної чи нестаціонарної тепло-
провідності. На теперішній час у більшості робіт 
(див., наприклад, [4-7]) виконуються розрахунки при 
постійних температурах, чи при їхньому змінюванні в 
обмежених діапазонах за часом чи за координатами 
точок в конструкції. Окремим випадком є циклічне 
змінювання температури за часом , яке, зокрема, є 
випадком наведених вище умов. Для моделювання 
цього процесу використовують ефективний метод 
осереднення на періоді змінювання температури за 
часом та отримують осереднені рівняння стану, в яких 
застосовується значення незмінної за часом темпера-
тури [8]. Розглядаючи ці задачі, можливо зробити ви-
сновок, що в усіх з них знаходження температурних 
полів передує розрахункам повзучості, в яких попере-
дньо знайдені розподіли температури грають роль 
початкових умов.  

Між іншим, на практиці зустрічаються проце-
си, що характеризуються постійним зростанням те-
мператури в усіх точках твердого деформівного тіла 
внаслідок його постійного нагріву. При цьому такі 
тіла знаходяться під дією істотних механічних на-
вантажень. Подібні задачі виникають при моделю-
ванні зварювання, газового різання, технологічних 
процесів у металургії тощо. Дуже важливими є за-
дачі визначення деформування авіаційних констру-
кцій при надзвуковому нагріванні [9]. Ще одною 
цариною застосування розглянутих постановок є 
аналіз аварійних режимів у ядерних реакторах [10]. 
Для адекватної оцінки змінювання напруженого 
стану в навантаженому твердому тілі при його по-
стійному нагріванні необхідно застосовувати метод 
розв’язання, що є побудованим на базі математич-
ної постановки задачі, в якій рівняння нестаціонар-
ної теплопровідності та початково-крайової задачі 
повзучості мають розв’язуватись одночасно. Рів-
няння стану мають вірно відбивати залежність 

швидкості деформації повзучості від температури в 
усьому діапазоні її змінювання. В даній роботі зроб-
лено спробу надання таких постановки, методу та 
алгоритмів, які покладено в основу розробленого 
прикладного програмного забезпечення для 
розв’язання задач теорії повзучості при непере-
рвному зростанні температури.  

 
Математична постановка задачі термоповзу-

чості. Розв’яжемо тривимірну задачу термоповзучості 
в замкненій області Ω, що обмежена поверхнею S, яка 
задається у вигляді системи рівноваги Нав’є (1), запи-
саної в тензорному вигляді [1]: 
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де σij – тензор напружень, iX
r
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Для дослідження властивостей деформацій тіла в 

кожній його точці розглянемо тензор повної деформа-
ції, що внаслідок гіпотези про адитивність деформацій 
є сумою тензорів пружних деформацій eij, тензора те-
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де Te iii
T α= , )3,2,1( =iiα  – коефіцієнт лінійного роз-

ширення. Системи геометричних та фізичних рівнянь 
відповідно матимуть вигляд: 
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де Dijkl – тензор пружних властивостей матеріалу. Тен-
зор деформацій повзучості визначають за рівняннями 
стану [1-3]:  
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де g&  – потенціал швидкості деформації повзучості, 
який залежить від компонент тензора напружень та 
його інваріантів. 

В залежності від того, який вигляд має даний по-
тенціал, виділяють ту або іншу гіпотезу повзучості, 
наприклад, течіння або зміцнення. 

Для опису процесів накопичення прихованого 
руйнування внаслідок повзучості застосовують підхо-
ди континуальної механіки пошкоджуваності [3]. Кі-
нетичне рівняння для параметру пошкоджуваності ω 
приймаємо у вигляді [1,3]: 
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де l, r, D – коефіцієнти, що визначаються з кривих 
повзучості матеріалів; σe – еквівалентне напруження, 
яке визначається за критерієм руйнування, що відпо-
відає даному матеріалу. 

Крайові умови у вигляді функції заданих пере-
міщень задаються наступним чином:  

01
| ϕϕ

rr
=S ,                                    (6) 

де ϕ
r

 – вектор переміщень; 0ϕ
r

 – його задане значення 
на поверхні S1. 

Крайові умови на деякій поверхні S2 у вигляді за-
даних поверхневих сил задаються наступним чином: 

jSjij pn =
2

|σ ,                                  (7) 
де nj – вектор-нормаль до поверхні, на якій прикладе-
но силу; pj – вектор поверхневих сил. 

Вважаємо, що в початковий момент часу пара-
метр пошкоджуваності та деформація повзучості від-
повідно приймають нульові значення: 

0)0( =ω , 0)0( =ij
ce .                       (8) 

Для знаходження значень температур ),,,( tzyxT  
на цій же області Ω для того часового інтервалу 
розв’язується трьохвимірна задача нестаціонарної те-
плопровідності, що задається у вигляді наступного 
рівняння [11]: 
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де ),,,( tzyxf  – функція розподілу теплових джерел; 
kx(T), ky(T), kz(T) – коефіцієнти теплопровідності в на-
прямках осей OX, OY, OZ відповідно, що залежать від 
температури. 

Крайові умови другого роду (теплообмін за зако-
ном Неймана) на деякій поверхні S3 має вигляд: 
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де 
n
T
∂
∂

 – проекція температурного градієнта на нор-

маль до поверхні S3; q(t) – інтенсивність теплового 
потоку. 

Вважаємо, що на деякій поверхні S3 задано кра-
йові умови Дирихле у вигляді функції теплового ре-
жиму: 
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де h(t) – функція заданого температурного режиму. 

Початкові умови мають вигляд: 
),,()0,,,( zyxzyxT ψ= ,                        (12) 

де ),,( zyxψ  – функція початкового розподілу темпе-
ратури в момент часу t0 = 0. 

 
Метод розв’язання задачі теорії повзучості та 

нестаціонарної теплопровідності. Для розв’язання 
задачі використовуємо метод скінченних елементів 
[12]. Проведемо дискретизацію області Ω на скінченні 

елементи. Для кожного елемента введемо до розгляду 
варіаційний функціонал потужності [2]: 

∫∫∫ +⋅+⋅=
)()()(

)()()()()()(

βββ

ββββββ ϕϕεσ
S

S
i

S
i

V

V
i

V
i

V
ijij dSPdVPdV &&&&&&  

∑
=

⋅+
k

i

d
i

d
i P

1

)()( ββϕ && ,                           (13) 

де )(βσ ij&  – тензор швидкостей напружень; )(βε ij&  – тензор 

повних швидкостей деформації; )(βV
iP&  – тензор швидко-

сті об’ємних сил; )(βS
iP&  – тензор швидкості поверхневих 

сил; )(βd
iP&  – тензор швидкості зосереджених сил; )(βϕ V

i& , 
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i&  – швидкості переміщень, викликаних дією 

об’ємних, поверхневих та зосереджених сил відповідно; 
β – номер скінченного елемента; V (β) – об’єм елемента; 
S (β) – площа елемента, на якій прикладено силу. 

Розв’язання задачі будемо знаходити у швидко-
стях переміщень. Застосуємо восьмивузловий трилі-
нійний скінченний елемент [12]. Представимо шука-
ний розв’язок у вигляді інтерполяційного ряду: 
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де iu& , iv& , iw&  - швидкості вузлових переміщень; 
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функції. 
Зв’язок повного тензора швидкості деформацій зі 

швидкістю переміщень має наступний вигляд: 
kijkij B ϕε && = ,                                (15) 

де Bijk – тензор зв’язку швидкостей переміщень з 
швидкостями деформацій. 

Зв’язок тензора швидкості напруження з тензо-
ром швидкості повної деформації приймає вигляд: 

klijklij D εσ && = .                               (16) 
Праві частини виразів (15) та (16) представляють 

собою згортку тензорів по «глухих» індексах. Підста-
вляючи отримані співвідношення (15) та (16) до вира-
зу (13), отримаємо наступний функціонал: 
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Підставляючи до виразу (17) з урахуванням (2) 
повний тензор швидкості деформацій, виражений че-
рез суму швидкостей пружного, температурного та 
тензора деформацій повзучості, отримаємо: 
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компоненти вектора швидкостей переміщень на еле-
менті β. 

Складова швидкості переміщення )(βϕi&  виникає 
від дії пружних сил на елементі, складова швидкості 

)(βϕ Temp
i&  – від дії температурних сил, складова швид-

кості )(βϕ Creep
i&  – від дії об’ємних сил, обумовлених 

деформацією повзучості, а складові )(βϕ V
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i&  обумовлені дією об’ємних, поверхневих та зо-
середжених навантажень на елементі, індекс T означає 
транспонування. 

У зв’язку з тим, що компоненти локального век-
тора швидкості переміщення на елементі β входять до 
глобального, то варіація по локальних компонентах 
зводиться до варіації глобального вектора швидкості 
переміщення.  

Знаходячи варіацію виразу (18) за компонентами 
ϕδ & , отримаємо рівняння задачі термоповзучості у 

наступному вигляді: 
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Переходячи до векторно-матричної форми запису 
виразу (19), отримаємо рівняння для знаходження 
компонент вектора швидкості переміщень на елемен-
ті: 
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)()( ββ &&  – вектор швид-

кості зосереджених сил. 
Матриця B «вбирає» в себе базисні функції, а ма-

триця D описує властивості матеріалу 
Застосовуючи даний підхід для кожного елемен-

та, знаходимо локальні матриці вкладу та результуючу 
глобальну матрицю жорсткості:  

dSVCreepTemp PPPEEK &&&&&& ++++=⋅ }{][ ϕ .          (21) 
Розв’язання СЛАР проводимо за допомогою ме-

тоду Холецького, тому що матриця вихідної системи є 
додатно визначеною. 

Отриманий вектор швидкості переміщення під-
ставляємо до виразів (3), записаних через швидкості, і 
знаходимо компоненти тензорів швидкості напружен-
ня і швидкості деформації. Застосовуючи чисельну 
схему інтегрування Ейлера, на кожному кроці за ча-
сом знаходяться вузлові переміщення, напруження та 
деформації відповідно: 

tttt Δ⋅+=Δ+ ϕϕϕ &)()( , tttt ijijij Δ⋅+=Δ+ εεε &)()( , 
tttt ijijij Δ⋅+=Δ+ σσσ &)()( .                   (22) 

В початковий момент часу при t = 0 складові век-
тора переміщення φ(0), тензора повної деформації 
εij(0) та тензора напруження σij(0) знаходяться із 
розв’язання задачі термопружності. При t = 0 складова 
повзучості у тензорі повних деформацій буде відсут-
ня. Розв’язання задачі термопружності проводиться у 
переміщеннях, тобто СЛАР (21) для початкового мо-
менту часу t = 0 запишеться у вигляді: 

dSVTemp PPPEK +++=⋅ }{][ ϕ .             (23) 
В результаті розв’язання даної задачі буде визна-

чено φ(0), а по співвідношенням (3) – εij(0) та σij(0) 
відповідно, які є початковими умовами для інтегру-
вання системи рівнянь (21), що відповідає задачі тер-
моповзучості. Знаходження температурного поля для 
визначення температурних деформацій відбувається 
шляхом розв’язання задачі нестаціонарної теплопро-
відності, метод та алгоритм якого з використанням 
даного скінченного елементу наведений у [13]. 

Для розв’язання задачі термоповзучості розроб-
лений раніше програмний засіб [13] було доповнено 
відповідними методами, які дозволяють знаходити 
швидкості температурних деформацій на кожному 
кроці інтегрування з урахуванням механічних наван-
тажень на конструкцію. Задачі нестаціонарної тепло-
провідності та теорії повзучості розв’язуються у по-
слідовному порядку на кожному кроці інтегрування за 
часом. 

 
Розв’язання задачі термоповзучості стрижня. 

Виконаємо дослідження придатності описаного алго-
ритму на прикладі задачі деформування при повзучос-
ті стрижня, який для його скінченноелементного мо-
делювання представимо як трьохвимірне тіло – ци-
ліндр. В розрахунках внаслідок симетрії скінченное-
лементну сітку побудуємо для чверті циліндру. Оста-
точно прийнята до розрахунків сітка складалась з 850 
елементів та 914 вузлів. За дослідженнями збіжності 
чисельної схеми інтегрування крок за часом для мето-
ду Ейлера обрано 0,001 c. 

Розміри стрижня прийнято наступними: радіус 
R = 5 см, довжина L = 100 см. Вважаємо, що правий 
торець стрижня жорстко закріплено, а лівий знахо-
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диться під дією розтягуючого навантаження, інтенси-
вність якого складає 3 МПа. 

В початковий момент часу розподіл температур-
ного поля є рівномірним, а його значення складає 
20 °C. Починаючи з цього моменту, стрижень з право-
го торця прогрівається рівномірним тепловим пото-
ком, інтенсивність якого складає: 

2100 01
мм
Втq L == ,                           (24) 

Коефіцієнт теплопровідності для бронзи при 
температурі 20 °C складає kx = ky = kz = 56 Вт/мм K, 
а при температурі 950 °C – kx = ky = kz = 32 Вт/мм K. 
В роботі застосовано лінійну апроксимацію залеж-
ності зміни коефіцієнта теплопровідності від темпе-
ратури: 

93
5256

930
24)( +⋅−= TTk .                    (25) 

Рівняння стану для деформації повзучості конк-
ретизуємо з застосуванням експоненціальної залежно-
сті від температури та закону Нортону (гіпотези те-
чіння) [3] : 

)(
T
Q

nс
ij eBe

−
⋅⋅= σ& .                         (26) 

Значення констант B, Q, n визначаються шляхом 
обробки експериментальних кривих повзучості при 
різних рівнях температур та навантажень [1,3]. В ре-
зультаті обробки даних, наведених у роботах [14, 15], 
при температурах T1 = 150 °C, T2 = 150 °C, T3 = 950 °C 
та навантаженнях σ1 = 500 МПа, σ2 = 740 МПа, 
σ3 = 1,7 МПа було отримано наступні константи для 
закону (17):  

B = 3,823 · 103 (МПа-1)n/г, n = 3,437, 
Q = 5,852 · 103 °C.                        (27) 

Застосуємо рівняння стану (26) з найденими кон-
стантами (27) до розрахунків повзучості бронзового 
стрижня. Одночасно з задачею термоповзучості 
розв’язуємо задачу нестаціонарної теплопровідності 
та визначимо для цього ж стрижня функцію зміню-
вання температури від координат та часу. Час розра-
хунку – 10 хв. На рис. 1 надано графік змінювання 
температури від часу на правому торці стрижня вна-
слідок неперервної дії теплового потоку. 

 

 
Рисунок 1 – Змінювання температури від часу  

на правому торці стрижня 
 

Як видно з графіку, має місце істотне зростання 
температури, яка за 10 хв підвищується  до 707 °С. 

Рис. 2 містить результати розрахунків – графік 
залежності деформації повзучості стрижня від часу 
(перша шкала осі абсцис) та температури (друга шка-
ла). Як видно з графіку, властивості повзучості спла-
ву, що розглядається, при заданому напруженні розтя-
гу починають істотно виявлятись, починаючи з темпе-
ратури 400 °С. До цього значення деформації є від-
мінним від нуля, але достатньо малим. За менш, ніж за 
200 с стрижень набуває деформації, що перевищує 
18 %. Після цього розрахунок був зупинений. Для 
більш точного опису повзучості стрижня у цей часо-
вий інтервал необхідно отримання констант до кіне-
тичного рівняння для параметру пошкоджуваності 
типу (5), в якому враховано залежність від температу-
ри (див, наприклад [7]). 

Обрану задачу можливо розв’язати у одновимір-
ній постановці, приймаючи до уваги незмінне значен-
ня напруження у стрижні про розтягу. Проведені роз-
рахунки продемонстрували збіжність отриманої зале-
жності з наведеною на рис. 2, що надає можливість 
зробити висновок про задовільну якість першого тес-
тування методу та алгоритму.  

 

 
Рисунок 2 – Залежність деформації повзучості стрижня від 

температури та часу 
 
Висновки. В статті розроблено метод та алго-

ритм одночасного розрахунку задач нестаціонарної 
теплопровідності та термоповзучості. За експеримен-
тальними даними знайдено константи для рівняння 
стану повзучості бронзи для широкого діапазону тем-
ператур. На спеціальному прикладі перевірено мож-
ливість застосування методу до розрахунків повзучос-
ті при зростанні температури. 
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