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ДОСЛІДЖЕННЯ ХАРАКТЕРИСТИК ВІДГУКУ СИСТЕМИ 
ЗВ’ЯЗАНИХ РЕЗОНАНСНИХ КОНТУРІВ НА СТОХАСТИЧНЕ 
ЗБУРЕННЯ  
 

Запропоновано вирішення задачі пошуку реакції багаточастотних коливальних 
систем на випадковий вплив на основі методу лишків. Представлено та обгрунтовано 
математичні основи запропонованого підходу. Продемонстровано закономірність 
реакції при різних параметрах впливу і системи. Вивчено вплив стохастичного збурення 
на поведінку системи. Запропоновані теоретичні засади вирішення задачі пошуку 
реакції багаточастотних коливальних систем на випадковий вплив на основі методу 
лишків, підтверджені результатами проведеного моделювання. Табл.: 1. Бібліогр.: 13 
назв. 

Ключові слова: система зв’язаних коливальних контурів; реакція 
багаточастотних коливальних систем; метод лишків. 

 

Постановка проблеми. Багато природних або технічних процесів 
(систем) описуються диференційними рівняннями другого порядку і 
являють собою коливальні системи резонансного характеру. Реакція 
системи розглядається як відгук на одночастотний вплив, хоча 
характеристики відгуку на стохастичний вплив можна знайти за 
допомогою, наприклад, методу лишків. Останнім часом активно 
досліджуються системи, які можуть бути описані у вигляді довільним 
чином зв’язаних коливальних контурів. Якщо складові контури мають 
відмінні за значенням параметри, то пошук характеристик реакції 
системи у цьому випадку значно ускладнюється. Математична складність 
обумовлена необхідністю рішення, у самому загальному випадку, 
системи нелінійних неоднорідних диференційних рівнянь. При цьому, 
для часткових випадків пропонують варіанти пошуку поодиноких 
характеристик реакції системи. У той же час загальних підходів до 
рішення зазначених систем диференційних рівнянь на даний час не 
запропоновано. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Методологічні основи 
визначення реакції лінійної коливальної системи на гармонійний вплив 
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представляють собою рішення лінійного диференційного рівняння 
другого порядку [1, 2]. Для визначення конкретного рішення таких 
рівнянь у деяких роботах [3] пропонується розглядати сумарний вплив 
окремих гармонік, що отримуються за результатами розкладу функції 
впливу у ряд Фур’є. Також, досліджується використання методу перетину 
контурів для кількісного оцінювання ефектів післядії і отримання меж 
коливань у термінах двох значущих параметрів [4]. У той же час, для 
загального виду випадкової функції впливу рішення не формалізовано. 
Якщо розглядати систему зв’язаних коливальних контурів, то їх реакція 
описується системою лінійних неоднорідних диференційних рівнянь, 
конкретне рішення яких аналітично не завжди можливо [5]. Враховуючи 
можливість задання функції впливу спектральною густиною потужності, 
для пошуку рішення можна скористатись математичним апаратом теорії 
лишків [6, 7]. 

Мета статті. Метою даного дослідження є пошук характеристик 
відгуку системи зв’язаних резонансних контурів на стохастичне 
збурення.   

Система і збурення. Розглядається система зв’язаних коливальних 
контурів з ємнісними зв’язками, яка описується системою диференційних 
рівнянь [8] наступним чином (1): 
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де ( )tE  – збурюючий вплив, iR , iL , iC  – опір, індуктивність та ємність 
i-го контуру у коливальній системі, i  = 1, 2, …, N; iq  – заряд на i -му 
конденсаторі (параметр, що контролюється). 

Стохастичний вплив представляється спектральною густиною 
випадкового процесу з переважаючою частотою [9] наступним чином (2) 
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де 2σ , µ , λ  – відповідно дисперсія, показник нерегулярності (коефіцієнт 
затухання кореляційної функції, що визначає ступень нерегулярності 
коливань) і переважаюча частота впливу (частота зміни кореляційної 
функції). 

Пошук реакції системи. При вивченні статистично змінних сил 
найбільший практичний інтерес становлять спектральні характеристики 
відгуку [10]. Застосування зворотного перетворення Фур’є до (2) 
призводить до інтегральної функції, яка не має аналітичного рішення. 
Тому методи прямого пошуку рішення (1) не можуть бути застосовані для 
стохастичного впливу, що представлений у (2). У той же час спектральні 
характеристики відгуку системи дозволяють знайти застосування теорії 
лишків. 

Спектральна густина реакції системи ( )ωqS  визначається за її 
передатною функцією ( )ωjW  [11] наступним чином (3) 

 
 ).()()( 2 ωω=ω Eq SjWS  (3) 

 
Дисперсія реакції системи описується невласним інтегралом (4) 
 

 [ ] ).()( ω=ωω= ∫
∞

∞−

IdSqD q  (4) 

 
Поширюючи ( )ωI  на верхню півплощину комплексної площини 

( )()( zII →ω , )()( zSSq →ω , jyz +ω= ), перевіряються умови 
застосування і безпосередньо застосовується теорема Коші [6]. У 
результаті отримують шукане рішення (5) 
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де )(Res zS

izz=
 – лишок функції )(zS  у точці iz , а iz  – особливі точки )(zS  у 

верхній півплощині комплексної площини. 
Розглянемо питання пошуку передатних функцій. Якщо 

представити вихідні процеси (1) через передатні функції окремих 
контурів, то отримується наступна система рівнянь (6): 
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функції окремих (незв’язаних) контурів. 
Легко побачити, що систему рівнянь (6) можна формалізувати у 
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тридіагональна матриця. Для розв’язання (6) відносно збурення ( )tE  
можна скористатись, наприклад, методом прогонки. Після знаходження 
передатної функції кожної ланки можна з використанням (5) знайти 
реакцію кожної ланки за результатами дії вхідного збурення. 
Запропонований метод дозволяє знайти реакцію системи зв’язаних 
контурів на стохастичний вплив за передатними функціями окремих 
контурів, або за параметрами довільного числа зв’язаних контурів. 

Розглянемо випадок двох контурів. Система диференційних 
рівнянь, що описує систему двох зв’язаних контурів (7), є: 
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Розв’язуючи систему (7) відносно )(tE , отримаємо (8) та (9): 
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Обмежимось розглядом першого ланцюга. Маємо 
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Здійснюючи заміну ωjp → , отримується передатна функція 

першого контуру (12): 
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де ( )( )2112

2
2112

2 12 LRLRCRCRD −ω−+ω= . 
Якщо підставити (2) та (13) до (3), а потім до (4) то отримується 

невласний інтеграл, який вирішується запропонованим вище методом 
лишків. У верхній півплощині комплексної змінної лежать 2z , 4z , 6z , 8z , 

10z , 12z  – полюси першого порядку. Враховуючи, що знаменник ( )zS  не 
обертається на нуль на дійсній осі, а також його ступінь більше, ніж на 
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дві одиниці перевищує ступінь чисельника, то можна говорити про 
виконання умов застосування теореми Коші про лишки [5]. Тоді, 
відповідно до (5) отримується (14) 
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Використовуючи правила обчислення лишків [12, 13], 

обчислюються складові (14) для кожної особливої точки, як це 
преставлено в (15) 
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Після обчислення отримується значення (5) дисперсії вихідного 

процесу для обраної системи зв’язаних коливальних контурів. Якщо 
визначити співвідношення λµ , наприклад 1,0=λµ , то для обраних 
параметрів дисперсія реакції системи є відношенням поліномів 16 
ступеню (16) 
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За аналогічною методикою були проведені розрахунки для інших 

вхідних даних. Графіки отриманих залежностей реакції системи від 
переважаючої частоти вхідного стохастичного збурення наведені на 
рис. 1. Реакція система представлена у вигляді величини дисперсії 
амплітуди вихідного випадкового процесу (віднесеної до дисперсії 
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вхідного стохастичного збурення) залежно від переважаючої частоти 
вхідного збурення (2). 
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Рис. 1. Реакція системи двох зв’язаних коливальних контурів з різними 
параметрами на стохастичне збурення із переважаючою частотою (вихідні 

дані – відповідно до табл.1) 
 

Таблиця 1  
Значення параметрів для аналізу реакції системи 

Параметр Значення параметра 

1L  0,10 0,10 0,10 1,00 

2L  0,12 0,12 1,00 0,10 

1C  0,50 0,50 1,00 1,00 

2C  0,40 0,40 0,33 0,33 
R1=R2 0,10 0,01 0,10 0,10 
μ 0,1λ 0,1λ 0,01λ 0,01λ 

Графік а б в г 
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Аналіз реакції системи зв’язаних контурів на випадковий вплив 
свідчить про наявність резонансних явищ при наближенні переважаючої 
частоти впливу до власних резонансних частот коливальних контурів 
системи (рис. 1 а – в). При цьому вища добротність коливальних 
контурів (менше значення коефіцієнта опору) звужує ширину реалізації 
завдань впливу (рис. 1 б). Збільшення коефіцієнту опора призводить до 
зміщення резонансних максимумів, їх зменшення, а також збільшення 
ширини реалізацій. 

Перевірка отриманих результатів здійснювалась в Matlab з 
використанням пакету Simulink шляхом аналізу спектральної густини 
потужності вихідних сигналів коливальних контурів, що входять до 
складу системи. Реакція системи на сигнал з рівномірним спектром (виду 
δ -функції, яка у дослідженні отримувалась диференціюванням функції 
Гевісайда) підтвердила аналітичні результати щодо характеру 
резонансних явищ і значень резонансних частот. 

Висновки. У дослідженні представлено розроблений метод пошуку 
аналітичних рішень визначення реакції складної багаточастотної 
коливальної системи, який є універсальним для стохастичного вхідного 
впливу, що представлений спектром, якщо складові одержуваного 
невласного інтегралу задовольняють умовам теореми Коші. Проведено 
аналіз реакції при різних параметрах впливу. Достовірність одержаних 
результатів підтверджується збіжністю аналітичних результатів з 
результатами моделювання. Напрямком подальших досліджень можна 
визначити застосування розробленого методу для вирішення практичних 
інженерних задач. 
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УДК 53.097:51-74 
Дослідження характеристик відгуку системи зв’язаних резонансних 

контурів на стохастичне збурення / Чепков І.Б., Довгополий А.С., 
Білобородов  О.О. // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Інформатика та моделювання. – Харків: 
НТУ "ХПІ". – 2020. – № 1 (3). – С. 67 – 77. 

Запропоновано вирішення задачі пошуку реакції багаточастотних коливальних 
систем на випадковий вплив на основі методу лишків. Представлено та обґрунтовано 
математичні основи запропонованого підходу. Продемонстровано закономірність 
реакції системи при різних параметрах впливу і системи. Вивчено вплив стохастичного 
збурення на поведінку системи. Запропоновані теоретичні засади вирішення задачі 
пошуку реакції багаточастотних коливальних систем на випадковий вплив на основі 
методу лишків підтверджені результатами проведеного моделювання. Табл.: 1. 
Бібліогр.: 13 назв. 

Ключові слова: система зв’язаних коливальних контурів; багаточастотна 
коливальна система; реакція системи; метод лишків. 

 
УДК 53.097:51-74 

Исследование характеристик отклика системы связанных резонансных 
контуров на стохастическое возмущение / Чепков И.Б., Довгополый А.С., 
Белобородов О.А. // Вестник НТУ "ХПИ". Серия: Информатика и моделирование. – 
Харьков: НТУ "ХПИ". – 2020. – № 1 (3). – С. 67 – 77. 

Предложено решение задачи поиска реакции многочастотных колебательных 
систем на случайное воздействие на основе метода вычетов. Представлены и 
обоснованы математические основы предложенного подхода. Продемонстрировано 
закономерность реакции при различных параметрах воздействия и системы. Изучено 
влияние стохастического возмущения на поведение системы. Предложенные 
теоретические основы решения задачи поиска реакции многочастотных колебательных 
систем на случайное воздействие на основе метода вычетов подтверждены 
результатами проведенного моделирования. Табл.: 1. Библиогр.: 13 назв. 

Ключевые слова: система связанных колебательных контуров; многочастотная 
колебательная система; реакция системы; метод вычетов.   
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An investigation of the response characteristics of a system of coupled resonant 
circuits to stochastic disturbance / Chepkov I.B., Dovhopoly A.S., Bіloborodov O.О. // 
Herald of the National Technical University "KhPI". Series of "Informatics and Modeling". – 
Kharkov: NTU "KhPI". – 2020. – № 1 (3). – P. 67 – 77. 

The solution to the problem of searching for the reaction of multi-frequency oscillatory 
systems to random action based on the residual method is proposed. The mathematical 
foundations of the proposed approach are presented and justified. The regularity of the 
reaction is demonstrated for various exposure and system parameters. The effect of stochastic 
disturbance on the behavior of the system is studied. The proposed theoretical foundations for 
solving the problem of searching for the response of multi-frequency oscillatory systems to 
random action based on the residual method are confirmed by the results of the simulation. 
Table: 1. Refs.: 13 titles 

Keywords: system of coupled oscillatory circuits; multi-frequency oscillatory system; 
system response; residual method. 
 


