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Точные неравенствах типа Джексона в весовом
пространстве L2,ρ(R2)

Точнi нерiвностi типу Джексона отримано на класах диференцiйованих функцiй
двох змiнних у випадку найкращого наближення ”кутами” з алгебраїчних полiномiв
у метрицi простору L2,ρ(R2) з вагою Чебишева-Ермiта.

Ключовi слова: узагальнений модуль неперервностi, найкраще наближення ”ку-
том”, многочлени Чебишева-Ермiта

Точные неравенства типа Джексона получены на классах дифференцируемых
функций двух переменных в случае наилучшего приближения ”углами” из алгебра-
ических полиномов в метрике пространства L2,ρ(R2) с весом Чебышева-Эрмита.

Ключевые слова: обобщенный модуль непрерывности, наилучшее приближение
”углом”, многочлены Чебышева-Эрмита.

Exact inequalities of Jackson type, connected with the best approximation by ”angles”
of algebraic polynomials have been obtained on the classes of differentiable functions of
two variables in the metric of space L2,ρ(R2) of the Chebyshev-Hermite wieght.

Key words: generalized modulus of continuity, best approximation by ”angle”,
Chebyshev-Hermite polynomials.

Пусть L2(R2), где R2 := R ⊗ R = {(x, y) : −∞ < x, y < ∞}, есть пространство
измеримых функций суммируемых на плоскости R2 с квадратом модуля. Симво-
лом L2,ρ(R2), где ρ(x, y) := exp(−(x2+y2)/2), обозначим множество функций f , для
которых f · ρ ∈ L2(R2). Отметим, что норма в пространстве L2,ρ(R2) определяется
формулой

‖f‖ := ‖f‖2,ρ =


¨

R2

|f(x, y) · ρ(x, y)|2dxdy


1/2

.

В пространстве L2,ρ(R2) рассмотрим оператор обобщенного сдвига [1]

Fh(f) := Fhf(x, y) =
1

π

¨

R2

f
(
x
√

1− h2 + hu, y
√

1− h2 + hv
)
ρ2(u, v)dudv,
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где 0 < h 6 1. Как и в классическом случае, определим аналоги конечных раз-
ностей первого и высших порядков функции f ∈ L2,ρ(R2), используя для этого
оператор Fh(f):

∆1
h(f) := ∆1

h(f ;x, y) = Fhf(x, y)− f(x, y) = (Fh − I)f(x, y),

∆k
h(f) := ∆1

h

(
∆k−1
h (f)

)
= ∆1

h

(
∆k−1
h (f);x, y

)
= (Fh − I)kf(x, y) =

=
k∑
i=0

(−1)k−i
(
k

i

)
F i
hf(x, y). (1)

Здесь I— единичный оператор в пространстве L2,ρ(R2); F 0
h (f) := f ; F 1

h (f) := Fh(f);
F i
h(f) := Fh

(
F i−1
h (f)

)
, i = 1, ..., k; k ∈ N. Величину

ω̃k(f, t) := sup
{∥∥∆k

h(f)
∥∥ : 0 < h 6 t

}
, (2)

где 0 < t 6 1, будем называть обобщенным модулем непрерывности k-го порядка
функции f ∈ L2,ρ(R2).

Пусть Hn(x), n ∈ Z+, есть ортонормированная система полиномов Эрмита (см.,
например, [2]) и

f(x, y) =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y) (3)

— двойной ряд Фурье-Эрмита функции f ∈ L2,ρ(R2), где равенство понимается в
смысле сходимости в метрике пространства L2,ρ(R2), а

cij(f) :=

¨

R2

f(x, y)Hi(x)Hj(y)ρ2(x, y)dxdy

— коэффициенты Фурье-Эрмита для f . Символом L2,ρ̃(R), где R := {x : −∞ < x <
∞}, ρ̃(x) := exp(−x2/2), обозначим множество измеримых функций f таких, что
функции f · ρ̃ суммируемы на действительной оси R с квадратом модуля. Пусть
L2,ρ̃(x)(R) (соответственно L2,ρ̃(y)(R)) есть пространство L2,ρ̃(R) в случае, когда в
качестве R выступает ось абсцисс OX (соответственно ось ординат OY ). Полагаем,
что MN+1 ⊂ L2,ρ̃(x)(R) и NM+1 ⊂ L2,ρ̃(y)(R) есть конечномерные подпространства с
базисами {Hi(x)}Ni=0 и {Hj(y)}Mj=0 соответственно, где N,M ∈ Z+. В пространстве
L2,ρ(R2) рассмотрим множество функций

G (MN+1,NM+1) := L2,ρ̃(y)(R)⊗MN+1 ⊕ L2,ρ̃(x)(R)⊗NM+1, (4)

где символами ⊗ и ⊕ обозначены соответственно операции тензорного произведе-
ния и прямой суммы множеств. Элементы множества (4) имеют следующий вид:

gN,M(x, y) :=
N∑
i=0

ϕi(y)Hi(x) +
M∑
j=0

ψj(x)Hj(y), (5)
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где {ϕi}Ni=0 ⊂ L2,ρ̃(y)(R) и {ψj}Mj=0 ⊂ L2,ρ̃(x)(R) есть произвольные наборы функций
из указанных пространств. Функции вида (5) называют ”углами” из алгебраиче-
ских полиномов [3]. Отметим, что впервые понятие ”угла”, как одного из эффек-
тивных методов теории аппроксимации функций многих переменных, было вве-
дено М.К.Потаповым в работе [4] и нашло широкое применение в исследованиях
других математиков.

Для произвольной функции f ∈ L2,ρ(R2) символом EN,M(f) обозначим её наи-
лучшее приближение элементами множества (4) в метрике пространства L2,ρ(R2),
т.е.

EN,M(f) := inf {‖f − gN,M‖ : gN,M ∈ G (MN+1,NM+1)} .

Символами SN,∞(f) и S∞,M(f) обозначим частные суммы ряда (3) функции f ∈
L2,ρ(R2) порядков N по x и M по y соответственно, которые имеют следующий
вид:

SN,∞(f ;x, y) :=
N∑
i=0

∞∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y),

S∞,M(f ;x, y) :=
∞∑
i=0

M∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y).

Под SN,M(f) понимаем прямоугольную частную сумму ряда Фурье-Эрмита (3)
функции f ∈ L2,ρ(R2) порядков N по x и M по y

SN,M(f ;x, y) :=
N∑
i=0

M∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y).

Функцию

S̃N,M(f ;x, y) = SN,∞(f ;x, y) + S∞,M(f ;x, y)− SN,M(f ;x, y) =

=
N∑
i=0

∞∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y)+
∞∑
i=0

M∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y)−
N∑
i=0

M∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y) (6)

будем называть обобщенным полиномом Фурье-Эрмита функции f ∈ L2,ρ(R2) по-
рядкаN по x иM по y. Можно показать, что функция (6) принадлежит множеству
(4), т.е. имеет место представление (5). Используя идею доказательства леммы 1
из работы [5], можно показать справедливость равенства

EN−1,M−1(f) =
∥∥∥f − S̃N−1,M−1(f)

∥∥∥ =

{
∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(f)

}1/2

, (7)

т.е. среди всех элементов gN−1,M−1 вида (5), принадлежащих множеству
G(MN−1,NM−1), наилучшее приближение функции f ∈ L2,ρ(R2) доставляет её

3



С. Б. ВАКАРЧУК, М. Б. ВАКАРЧУК

обобщенный полином Фурье-Эрмита S̃N−1,M−1(f) порядков N − 1 по x и M − 1 по
y.

Рассмотрим оператор [1]

D :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
− 2x

∂

∂x
− 2y

∂

∂y
.

Символом Lr2,ρ(R2), r ∈ N, обозначим класс функций f ∈ L2,ρ(R2), имеющих обоб-
щенные частные производные ∂mf/∂xi∂yj, i+j = m;m = 1, ..., 2r, принадлежащие
пространству L2,ρ(R2). При этом D0f := f , Drf := D(Dr−1f) ∈ Lr2,ρ(R2). Имеет ме-
сто следующая теорема.

Теорема 1. Пусть N,M, k ∈ N и r ∈ Z+; 0 < t 6 1. Тогда справедливо равенство

sup
f∈Lr2,ρ(R

2)

f 6≡const

2r(N +M)rEN−1,M−1(f){
t́

0

ω̃
1/k
k (Drf, h)dh

}k =


tˆ

0

(1− (1− h2)(N+M)/2)dh


−k

, (8)

где L0
2,ρ(R2) ≡ L2,ρ(R2).

Доказательство теоремы 1. В работе [1] было получено разложение функции
Fhf в ряд Фурье-Эрмита. С учетом того, что f ∈ Lr2,ρ(R2), f 6≡ const, и имеет
место разложение (3), для Fhf запишем

Fhf(x, y) =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

cij(f)(1− h2)(i+j)/2Hi(x)Hj(y). (9)

Отметим, что равенство (9) понимается в смысле сходимости в метрике простран-
ства L2,ρ(R2). Из формул (3) и (9) получаем

∆1
h(f ;x, y) =

∞∑
i=0

∞∑
j=0

cij(f)
(
(1− h2)(i+j)/2 − 1

)
Hi(x)Hj(y). (10)

Используя формулы (1) и (10), на основании метода математической индукции
имеем

∆k
h(f ;x, y) =

∞∑
i=0

∞∑
j=0

cij(f)
(
(1− h2)(i+j)/2 − 1

)k
Hi(x)Hj(y), (11)

где k = 2, 3, ..., причем равенство в формуле (11) понимаем в смысле сходимости
в метрике пространства L2,ρ(R2). С учетом соотношений (2) и (11) запишем

ω̃k(f, t) =

{
∞∑
i=0

∞∑
j=0

(
1− (1− t2)(i+j)/2

)2k
c2ij(f)

}1/2

. (12)
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Используя формулу (7), получаем

E2N−1,M−1(f)−
∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(f)(1− h2)(i+j)/2 =
∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(f)
(
1− (1− h2)(i+j)/2

)
=

=
∞∑
i=N

∞∑
j=M

(
c2ij(f)

)1−1/(2k) (
c2ij(f)

)1/(2k) (
1− (1− h2)(i+j)/2

)
. (13)

В работе [1] было показано, что для функции f ∈ Lr2,ρ(R2) имеют место равен-
ства

cij(f) = (−1)r
1

2r(i+ j)r
cij(D

rf), (14)

где i, j ∈ N. Используя неравенство Гельдера, равенства (13)–(14) и соотношения
(7) и (12), запишем

E2N−1,M−1(f)−
∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(f)(1− h2)(i+j)/2 6

6

{
∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(f)

}1−1/(2k){ ∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(f)
(
1− (1− h2)(i+j)/2

)2k}1/(2k)

6

6

{
1

22r(N +M)2r

∞∑
i=N

∞∑
j=M

22r(i+ j)2rc2ij(f)
(
1− (1− h2)(i+j)/2

)2k}1/(2k)

×

×
{
E2N−1,M−1(f)

}1−1/(2k)
=
{
E2N−1,M−1(f)

}1−1/(2k) 1

2r/k(N +M)r/k
×

×

{
∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(D
rf)
(
1− (1− h2)(i+j)/2

)2k}1/(2k)

6

6
{
E2N−1,M−1(f)

}1−1/(2k) ω̃
1/k
k (Drf, h)

2r/k(N +M)r/k
.

Из данного соотношения получаем

E2N−1,M−1(f) 6
{
E2N−1,M−1(f)

}1−1/(2k) ω̃
1/k
k (Drf, h)

2r/k(N +M)r/k
+

+
∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(f)(1− h2)(i+j)/2 . (15)
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Интегрируя обе части неравенства (15) по h в пределах от 0 до t, где 0 < t 6 1, и
используя формулу (7), имеем

t · E2N−1,M−1(f) 6
{
E2N−1,M−1(f)

}1−1/(2k) 1

2r/k(N +M)r/k

tˆ

0

ω̃
1/k
k (Drf, h)dh+

+E2N−1,M−1(f)

tˆ

0

(1− h2)(N+M)/2dh.

Отсюда получаем оценку сверху

sup
f∈Lr2,ρ(R

2)

f 6≡const

2r(N +M)rEN−1,M−1(f){
t́

0

ω̃
1/k
k (Drf, h)dh

}k 6


tˆ

0

(1− (1− h2)(N+M)/2)dh


−k

. (16)

Для получения оценки снизу экстремальной характеристики, расположенной
в левой части неравенства (16), рассмотрим функцию f0(x, y) := HN(x)HM(y),
которая принадлежит классу Lr2,ρ(R2). В силу формулы (7) имеем

EN−1,M−1(f0) = ‖f0‖ = 1. (17)

Поскольку, на основании формулы (14),

cN,M(Drf0) = (−1)r2r(N +M)rcN,M(f0),

то из соотношения (12) получаем

ω̃k(D
rf0, h) =

(
1− (1− h2)(N+M)/2

)k | cN,M(Drf0)| =

= 2r(N +M)r
(
1− (1− h2)(N+M)/2

)k
. (18)

Используя равенства (17)–(18) , запишем

sup
f∈Lr2,ρ(R

2)

f 6≡const

2r(N +M)rEN−1,M−1(f){
t́

0

ω̃
1/k
k (Drf, h)dh

}k >

>
2r(N +M)rEN−1,M−1(f0){

t́

0

ω̃
1/k
k (Drf0, h)dh

}k =


tˆ

0

(1− (1− h2)(N+M)/2)dh


−k

. (19)

Сопоставляя оценку сверху (16) с оценкой снизу (19), получаем требуемое ра-
венство (8). Теорема доказана.
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Следствие. Пусть N,M, k ∈ N и r ∈ Z+; 0 < t 6 1. Тогда имеет место равен-
ство

sup
f∈Lr2,ρ(R

2)

f 6≡const

2r(N +M)r|cN,M(f)|{
t́

0

ω̃
1/k
k (Drf, h)dh

}k =


tˆ

0

(1− (1− h2)(N+M)/2)dh


−k

.

где cN,M(f) — коэффициент Фурье-Эрмита функции f .
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