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∗∗ Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà,Êè¨â 03022. E-mail: danilov�ukr.netÄëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨-äè�óçi¨ ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ òèïó Êàðàòå-îäîði, óìîâè íà ÿêó íå çàáåçïå÷óþòü ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi, äîâåäåíîãëîáàëüíó ðîçâ'ÿçíiñòü ó êëàñi ñóìîâíèõ iç êâàäðàòîì �óíêöié, ùî íàáóâàþòüíåâiä'¹ìíèõ çíà÷åíü.Êëþ÷îâi ñëîâà. �iâíÿííÿ ðåàêöi¨-äè�óçi¨, íåâiä'¹ìíi ðîçâ'ÿçêè, óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi.1. Âñòóïßê âiäîìî, äëÿ áàãàòüîõ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨�içèêè âàæëèâèì ¹ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ðîçâ'ÿçîê iç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè iççàäàíî¨ ïiäìíîæèíè �àçîâîãî ïðîñòîðó çàëèøà¹òüñÿ â öié ìíîæèíi äëÿ âñiõ
t ≥ 0 (ðiâíÿííÿ ç iíâàðiàíòíîþ îáëàñòþ). Â êëàñi ñèñòåì òèïó ðåàêöi¨�äè�óçi¨íàéâiäîìiøèìè ïðèêëàäàìè ¹ ðiâíÿííÿ Õîäãêiíà�Õàñëi, ùî îïèñóþòü ïåðå-äà÷ó íåðâîâèõ iìïóëüñiâ, ðiâíÿííÿ Ñìîëëåðà â òåîði¨ íàäïðîâiäíîñòi, ðiâíÿí-íÿ òåîði¨ ãîðiííÿ, ðiâíÿííÿ Áiëîóñîâà�Æàáîòèíñüêîãî â õiìi÷íié äèíàìiöi,äè�óçiéíi ñèñòåìè òèïó Ëîòêè�Âîëüòåððà òà áàãàòî iíøèõ [1℄. Ïðè öüîìó âóñiõ ïåðåðàõîâàíèõ çàäà÷àõ iíâàðiàíòíà îáëàñòü çíàõîäèòüñÿ çàâäÿêè ÿâíîçàäàíèì êîå�iöi¹íòàì ïîëiíîìiàëüíî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè. ×àñòèííèì âèïàäêîìöi¹¨ çàäà÷i ¹ äîâåäåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi â êëàñi íåâiä'¹ìíèõ �óíêöié. Ó âèïàäêóãëàäêîãî ïî �àçîâié çìiííié íåëiíiéíîãî äîäàíêà íàéáiëüø çàãàëüíi ðåçóëü-òàòè ùîäî iñíóâàííÿ íåâiä'¹ìíîãî ðîçâ'ÿçêó áóëè îòðèìàíi â [2℄. Äëÿ ñèñòåìiç íåãëàäêîþ ïî �àçîâié çìiííié ïðàâîþ ÷àñòèíîþ âèäó f = f(u) âiäïîâiäíiðåçóëüòàòè îäåðæàíi â [3℄. Ïðîòå çíà÷íó êiëüêiñòü ïðèêëàäíèõ çàäà÷, çîêðåìài äåÿêèõ ç íàçâàíèõ êëàñè÷íèõ ñèñòåì, äîñòàâëÿþòü ïðèêëàäè ìàòåìàòè÷íèõìîäåëåé, â ÿêèõ íåëiíiéíèé äîäàíîê f = f(x, u) ¹ âiäîáðàæåííÿì òèïó Êà-ðàòåîäîði. Ñàìå ç'ÿñóâàííþ óìîâ, çà ÿêèõ ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨-äè�óçi¨ ç òàêîþíåëiíiéíiñòþ äîïóñêàþòü íåâiä'¹ìíi ðîçâ'ÿçêè, i ïðèñâÿ÷åíà äàíà ðîáîòà.1�îáîòà âèêîíàíà çà �iíàíñîâî¨ ïiäòðèìêè Äåðæàâíîãî �îíäó �óíäàìåíòàëüíèõ äî-ñëiäæåíü, ãðàíò No. 29.1/025
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Ï�Î ÄÎÄÀÒÍI �ÎÇÂ'ßÇÊÈ �IÂÍßÍÍß �ÅÀÊÖI�-ÄÈÔÓÇI� 192. Ïîñòàíîâêà çàäà÷à i äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè�îçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à




∂u(t, x)

∂t
= a△u(t, x) − f(x, u(t, x)) + h(x), (t, x) ∈ (0, T ) × Ω,

u(t, x)|x∈∂Ω = 0,

(2.1)äå êîíñòàíòà a > 0, Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü, h ∈ L2(Ω), f : Ω×R 7→ R ��óíêöiÿ òèïó Êàðàòåîäîði, òîáòî
f(x, ·) : R 7→ R − íåïåðåðâíà äëÿ ì. â. x ∈ Ω,
f(·, u) : Ω 7→ R − âèìiðíà äëÿ âñiõ u ∈ R,i âèêîíàíi òàêi óìîâè:

∃ C1, C2 > 0, α > 0, p ≥ 2 ∀ u ∈ R äëÿ ì. â. x ∈ Ω,

|f(x, u)| ≤ C1(1 + |u|p−1), f(x, u)u ≥ α|u|p −C2.



 (2.2)Íàäàëi a,Ω, C1, C2, α, p áóäåìî íàçèâàòè êîíñòàíòàìè çàäà÷i (2.1).Ôàçîâèì ïðîñòîðîì çàäà÷i (2.1) ¹ ïðîñòið L2(Ω), íîðìó i ñêàëÿðíèé äîáó-òîê â ÿêîìó áóäåìî ïîçíà÷àòè ‖ · ‖ i (·, ·) âiäïîâiäíî.Îñêiëüêè â ñèëó óìîâ (2.2) |f(x, u)|q ≤ C̃1(1+ |u|p), äå 1

p + 1
q = 1, òî ìà¹ìîòàêå îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó (2.1):Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiÿ u = u(t, x) ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ Lp(0, T ;Lp(Ω)) íàçè-âà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì (2.1) íà (0, T ), ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω),

η ∈ C∞
0 (0, T )

−
∫ T

τ
(u, v)ηtdt+

∫ T

τ
(a((u, v)) + (f(x, u), v) − (h, v))ηdt = 0. (2.3)Âiäîìî [1℄, ùî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.1) íàëåæèòü C([0, T ];L2(Ω)),òîìó ïðèðîäíèì êëàñîì ãëîáàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (2.1) ¹ �óíêöiîíàëü-íèé êëàñ

W = L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ Lp(0, T ;Lp(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)).Òåîðåìà 1. [1℄ Äëÿ äîâiëüíèõ u0 ∈ L2(Ω) çàäà÷à (2.1) çà óìîâ (2.2) ìà¹ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê ó êëàñi W , äëÿ ÿêîãî u(0) = u0.Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî u ∈W - ðîçâ'ÿçêó (2.1) ñïðàâåäëèâi îöiíêè:

‖u(t)‖2 + a

∫ t

s
‖u(τ)‖2

H1
0
dτ + 2α

∫ t

s
‖u(τ)‖p

Lpdτ ≤

‖u(s)‖2 + C3(t− s)(‖h‖2 + 1), (2.4)
‖u(t)‖2 ≤ ‖u(s)‖2 +

∫ t

s
(h, u(p))dp + C4|Ω|(t− s), (2.5)

∀ t ≥ s, t, s ∈ [0, T ], ïðè÷îìó äîäàòíi êîíñòàíòè C3, C4 çàëåæàòü ëèøå âiäêîíñòàíò çàäà÷i (2.1).
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H = {u ∈ L2(Ω) | u(x) ≥ 0 äëÿ ì.â. x ∈ Ω}.Îñíîâíîþ ìåòîþ ðîáîòè ¹ ç'ÿñóâàííÿ óìîâ, çà ÿêèõ äëÿ äîâiëüíèõ u0 ∈ Hiñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê u = u(x, t) çàäà÷i (2.1) ç u(0) = u0, äëÿ ÿêîãî

u(t) ∈ H ∀ t ∈ [0, T ]. (2.6)Äëÿ öüîãî áóäåìî êîíñòðóþâàòè àïðîêñèìàòèâíi çàäà÷i äëÿ (2.1), ïðàâi÷àñòèíè ÿêèõ ó ïåâíîìó ñåíñi çáiãàþòüñÿ äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè (2.1), i ïðè öüîìó¹ ãëàäêèìè �óíêöiÿìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ç [2℄.Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü çàäà÷ (2.1) (áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨õ
(2.1)n, n ≥ 0, (2.1)0 = (2.1)), äå çàìiñòü �óíêöié f(x, u), h(x) ñòîÿòü �óíêöi¨
fn(x, u), hn(x) âiäïîâiäíî, ùî ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi: ∀ n ≥ 1 fn çàäîâîëüíÿ¹óìîâè (2.2) ç êîíñòàíòàìè, ùî íå çàëåæàòü âiä n i äëÿ äîâiëüíèõ A > 0,
θ ∈ L2(Ω)

sup
|v|≤A

ess sup
x∈Ω

|fn(x, v) − f(x, v)| → 0, n→ ∞,
∫

Ω
(hn(x) − h(x))θ(x)dx → 0, n→ ∞.





(2.7)Òîäi ç òåîðåìè 1 äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ 0, un
0 ∈ L2(Ω) çàäà÷à (2.1)n ìà¹ ïðèíàéìíiîäèí ðîçâ'ÿçîê ó êëàñi W .Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ àíàëîãîì òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âiäïî÷àòêîâèõ äàíèõ i äîçâîëèòü çäiéñíþâàòè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä â àïðîêñèìà-òèâíèõ çàäà÷àõ.Òåîðåìà 2. [3℄,[4℄ Íåõàé {un} ⊂W � ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ (2.1)n,ïðè÷îìó un(0) → u0 ñëàáî â L2(Ω). Íåõàé çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü {tn} ⊂ [0, T ]òàêà, ùî tn → t0 ∈ [0, T ]. Òîäi iñíó¹ u ∈ W � ðîçâ'ÿçîê (2.1) òàêèé, ùî

u(0) = u0 i ïðèíàéìíi ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi un(tn) → u(t0) ñëàáî â L2(Ω).ßêùî t0 ∈ (0, T ), òî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi un(tn) → u(t0) ñèëüíî â L2(Ω).ßêùî æ un(0) → u0 ñèëüíî â L2(Ω), òî äëÿ tn ց 0 ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi
un(tn) → u0 ñèëüíî â L2(Ω).3. Îñíîâíèé ðåçóëüòàòÏåðåä �îðìóëþâàííÿì îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó íàâåäåìî äîïîìiæíó ëåìó,ùî äîçâîëèòü ñòâåðäæóâàòè âëàñòèâiñòü (2.6).Ëåìà 1. Íåõàé äëÿ çàäà÷i âèêîíàíi óìîâè (2.2), f(x, ·) ∈ C1(R) äëÿ ì. â.
x ∈ Ω,

f ′u(x, u) ≥ −C, (3.1)
−f(x, 0) + h(x) ≥ 0 äëÿ ì. â. x ∈ Ω. (3.2)Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ u0 ∈ H iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u = u(x, t) çàäà÷i (2.1) ç

u(0) = u0, äëÿ ÿêîãî u(t) ∈ H ∀ t ∈ [0, T ].
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∀ ǫ > 0 ∀ A > 0 ∃ δ > 0 ∀ u, v, |u| ≤ A, |u− v| < δ

ess sup
x∈Ω

|f(x, u) − f(x, v)| < ǫ,
(3.3)

−f(x, 0) + h(x) ≥ 0 äëÿ ì. â. x ∈ Ω. (3.4)Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ u0 ∈ H iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê u = u(x, t) çàäà÷i(2.1), u(0) = u0, äëÿ ÿêîãî u(t) ∈ H ∀ t ∈ [0, T ].Äîâåäåííÿ. Äëÿ öüîãî äëÿ êîæíîãî k ≥ 1 ïîêëàäåìî
fk(x, u) =





f(x, u), |u| ≤ k,
f(x, k)(u

k )p−1, u > k,
f(x,−k)(−u

k )p−1, u < −k.Òîäi fk � �óíêöiÿ Êàðàòåîäîði, i ∀ A > 0

sup
|u|≤A

ess sup
x∈Ω

|fk(x, u) − f(x, u)| → 0, k → ∞.Íåõàé ρǫ ≥ 0 � ñòàíäàðòíà ðåãóëÿðèçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü. Îçíà÷èìî �óíêöi¨
f ǫ

k(x, u) =

∫ +∞

−∞
ρǫ(s)fk(x, u− s)ds.Â ñèëó óìîâè (3.3) iñíó¹ ǫk ∈ (0, 1), ǫk → 0 òàêå, ùî ∀ u, |u| ≤ k, ∀ s, |u−s| < ǫk

ess sup
x∈Ω

|fk(x, u) − fk(x, s)| ≤
1

k
.Ïîêëàäåìî fk(x, u) = f ǫk

k (x, u). Çà ïîáóäîâîþ ∀ k ≥ 1 fk(x, ·) ∈ C∞(R).Òîäi ëåãêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ âñiõ k ≥ k0, äå k0 çàëåæèòü ëèøå âiä êîíñòàíòçàäà÷i (2.1), ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:
∀ A > 0 sup

|u|≤A
ess sup

x∈Ω
|fk(x, u) − f(x, u)| → 0, k → ∞,

‖fk(x, u)| ≤ D1(1 + |u|p−1), fk(x, u)u ≥ β|u|p −D2, (3.5)
∂fk(x, u)

∂u
≥ −D3(k),äå D3(k) � íåâiä'¹ìíå ÷èñëî, ñâî¹ äëÿ êîæíîãî k ≥ k0, à äîäàòíi êîíñòàíòè

D1, D2 ≥ C2, β íå çàëåæàòü âiä k.Òåïåð äëÿ êîæíîãî k ≥ 1 ìà¹ìî
fk(x, 0) =

∫ +∞

−∞
ρǫk

(s)f(x,−s)ds.Ïîêëàäåìî
hk(x) :=

∫ +∞

−∞
ρǫk

(s)(f(x, 0) − f(x,−s)ds,
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F k(x, u) = fk(x, u) + hk(x).Òîäi

−F k(x, 0) + h(x) ≥ 0.Òåïåð ïðè �iêñîâàíèõ k > 1 ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó




∂u(t,x)
∂t = a△u(t, x) − F k(x, u(t, x)) + h(x), (t, x) ∈ (0, T ) × Ω,

u(t, x)|x∈∂Ω = 0, u(0, x) = u0(x) ∈ H.
(3.6)Îñêiëüêè |hk(x)| ≤ 1

k , òî äëÿ F k âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.5). Îòæå, çàäà÷à (3.6)ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê uk(x, t) ≥ 0 â êëàñi W i â ñèëó òåîðåìè 2 ∀ t ∈ [0, T ]
uk(t) → u(t) â L2(Ω), äå u(·) � ðîçâ'ÿçîê (2.1), u(0) = u0, äëÿ ÿêîãî â ñèëóçàìêíåíîñòi H ìà¹ìî u(t) ∈ H ∀ t ∈ [0, T ]. Òåîðåìà äîâåäåíà.Íàâåäåìî ïðèêëàä, ÿêèé iëþñòðó¹, ùî ÿêùî â óìîâàõ òåîðåìè íå âèìàãàòè¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi, òî ìîæóòü iñíóâàòè ðîçâ'ÿçêè, ùî íå ìàþòüâëàñòèâîñòi (2.6). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (2.1) ç a = 1, Ω = (0, π), T = 1,
h(x) ≡ 0,

f(x, u) =

{
−4u− 3(sin 2x)1/3u2/3, u ∈ [0, 1],

(−4 − 3(sin 2x)1/3)u+ u(u2 − 1), u 6∈ [0, 1].Òîäi f � �óíêöiÿ Êàðàòåîäîði i âèêîíàíi óìîâè (2.2), (3.3) i f(x, 0) = 0, òîáòîâèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè. Ïîêëàäåìî u0(x) = 0 ∈ H. Òîäi u(t, x) ≡
0 � î÷åâèäíèé ðîçâ'ÿçîê (2.1) iç êëàñó H. Ôóíêöiÿ u(t, x) = t3 sin 2x òàêîæðîçâ'ÿçîê (2.1) íà (0, 1). Ïðîòå, ∀ t ∈ (0, 1) u(t) 6∈ H.Áiáëiîãðà�i÷íi ïîñèëàííÿ1. Temam R. In�nite dimensional dynami
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