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Проаналізовано властивості функції когерентності взаємозв’язаних періодично нестаціо-
нарних випадкових сигналів, сформованої на основі спектральних характеристик стаціо-
нарних випадкових процесів, які модулюють їх несучі гармоніки. Розглянуто метод її об-
числення, який ґрунтується на виділенні таких процесів за допомогою відповідного пере-
носу частот і низькочастотної фільтрації. Метод верифіковано на основі симульованих на 
комп’ютері модульованих сигналів. 
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The analysis of properties of coherence function for joint periodically correlated random sig-
nals, formed on the base of spectral characteristics of stationary random processes, which mo-
dulate their career harmonics, is provided. The method of its estimation based on the separation 
of such processes using respective frequency translation and low frequency filtration is consi-
dered. Verification of such a method is provided on the base of computer simulated modulated 
processes. Formulas for estimation of the component-wise coherence function are proposed. 
The scheme of component-wise coherence function calculation is given. It is shown that cohe-
rence function tends to zero rapidly if damping coefficients are small and increase of damping 
coefficients leads to frequency domain widening where properties of nonstationarity of the one 
signal affect the properties of nonstationarity of the other signal. 
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Функцію когерентності, введену для аналізу пов’язаності стаціонарних ви-
падкових сигналів, визначають взаємоспектральною густиною сигналів, а також 
їх спектральними густинами потужності. Вона дає можливість виділити ту части-
ну потужності одного з сигналів, яка на частоті ω  визначається потужністю іншо-
го [1, 2]. Взаємоспектральна густина стаціонарних випадкових сигналів ( )tξ  і 

( )tη  не дорівнює нулю тільки тоді, коли спектри потужності обох сигналів пере- 
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криваються. А це означає, що у гармонічних поданнях стаціонарних випадкових 
сигналів 

 ( ) ( )i tt e dz
∞

ω
ξ

−∞
ξ = ω∫ ,     ( ) ( )i tt e dz

∞
ω

η
−∞

η = ω∫   

взаємокорельованими можуть бути тільки гармонічні складові з однаковими час-
тотами, тобто 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2

oo

Ed z d z f d dξ ξηηω ω = ω δ ω − ω ω ω . 

Тут ( ) ( ) ( )
o

z z m Uξ ξ ξω = ω − ω , ( ) ( ) ( )
o

z z m Uη η ηω = ω − ω , ( )U ω  – функція Хевісайда, 

( )δ ω  – дельта-функція Дірака, “ ¯  ” – знак спряження, при цьому ( )Edzξ ω =  

( )m dξ= δ ω ω , ( ) ( )Edz m dη ηω = δ ω ω , де mξ  і mη  – математичні сподівання сигна-

лів: ( )m E tξ = ξ  і ( )m E tη = η . З іншого боку, корельованість гармонік нестаціо-

нарних випадкових процесів є їх визначальною рисою. Це пов’язано з тим, що 
нестаціонарність сигналів проявляється у впливі певних детермінованих факто-
рів на умови їх протікання в часі, а це призводить до переносу гармонічних скла-
дових за частотою. 

За періодично нестаціонарних випадкових сигналів (ПНВП) взаємодію детер-
мінованої періодичності і стохастичності описуємо гармонічними рядами [3, 4]: 

 ( ) ( ) 0ik t
k

k Z

t t e ω

∈
ξ = ξ∑ ,    ( ) ( ) 0ik t

k
k Z

t t e ω

∈
η = η∑ , (1) 

де 0
2

T

πω = , T  – період нестаціонарності, а ( )k tξ  і ( )k tη  – стаціонарно зв’язані 

випадкові процеси, у гармонічних поданнях котрих 

 ( ) ( ) ( )i t
k kt e dz

∞
ξω

−∞
ξ = ω∫ ,    ( ) ( ) ( )i t

k kt e dz
∞

ηω

−∞
η = ω∫  

прирости ( ) ( )kdz ξ ω  і ( ) ( )kdz η ω  є некорельованими: 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2

o o

k l klEd z z f d d
ξ η ξηω ω = ω δ ω − ω ω ω . (2) 

Тут ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )k k kz z m Uξ ξ ξω = ω − ω
o

, ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )k k kz z m Uη η ηω = ω − ω
o

, ( ) ( )kkm E tξ = ξ , 

( ) ( )kkm E tη = η . 

Стохастичні ряди (1) перепишемо у вигляді 

 ( ) ( )i tt e dz
∞

ω
ξ

−∞
ξ = ω∫ ,    ( ) ( )i tt e dz

∞
ω

η
−∞

η = ω∫ , (3) 

де 

 ( ) ( ) ( )0k
k Z

dz dz k
ξ

ξ
∈

ω = ω − ω∑ ,    ( ) ( ) ( )0k
k Z

dz dz k
η

η
∈

ω = ω − ω∑ . 

Прийнявши до уваги співвідношення (2), знаходимо: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 0 1 0
,

o o o o

k l
k l Z

Ed z d z Ed z k d z l
ξ η

ηξ
∈

ω ω = ω − ω ω − ω =∑   
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 ( ) ( ) ( )( )1 0 2 1 0 1 2
,

kl
k l Z

f k l k d d
ξη

∈
= ω − ω δ ω − ω + − ω ω ω =∑   

 ( ) ( ) ( )1 0 2 1 0 1 2,l l k
k Z l Z

f l k d d
ξη
−

∈ ∈
= ω − ω δ ω − ω + ω ω ω∑ ∑ , 

де ( )
, ( )l kf ξη ω  – взаємна спектральна густина стаціонарно зв’язаних процесів ( )k tξ  

і ( )k tη . Позначивши 

 ( ) ( )
0,( ) ( )k l l k

l Z

f f lξη ξη
−

∈
ω = ω − ω∑ , (4) 

приходимо до співвідношення 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 0 1 2

o o

k
k Z

Ed z d z f k d d
ξη

ξ η
∈

ω ω = ω δ ω − ω + ω ω ω∑ . 

З наведеного вище випливає, що корельованість різночастотних гармонік 
взаємозв’язаних ПНВП є наслідком модуляції її несучих гармонік з частотами 

0kω , тобто результатом переносу спектрів модулюючих процесів ( )k tξ  і ( )k tη . 

При цьому корельованість гармонік у поданнях (3) і модулюючих процесів у сто-
хастичних рядах (1) рівнозначна. 

Взаємокореляційні компоненти сигналів ( ) ( )kf
ξη ω , які характеризують коре-

льованість гармонік сигналів, покладені в основу визначення введеної в праці [5] 
функції когерентності 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )

0

0 0
0 0

2

2 2

k

k

f k

f k f k

ξη

ξη

ξ η

ω ω + 
 γ ω =

ω ω   ω − ω +   
   

, (5) 

яка при 0k ≠  є нормованою кількісною характеристикою корельованості гармо-

нік сигналів на частотах 0

2
k

ωω −  та 0

2
k

ωω + , різниця між якими є кратною до 

несучої частоти 0ω . При цьому значення нульових спектральних компонентів 

сигналів, які визначають розподіл за частотою середньочасових потужностей 

сигналів, відповідають крайнім частотам інтервалу 0 0,
2 2

k k
ω ω ω − ω +  

, а значен-

ня взаємних спектральних компонентів – його верхній частоті. У результаті вве-
дення зсувів функція когерентності (5) не змінюється під час лінійних перетво-
рень [5]. Число k  називають порядком функції когерентності (5). При 0k =  фор-
мула (5) приймає такого ж вигляду, що й формула для функції когерентності ста-
ціонарно зв’язаних випадкових сигналів [1–3]. Для сигналів, що є результатом лі-

нійних перетворень одного й того ж сигналу, ( )
0 ( ) 1ξηγ ω = . 

Отже, функція когерентності (5) при 0k ≠  характеризує пов’язаність неста-
ціонарних властивостей сигналів. Зі співвідношення (4) випливає, що взаємо-
спектральні компоненти визначають сумою спектральних густин від процесів 

( )k tξ  і ( )k tη , які модулюють несучі гармоніки, тому її можна вважати інтеграль-

ною характеристикою такої пов’язаності. Для аналізу взаємозв’язку окремих мо-
дулюючих процесів можна використати функцію когерентності [6]: 
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( )
( )

1/ 2( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

kl
kl

k l

f

f f

ξη
ξη

ξ η

ω
γ ω =

 ω ω
 

, (6) 

де ( ) ( )kf
ξ ω  і ( ) ( )lf

η ω  – спектральні густини потужності процесів ( )k tξ  і ( )k tη . 

Далі називатимемо її покомпонентною функцією когерентності, а різницю між 
номерами стаціонарних компонентів k  і l  – її порядком. 

Покажемо, що покомпонентна функція когерентності (6) також не змінюєть-
ся за лінійних перетворень. На виході лінійних перетворювачів маємо: 

 ( ) ( ) ( )1t h t d
∞

−∞
ξ = τ ξ − τ τ∫% , 

 ( ) ( ) ( )2t h t d
∞

−∞
η = τ η − τ τ∫% , 

де 1( )h τ  і 2( )h τ  – імпульсні передавальні функції. На основі подань (3) отримаємо: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0
1 0

ik t i t
k

k Z

t e H k e dz
∞

ξω ω

∈ −∞
ξ = ω + ω ω∑ ∫% , 

 ( ) ( ) ( ) ( )0
2 0

ik t i t
k

k Z

t e H k e dz
∞

ηω ω

∈ −∞
η = ω + ω ω∑ ∫% . 

Звідси для авто- та взаємокореляційних функцій одержуємо: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 0
i u

kk kkR u H k f e d
∞ξ ξ ω

−∞
= ω + ω ω ω∫

%

, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 0

i u
kk kkR u H k f e d

∞
η η ω

−∞
= ω + ω ω ω∫

%
, 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0kl klR u H k H k f d

∞ξη ξη

−∞
= ω + ω ω + ω ω ω∫

% %

. 

Тоді 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 0k kf H k f
ξ ξω = ω + ω ω
%

, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 0k kf H k f

η ηω = ω + ω ω%
, 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0kl klf H k H k f
ξη ξηω = ω + ω ω + ω ω
% %

. 

Таким чином, функція когерентності вихідних сигналів 

 

( )
1 0 2 0( ) ( )

1/ 22 2 ( ) ( )
1 0 2 0

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

kl
kl kl

k l

H k H k f

H k H k f f

ξη
ξη ξη

ξ η

ω + ω ω + ω ω
γ ω = = γ ω

 ω + ω ω + ω ω ω  

% % . 

Отже, покомпонентна функція когерентності (6), як і (5), також не змінюєть-
ся за лінійних інваріантних перетворень. Така важлива властивість цієї величини 
дає можливість ефективно використовувати її під час розв’язування багатьох за-



ISSN 0474-8662. Відбір і обробка інформ. 2016. Вип. 44 (120) 21 

дач перетворення й обробки сигналів, в тому числі для розділення й ідентифікації 
дефектів механічного обладнання під час вібраційних обстежень. Останнє зумов-
лено тим, що виникнення пошкоджень в окремих вузлах обладнання призводить 
до нелінійних ефектів, кожен з яких характеризується специфічними частотними 
властивостями. 

Першою задачею, яка виникає під час знаходження покомпонентної функції 
когерентності, є виділення стаціонарних компонентів ( )k tξ  і ( )k tη . Як показано 

раніше [3, 7], його можна здійснити за допомогою перетворень 

 ( ) ( ) ( ) 0ik
k t h t e d

∞
− ω τ

−∞
ξ = − τ ξ τ τ∫% , 

 0( ) ( ) ( ) ik
k t h t e d

∞
− ω τ

−∞
η = − τ η τ τ∫% , 

де ( )h τ  – імпульсна передавальна функція ідеального низькочастотного фільтра 

зі смугою 0 0,
2 2

ω ω −  
: 

 ( )
0sin
2

h

ω τ 
 
 τ =
πτ

. 

У частотній області маємо: 

 ( ) ( )
0

0

2

0

2

i t
k t e dz k

ω

ω
ξ

ω−

ξ = ω + ω∫% , (7) 

 ( ) ( )
0

0

2

0

2

i t
k t e dz k

ω

ω
η

ω−

η = ω + ω∫% . (8) 

Як бачимо, перетворення (7) і (8) полягають у частотному зсуві кожного з 
сигналів вліво на 0kω  та низькочастотній фільтрації. Виділені випадкові процеси 

( )k tξ%  і ( )k tη%  є стаціонарними та стаціонарно зв’язаними, а їх спектральні густи-

ни для вузькосмугових модуляцій збігаються зі спектральними густинами стаціо-
нарних компонентів ( )k tξ  і ( )k tη . За широкосмугових модуляцій спектральні гус-

тини зсунутих за частотою сусідніх процесів ( )k tξ  і ( )k tη  накладатимуться і тоді 

компоненти ( )k tξ%  і ( )k tη%  формуються багатьма процесами ( )k tξ  і ( )k tη . Однак 

подання процесів у вигляді стохастичних рядів (1) і рядів 

 0( ) ( ) ik t
k

k Z

t t e ω

∈
ξ = ξ∑ % ,    0( ) ( ) ik t

k
k Z

t t e ω

∈
η = η∑ %  

будуть еквівалентні, оскільки імовірнісні характеристики випадкових процесів 
( )tξ  і ( )tη , виражені через імовірнісні характеристики процесів ( )k tξ  і ( )k tη  з 

одного боку, а з другого – через характеристики виділених компонентів, збігати-
муться [3, 7]. 
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Випадкові функції у співвідношеннях (7) і (8) подамо у вигляді ( ) ( )cz zξ ξω = ω −  

( )sizξ− ω , ( ) ( ) ( )c sz z izη η ηω = ω − ω  і виділимо дійсні та уявні частини випадкових 

процесів (7) і (8): 

 ( ) ( ) ( )1

2
c s

k k kt t i t ξ = ξ − ξ
 

% % % ,    ( ) ( ) ( )1

2
c s

k k kt t i t η = η − η
 

% % % . 

Тут 

 ( ) ( ) ( )
0

0

2

0 0

2

2 cos sinc c s
k t t dz k t dz k

ω

ξ ξ
ω−

 ξ = ω ω + ω + ω ω + ω
 ∫% , 

 ( ) ( ) ( )
0

0

2

0 0

2

2 cos sins s c
k t t dz k t dz k

ω

ξ ξ
ω−

 ξ = ω ω + ω − ω ω + ω
 ∫% , 

 ( ) ( ) ( )
0

0

2

0 0

2

2 cos sinc c s
k t t dz k t dz k

ω

η η
ω−

 η = ω ω + ω + ω ω + ω
 ∫% , 

 ( ) ( ) ( )
0

0

2

0 0

2

2 cos sins s c
k t t dz k t dz k

ω

η η
ω−

 η = ω ω + ω − ω ω + ω
 ∫% . 

Звідси для авто- та взаємокореляційних функцій виділених процесів отримуємо: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

4k k k k k

c c cs scR u R u R u i R u R uξ ξ ξ ξ ξ
  = + + −
   

% % % % % , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

4k k k k k

c c cs scR u R u R u i R u R uη η η η η
  = + + −   % % % % % , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

4k l k l k l k l k l

c c cs scR u R u R u i R u R uξ η ξ η ξ η ξ η ξ η
  = + + −   

% % % % %% % % % %
, 

де 

 ( ) ( ) ( ), , ,

k

c s c s c s
k kR u E t u t

ξ
= ξ + ξ

o o

%
% % ,    ( ) ( ) ( ), , ,

k

c s c s c s
kR u E t u tη = η + η

o o

%
% % , 

 ( ) ( ) ( )
k

cs c s
k kR u E t u tξ = ξ + ξ

o o

%
% % ,    ( ) ( ) ( )

k

cs c s
kR u E t u tη = η + η

o o

%
% % , 

 ( ) ( ) ( ), , ,

k l

c s c s c s
k lR u E t u t

ξ η
= ξ + η

o o

% %

% % ,   ( ) ( ) ( )
k l

cs c c
k kR u E t u tξ η = ξ + η

o o

% %
% % , 

 ( ) ( ), , ,
k

c s c s c s
k kt t mξξ = ξ −

o

% % % ,    ( ) ( ), , ,
k

c s c s c s
k kt t mηη = η −

o

% % % ,  

 ( ), ,
k

c s c s
km E tξ = ξ%% ,   ( ), ,

k

c s c s
km E tη = η%% . 
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Оскільки ( ) ( )
k k

cs scR u R uξ ξ= − , ( ) ( )
k k

cs scR u R uη η= − , то ( ) ( ) ( )
k k k

cs sc csR u R u R uξ ξ ξ− − = % , 

( ) ( ) ( )
k k k

cs sc csR u R u R uη η η− − = % , де ( )
k

csR uξ
%  і ( )

k

csR uη
%  – непарні складові відповідних ко-

реляційних функцій. Спектральні густини процесів (7) і (8) подамо так: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

1
cos 2 sin

4k k k k

c s csf R u R u u R u u du
∞

ξ ξ ξ ξ
  ω = + ω + ω
   π ∫% % % %

% , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

1
cos 2 sin

4k k k k

c s csf R u R u u R u u du
∞

η η η η
  ω = + ω + ω   π ∫% % % %

% . 

Взаємна спектральна густина цих процесів є комплекснозначною функцією 
( ) Re ( ) Im ( )

k l k l k l
f f i fξ η ξ η ξ ηω = ω − ω% % %% % %

 , при цьому 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
Re cos sin

8k l k l k l k l k l

c s cs scf R u R u u R u R u u du
∞

ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η
−∞

    ω = + ω + − ω     π ∫% % % % %% % % % %
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
Im sin cos

8k l k l k l k l k l

c s cs scf R u R u u R u R u u du
∞

ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η
−∞

    ω = + ω + − ω
     π ∫% % % % %% % % % %

. 

На основі наведених вище теоретичних формул сформуємо статистики для 
оцінювання відповідних величин за експериментальними результатами. 

Припустимо, що реалізація ПНВС ( )tξ  і ( )tη  задані для часу [ , ]t ∈ −θ θ . 

Формули для виділення стаціонарних компонентів тоді набувають вигляду 

 
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )0 0

ˆ
cos sin

ˆ
k t

h t k d i h t k d
t

θ θ

−θ −θ

     ξ τ ξ τξ     = − τ ω τ τ − − τ ω τ τ     
η τ η τ   η      

∫ ∫
%

%

. 

Візьмемо до уваги, що 

 ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

2 2

2 2

1 1
cos

2
i th t e d t d

ω ω

ω −τ

ω ω− −

− τ = ω = ω − τ ω
π π∫ ∫ , 

і введемо позначення 

 
( )
( ) ( ) cos1

sin

a
d

b

θξ

ξ −θ

 ω ωτ   = ξ τ τ   ωτπω    
∫ , 

 
( )
( ) ( ) cos1

sin

a
d

b

θη

η −θ

 ω ωτ   = η τ τ   ωτπω    
∫ . 

Врахувавши, що , ,( ) ( )a aξ η ξ η−ω = ω , а , ,( ) ( )b bξ η ξ η−ω = − ω , знаходимо: 

 ( )
( )

( )
( )

( )

0

2 0 0

0 00

ˆ cos sinc
k

a k b k
t t t d

a k b k

ω

ξ ξ

ξ ξ

    ω + ω + ω + ω +
    ξ = ω + ω ω
 + ω − ω + ω − ω       

∫% , 

 ( )
( )

( )
( )

( )

0

2 0 0

0 00

ˆ cos sins
k

b k a k
t t t d

b k a k

ω

ξ ξ

ξ ξ

    ω + ω − ω − ω −
    ξ = ω + ω ω
 − ω − ω − ω + ω       

∫% , 



ISSN 0474-8662. Information Extraction and Process. 2016. Issue 44 (120) 24 

 ( )
( )

( )
( )

( )

0

2 0 0

0 00

ˆ cos sinc
k

a k b k
t t t d

a k b k

ω

η η

η η

    ω + ω + ω + ω +
    η = ω + ω ω
 + ω − ω + ω − ω       

∫% , 

 ( )
( )

( )
( )

( )

0

2 0 0

0 00

ˆ cos sins
k

b k a k
t t t d

b k a k

ω

η η

η η

    ω + ω − ω − ω −
    η = ω + ω ω
 − ω − ω − ω + ω       

∫% . 

Під час обчислення на комп’ютері інтегральні перетворення необхідно замі-
нити на інтегральні суми. Покладемо, що Khθ = , де K  – натуральне число; h  – 
інтервал дискретизації. Тоді 

 
( )
( )

( )
( ) ( )0

0
0

ˆ
cos

ˆ

K

n K

a k nhh
k

nha k

ξ

=−η

 ω ± ω  ξ   = ω ± ω   π ηω ± ω      
∑ , 

 
( )
( )

( )
( ) ( )0

0
0

ˆ
sin

ˆ

K

n K

b k nhh
k

nhb k

ξ

=−η

 ω ± ω  ξ   = ω ± ω   π ηω ± ω      
∑ . 

Частотний інтервал 0,
2

ω ω  
 поділимо на інтервали 0

2L

ω∆ω = , де L  – нату-

ральне число. Тоді за дискретної обробки 

 ( ) ( ) ( )
1

0 0
0

ˆ ˆ cos
L

c
k

n

t a n k a n k n t
−

ξ ξ
=

 ξ = ∆ω ∆ω + ω + ∆ω − ω ∆ω + ∑   

 ( ) ( )0 0
ˆ ˆ sin nb n k b n k tξ ξ

 + ∆ω + ω + ∆ω − ω ∆ω  
, (9) 

 ( ) ( ) ( )
1

0 0
0

ˆ ˆ ˆ sin
L

s
k

n

t a n k a n k n t
−

ξ ξ
=

 ξ = ∆ω ∆ω − ω − ∆ω + ω ∆ω + ∑  

 ( ) ( )0 0
ˆ ˆ cosb n k b n k n tξ ξ

 + ∆ω + ω − ∆ω − ω ∆ω  
, (10) 

 ( ) ( ) ( )
1

0 0
0

ˆ ˆ ˆ cos
L

c
k

n

t a n k a n k n t
−

η η
=

 η = ∆ω ∆ω + ω + ∆ω − ω ∆ω + ∑   

 ( ) ( )0 0
ˆ ˆ sin nb n k b n k tη η

 + ∆ω + ω + ∆ω − ω ∆ω
  

, (11) 

 ( ) ( ) ( )
1

0 0
0

ˆ ˆ ˆ sin
L

s
k

n

t a n k a n k n t
−

η η
=

 η = ∆ω ∆ω − ω − ∆ω + ω ∆ω + ∑  

 ( ) ( )0 0
ˆ ˆ cosb n k b n k n tη η

 + ∆ω + ω − ∆ω − ω ∆ω  
. (12) 

За співвідношеннями (9)–(12) формуємо ряди ,ˆ ( )c s rhξ  і ,ˆ ( )c s rhη , де r  – ціле 

число, на основі яких обчислюємо оцінки авто- і взаємокореляційних функцій: 

 ( ) ( )( ) ( )
1

, , , , ,
ˆ

0

1 ˆ ˆˆ ˆ ˆ
k kk

K
c s c s c s c s c s

k k
n

R jh n j h m nh m
K

−

ξ ξξ
=

   = ξ + − ξ −
   ∑ , 
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 ( ) ( )( ) ( )
1

, , , , ,

0

1ˆ ˆ ˆˆ ˆ
k k k

K
c s c s c s c s c s

k
n

R jh n j h m nh m
K

−

η η η
=

   = η + − η −
   ∑ , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0

1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
k k k k k

K
cs cs sc c c s s

k k
n

R jh R jh R jh n j h m nh m
K

−

ξ ξ ξ ξ ξ
=

   = − = ξ + − ξ − −   ∑%  

 ( )( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ
k k

s s c c
k kn j h m nh mξ ξ

   − ξ + − ξ −    
, 

 ( ) ( )( ) ( )
1

, , , , ,

0

1 ˆ ˆˆ ˆ
k l k k

K
c s c s c s c s c s

k l
n

R jh n j h m nh m
K

−

ξ η ξ η
=

   = ξ + − η −
   ∑ , 

 ( ) ( )( ) ( )
1

,

0

1 ˆˆ ˆˆ ˆ
k kk l

K
c s c c s s

k l
n

R jh n j h m nh m
K

−

ξ ηξ η
=

   = ξ + − η −
   ∑ . 

Тут j  – ціле число, а також 

 ( )
1

, ,

0

1 ˆˆ
k

K
c s c s

k
n

m nh
K

−

ξ
=

= ξ∑ ,    ( )
1

, ,

0

1
ˆˆ

k

K
c s c s

k
n

m nh
K

−

η
=

= η∑ . 

Для обчислення оцінок спектральних густин використаємо корелограмний 
метод Блекмана–Т’юкі. Тоді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

ˆˆ ˆ ˆ cos sin
4k k k k

L
c s cs

r

u
f R r u R r u r u R r u r u k r uξ ξ ξ ξ

=

∆    ω = ∆ + ∆ ω ∆ + ∆ ω ∆ ∆    π  
∑ % , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

ˆˆ ˆ ˆ cos sin
4k k k k

L
c s cs

r

u
f R r u R r u r u R r u r u k r u

−

η η η η
=

∆    ω = ∆ + ∆ ω ∆ + ∆ ω ∆ ∆    π  
∑ % , 

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆRe cos
8k l k l k l

L
c s

r L

u
f R r u R r u r uξ η ξ η ξ η

=−

∆  ω = ∆ + ∆ ω ∆ + π ∑  

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ sin
k l k l

cs scR r u R r u r u k r uξ η ξ η
 + ∆ − ∆ ω ∆ ∆  

, 

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆIm sin
8k l k l k l

L
c s

r L

u
f R r u R r u r uξ η ξ η ξ η

=−

∆  ω = ∆ + ∆ ω ∆ + π ∑  

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ cos
k l k l

sc csR r u R r u r u k r uξ η ξ η
 + ∆ − ∆ ω ∆ ∆  

, 

де ( )k u  – вікно Хеммінга. 

Оцінка покомпонентної функції когерентності тоді набуває вигляду 

 

1/ 222

( )
1/ 2

ˆ

ˆ ˆ[Re ( )] Im ( )
ˆ ( )

ˆ ˆ( ) ( )

k k k k

k k

kl

f f

f f

ξ η ξ η
ξη

ξ η

  ω + ω   γ ω =
 ω ω
 

. 

Загальна схема обчислення покомпонентної функції когерентності наведена 
на рис. 1. Зауважимо, що параметри статистичної обробки вибирають на основі 
аналізу властивостей відповідних оцінок [3, 8]. 
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Рис. 1. Загальна схема обчислення покомпонентної функції когерентності. 

Розглянутий метод верифіковано на основі реалізацій симульованих амплі-
тудно-модульованих сигналів: 

 0( ) ( )cost t tξ = µ ω ,    0( ) ( )cost t tη = ν ω . 

Стаціонарні компоненти таких сигналів мають вигляд 

 1 1
1

( ) ( ) ( )
2

t t t−ξ = ξ = µ ,   1 1
1

( ) ( ) ( )
2

t t t−η = η = ν . 

У цьому випадку 

 ( ) ( )
1, 1 1,1 1/ 2

| ( ) |
( ) ( )

[ ( ) ( )]

f

f f

µνξη ξη
− −

µ ν

ω
γ ω = γ ω =

ω ω
, 

де ( )fµ ω  і ( )fν ω  – спектральні густини потужності випадкових процесів ( )tµ  і 

( )tν , а ( )fµν ω  – їх взаємоспектральна густина. Такий вигляд мають і функції ко-

герентності ( )
1,1 ( )ξηγ ω  і ( )

1, 1( )ξη
− −γ ω . 

Взаємоспектральну густину сигналів визначають виразом 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 02 2
0 2 2, i t i tf t f f e f e

ξη ξη ξη− ω ω
ξη −ω = ω + ω + ω , 

при цьому 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1, 1 1,1f f f
ξη ξη ξη

− −ω = ω + ω ,  ( ) ( ) ( ) ( )2 1, 1f f
ξη ξη

−ω = ω ,   ( ) ( ) ( ) ( )2 1,1f f
ξη ξη

− −ω = ω . 

Як бачимо, середньоквадратичне значення функції ( , )f tξη ω  визначається 

спектральними густинами ( )
1, 1( )f ξη

− − ω  і ( )
1,1 ( )f ξη ω , а її періодичні зміни в часі – 

спектральними густинами ( )
1,1 ( )f ξη

− ω  і ( )
1, 1 ( )f ξη

− ω . З цього випливає, що функції ко-

герентності ( )
1,1 ( )ξηγ ω  і ( )

1, 1( )ξη
− −γ ω  слід розглядати як характеристики взаємозв’яза-
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ності сигналів у стаціонарному наближенні, а функції когерентності ( )
1,1( )ξη

−γ ω  і 

( )
1, 1( )ξη

−γ ω  – як характеристики взаємозв’язаності нестаціонарних властивостей 

сигналів. У цьому випадку функції однакові, оскільки стаціонарні компоненти 

1( )t±ξ  і 1( )t±η  формуються одними й тими ж модулюючими процесами ( )tµ  і 

( )tν . Така властивість ПНВС названа спектральною надлишковістю [9]. Це озна-

чає, що з взаємоспектральними характеристиками модулюючих компонент по-
в’язана та ж інформація, що й з їх спектральними характеристиками. Однак, не-
зважаючи на це, власне таку надлишковість можна ефективно використовувати 
під час розв’язування багатьох практичних задач [10]. 

Припустимо, що  

 
| |

( )
u

R u D e µ−α
µ µ= ,   | |( ) uR u D e ν−α

ν ν= ,   
| |

( )
u

R u D e µν−α
µν µν= . 

Тоді 

 
2 2

( )
( )

D
f µ µ
µ

µ

α
ω =

π α + ω
,   

2 2
( )

( )

D
f ν ν
ν

ν

α
ω =

π α + ω
,   

2 2
( )

( )

D
f µν µν
µν

µν

α
ω =

π α + ω
. 

А звідси 

 
2 2 2 2 1/ 2

( )
1, 1 1/ 2 2 2

[( )( )]
( )

[ ] ( )

D

D D

µν µν µ νξη
−

µ ν µ ν µν

α α + ω α + ω
γ ω =

α α α + ω
. (13) 

Графіки отриманої функції когерентності для різних декрементів заникання 
кореляційних зв’язків показано на рис. 2. Для малих значень декрементів зани-
кання функція когерентності швидко зменшується до нуля. Збільшення значень 
декрементів призводить до розширення області частот, де властивості нестаціо-
нарності одного з сигналів впливають на властивості нестаціонарності іншого. 

    
Рис. 2. Покомпонентна функція когерентності амплітудно-модульованих сигналів  
при Dµ = Dν = 1, Dµν = 0,4, αµ = αν = 0,02, αµν = 0,01 (1); αµ = αν = 0,08, αµν = 0,04 (2); 

αµ = αν = 0,6, αµν = 0,3 (3). 

Графік (рис. 2) можна розглядати як тестовий під час верифікації розгляну-
того методу для визначення покомпонентної функції когерентності на основі екс-
периментальних даних. Така функція визначається взаємоспектральними харак-
теристиками окремих випадкових процесів, які модулюють несучі гармоніки 
ПНВС. Порівняно з інтегральною функцією когерентності вона дає змогу деталь-
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ніше проаналізувати взаємозв’язаність ПНВС, уникаючи при цьому впливу пере-
носу частот, який виникає під час модуляції. 
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