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РОЗРАХУНКИ ПЕРЕРІЗІВ ПІДБАР’ЄРНОГО ЗЛИТТЯ ТА ПРУЖНОГО РОЗСІЯННЯ 
ВАЖКИХ ІОНІВ ЗА ДОПОМОГОЮ МОДИФІКОВАНОГО ПІДХОДУ 

ТОМАСА - ФЕРМІ ІЗ СИЛАМИ СКІРМА 
 

Ядерно-ядерні потенціали для реакцій 16O + 56Fe та 40Ca + 40Cа розраховано в рамках модифікованого методу 
Томаса - Фермі з використанням функціоналу густини енергії Скірма. На основі отриманих потенціалів одержано 
перерізи підбар’єрного злиття та пружного розсіяння, що добре узгоджуються з експериментальними даними.  

Ключові слова: ядерно-ядерний потенціал взаємодії, модифікований метод Томаса - Фермі, переріз під-
бар’єрного злиття, пружне розсіяння. 

 

1. Вступ 
 

Для розрахунку характеристик ядерних реак-

цій потрібно знати потенціальну енергію взаємо-

дії між ядрами [1 - 3]. Величина та радіальна за-

лежність потенціалу ядерно-ядерної взаємодії на 

малих відстанях між ними є принциповими для 

опису перерізів ядерних реакцій. 

Енергія взаємодії ядер складається з кулонів-

ської та ядерної частин [1 - 3]. Кулонівська час-

тина взаємодії, що діє між протонами в ядрах, 

відома досить добре, на той час як ядерна її час-

тина вивчена значно менше. Унаслідок цього на 

даний момент запропоновано достатньо велику 

кількість різноманітних моделей ядерно-ядерної 

взаємодії [1 - 9], що призводять до різних висот 

бар’єра злиття ядер [8 - 13]. Значення бар’єра 

залежить від співвідношення кулонівського від-

штовхування та ядерного притягання, що накла-

даються одне на одне за малих відстаней між по-

верхнями ядер, що взаємодіють.  

Характер протікання реакції залежить від 

співвідношення енергії зіткнення та величини 

кулонівського бар’єра. У міру зростання енергії 

реакції збільшується число можливих каналів та 

змінюються домінуючі канали. У теорії ядерних 

реакцій прийнято класифікувати ядерні реакції, 

саме використовуючи співвідношення енергії 

зіткнення й висоти бар’єра. Тому ми говоримо, 

наприклад, про пібар’єрні або колобар’єрні по-

рогові реакції та ін. У рамках різних моделей [1 - 

10] величина потенціалу ядерно-ядерної взаємо-

дії може суттєво відрізнятися, тому ті самі реак-

ції можуть мати різні механізми протікання, осо-

бливо це актуально при описі синтезу надважких 

ядер [10 - 19]. Таким чином, одержання інфор-

мації про потенціал ядерно-ядерної взаємодії та 

висоту бар’єра є дуже актуальним питанням. 

Для визначення потенціалу ядерно-ядерної 
взаємодії бажано застосовувати найбільш точні 
методи, розроблені для детального опису різних 
характеристик основного і збуджених станів ядер 
[20 - 31]. У даній роботі для визначення потенці-
алу взаємодії ядер ми будемо використовувати 
напівмікроскопічний підхід. У рамках цього під-
ходу розподіли нуклонної густини в ядрах,  
що взаємодіють, визначаються в наближенні  
Хартрі - Фока - БКШ з силами Скірма, а потенці-
альна енергія взаємодії ядер знаходиться в мо-
дифікованому наближенні Томаса - Фермі із си-
лами Скірма. Для сил Скірма в обох випадках ми 
використовували параметризацію SkM* [29]. 
Відзначимо, що модифіковане наближення То-
маса - Фермі та теорія Хартрі - Фока - БКШ із 
силами Скірма добре описують енергії зв’язку 
ядер, розподіли нуклонної густини, середньоква-
дратичні радіуси і багато інших характеристик 
основних та збуджених станів ядер [20 - 29, 31]. 

Реакції підбар’єрного злиття [1 - 3, 32 - 42] 
дуже важливі для визначення потенціалу ядерно-
ядерної взаємодії, тому що ці реакції пов’язані з 
величиною та поведінкою потенціалу за невели-
ких відстаней між ядрами. Наразі запропоновано 
досить велику кількість різних моделей для опи-
су підбар’єрного злиття [1 - 3, 32 - 42]. Для обра-
хування перерізів підбар’єрного злиття будемо 
використовувати програму CCFULL [34], за до-
помогою якої можна врахувати зв’язок з канала-
ми низькорозташованих мультипольних вібра-
ційних поверхневих збуджень в обох ядрах. При 
цьому ядерна частина потенціалу ядерно-ядерної 
взаємодії параметризується за допомогою потен-
ціалу Вудса - Саксона [18]. У програмі також 
враховуються нелінійні ефекти зв’язку з багато-
фононними мультипольними збудженнями пове-
рхні. Параметри збуджень 2+ і 3-, що необхідні 
для розрахунку перерізу за допомогою програми 
CCFULL, було взято з відповідних компіляцій 
експериментальних даних [43, 44]. 
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Також, використовуючи отримані потенціали 
ядерно-ядерної взаємодії, одержимо перерізи 
пружного розсіяння для систем 16O + 56Fe та 
40Ca + 40Ca. Розрахунки будемо проводити в рам-
ках оптичної моделі. При цьому до одержаного 
ядерного потенціалу добавимо уявну частину у 
вигляді, загально прийнятим при розгляді ядер-
них зіткнень [1, 45 - 47].  

 

2. Метод дослідження 
 

Методом, що був використаний у даній роботі 
для дослідження властивостей основних станів 
атомних ядер і ядерних реакцій за участю їх, є 
модифікований підхід Томаса - Фермі [20 - 22, 
25 - 27]. При цьому у квазікласичному розкладі 
кінетичної енергії по степенях ħ враховуються 
всі можливі доданки з точністю до ħ2, а в якості 
нуклон-нуклонної взаємодії використовуються 
сили Скірма [29], що залежать від густини.  

Потенціальну енергію взаємодії двох ядер 

V(R) на відстані R між ними в наближенні «замо-

рожених густин» визначимо як різницю енергій 

системи двох ядер на скінченній (R) та нескін-

ченній відстанях між ними [8 - 10]: 
 

 12 1 2( ) ( ) ( )V R E R E E   , (1) 
 

Відповідні енергії ядерної системи та ядер 1 і 2 

можна легко знайти, знаючи розподіли протон-

них ρp(r) та нейтронних ρn(r) густин в ядрах і ви-

користовуючи напівкласичний вираз для функці-

оналу густини енергії 
 

12 1 2 1 2( ) ( , ), ( ) ( , ) ,p p n nE r r R r r R dr         
(2) 

1 1 1( ), ( )p nE r r dr      ,              (3) 

 

2 2 2( ), ( )p nE r r dr      .              (4) 

 

Вираз густини енергії за використання залеж-

них від густини сил Скірма добре відомий [21, 

22, 29]: 
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Через εkin ми позначили густину кінетичної 
енергії, εpot - потенціальної, а εcoul є густиною ку-
лонівської енергії, ρ = ρp + ρn, J = Jp + Jn. Вели-
чини t0, t1, t2, t3, x0, x1, x2, x3, α, W0 є параметрами 
взаємодії Скірма, які залежать від вибору пара-
метризації цих сил: m – маса нуклона, W0 – кон-
станта спін-орбітальної взаємодії, Jp(n) – густина 
току протонів (нейтронів). 

Густина кінетичної енергії з точністю до чле-

нів другого порядку по ħ має вигляд 2TF     , 

де у свою чергу τ = τp + τn  сума густин кінетич-
них енергій протонів і нейтронів [21, 22]. Тут 

 

5/3

, ( ) ( )TF n p n pk                         (6)  

є густиною кінетичної енергії нейтронів (прото-

нів) у наближенні Томаса - Фермі, 
2
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а τ2  повний вираз для градієнтної поправки 
другого порядку по ħ [21, 22] 
 

2

2

2 1 2 3

( ) ( )q q q

q q

q q

f
b b b

f

  
      


 

 

2 2
2

2

4 5 6

q q q

q q m q

q q q

f f W
b b b h

f f f

    
          

  

, (7) 

 

в якій 1 1/ 36b  , 2 1/ 3b  , 3 1/ 6b  , 4 1/ 6b  , 
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5 1/12b    та 6 1/ 2b    числові коефіцієнти, 
2 / 2mh m , останній доданок у формулі (7) 

обумовлений урахуванням спин-орбітальної вза-

ємодії. Також уведено позначення 
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величина fq виражається через параметри сил 

Скірма 
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Внесок доданка Томаса - Фермі є домінантним, особливо в об’ємі ядра, але на поверхні ядра граді-

єнтні поправки починають відігравати суттєву роль.  

Густина потенціальної енергії за використання сил Скірма має такий вигляд [20, 21, 25 - 29]: 
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Ядерно-ядерний потенціал на скінченних від-
станях між поверхнями ядер обумовлений взає-
модією нуклонів в області перекриття «хвостів» 
розподілів густини нуклонів. Тому врахування 
градієнтних членів у густині кінетичної енергії 
(7) є дуже важливим для адекватного обчислення 
потенціалу ядерно-ядерної взаємодії, так само 
важливою є і поведінка нуклонних густин у ди-
фузній області. 

Саме тому в даній роботі будемо використо-
вувати густини, отримані у квантово-механіч-
ному наближенні Хартрі - Фока - БКШ, поведін-
ка яких у дифузній області цілком реалістична та 
непогано збігається з наявними експерименталь-
ними даними. При розрахунках враховувалися 
парні кореляції нуклонів, хоча на самі густини їх 
урахування не справляє помітного впливу, особ-
ливо для ядер уздовж лінії стабільності [27].  

 

3. Обговорення результатів 
 

На рис. 1 і 2 показано розподіли нейтронних 
та протонних густин, розраховані в наближенні 
Хартрі - Фока - БКШ із силами Скірма SkM* 

[29]. Ми будемо використовувати їх у подальшій 
роботі. Вони добре узгоджуються з експеримен-
тальними даними поблизу краю ядра [21], хоча 
мають дещо менші флуктуації у внутрішньому 
об’ємі. 

 

  , Фм 

 
r, Фм 

 

Рис. 1. Поведінка протонних (ρp) та нейтронних (ρn) 

густин для ядра 16O, одержаних у рамках наближення 

Хартрі - Фока - БКШ із силами Скірма (HF - BCS). 
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Рис. 2. Протонні (ρp) та нейтронні (ρn) густини ядер 40Са та 56Fe, 

одержані в рамках наближення Хартрі - Фока - БКШ із силами Скірма (HF - BCS). 
 

На рис. 3 представлено потенціали ядерно-
ядерної взаємодії для систем 16O + 56Fe та 40Ca + 
+ 40Ca, одержані в модифікованому наближенні 
Томаса - Фермі із силами Скірма SkM*, див.  
формули (2) - (9), та з використанням нейтрон-
них і протонних густин, отриманих у наближенні 
Хартрі - Фока - БКШ з тими самими силами Скі-
рма SkM*. На відстанях, менших суми радіусів 
ядер, потенціал взаємодії має кишеню. З рис. 3 

можна зробити висновок, що глибина та ширина 
потенційної кишені зменшується в міру збіль-
шення масового числа ядер. Зменшення глибини 
та ширини потенційної кишені для більш важких 
систем пояснюється помітним збільшенням ку-
лонівської енергії відштовхування із зростанням 
кількості частинок, що беруть участь у реакції. 
Аналогічну закономірність ми вже спостерігали 
при дослідженні інших систем [42]. 
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Рис. 3. Потенціали ядерно-ядерної взаємодії для систем 16O + 56Fe та 40Ca + 40Ca, 

одержані в модифікованому наближенні Томаса - Фермі. 
 

Потенціальна енергія ядерно-ядерної взаємо-

дії різко збільшується на відстанях, менших суми 

радіусів поверхонь ядер, унаслідок суттєвого 

відштовхування. Дане відштовхування обумов-

лене нестисливістю ядерної матерії, а також си-

льним перекриттям нуклонних густин ядер. У 

результаті цього виникає область, в якій густина 

ядерної матерії перевищує звичайне значення у 

центрі ядер. Різке зростання потенціалу, пов’я-

зане із сильним перекриттям нуклонних густин, 

призводить також до їхньої релаксації.  

У нашій роботі ми використовуємо наближен-
ня заморожених густин. Час релаксації внутріш-

ніх ядерних станів унаслідок нуклон-нуклонної 

взаємодії можна оцінити як trelax ≈ 210-22/ ε* (див. 

[10, 48]), де ε*  енергія збудження в ядерній си-
стемі на один нуклон, виражена в МеВ. При коло-
бар’єрних зіткненнях двох досить важких ядер ε* 

менше 5/A МеВ, де А  кількість нуклонів у сис-

темі. Отже, trelax ≈ 0,4 A10-22 с. Тому для  
достатньо важких систем час релаксації близько 
10-20 с, що перевищує час прольоту області силь-
ної взаємодії або бар’єра ядро-ядерної взаємодії. 
У цьому випадку розподіли нуклонних густин не 
встигають істотно змінитися при прольоті зони 
сильної взаємодії і наближення «заморожених 
густин» є добре обґрунтованим.  

40Ca 
56Fe 

16O + 56Fe 
40Ca + 40Ca 
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Після одержання потенціалів ядерно-ядерної 

взаємодії ми можемо за допомогою їх розрахува-

ти перерізи відповідних реакцій. Як відзнача-

лось, для обрахування перерізів злиття будемо 

використовувати програму CCFULL [34], за до-

помогою якої перерізи отримуються з урахуван-

ням зв’язку каналів з низьколежачими 2+ та 3- 

мультипольними вібраційними поверхневими 

збудженнями в обох ядрах. Відзначимо, що про-

грама CCFULL виконує розрахунок перерізів 

злиття ядер для потенціалів у формі потенціалу 

Вудса - Саксона. Тому отримані потенціали в 

околі точки дотику ядер нам потрібно апрокси-

мувати за допомогою потенціалу Вудса - Саксо-

на (рис. 4 і табл. 1) 
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Рис. 4. Ядерна частина потенціалів взаємодії для систем 16O + 56Fe та 40Ca + 40Ca, одержаних у модифікованому 

наближенні Томаса - Фермі (ETF), а також її апроксимація потенціалами Вудса - Саксона (WS). 
 

Таблиця 1. Параметри потенціалу Вудса - Саксона 

(9) для апроксимації ядерної частини 

потенціалу взаємодії 
 

Реакція V0, MeВ r0, Фм d0, Фм 
40Ca + 40Ca 74,9181 1,06353 0,8136 
16O + 56Fe 52,5319 1,04628 0,7763 
 

Параметри квадрупольних та октупольних 

деформацій низькоенергетичних вібраційних 

станів 2+ та 3-, (β2, β3 відповідно), а також енергії 

збудження     1 12 , 3x xE E   цих станів, що ви-

користовуються в програмі CCFULL, наведено в 

табл. 2. Відзначимо, що в цій програмі врахо-

вуються лінійні та нелінійні ефекти зв’язку з ба-

гатофононними мультипольними збудженнями 

поверхні в обох ядрах. Обчислені за допомогою 

програми CCFULL перерізи злиття наведено на 

рис. 5. Як бачимо, вони цілком задовільно опи-

сують наявні експериментальні дані [49, 50]. 
 

Таблиця 2. Параметри квадрупольних та 

октупольних деформацій низькоенергетичних 

вібраційних станів 2+ та 3- (β2, β3 відповідно), 

а також енергії збудження     1 1
2 , 3

x x
E E

   

цих станів [43, 44] 
 

Ядро β2  12xE  , кеВ β3  13xE  , кеВ 

16O 0,349 6917,1  0,729 6130 
40Ca 0,127 3904,4 0,411 3737 
56Fe 0,239 846,8 0,197 4510 
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Рис. 5. Перерізи підбар’єрного злиття для систем 16O + 56Fe та 40Ca + 40Ca, одержані на основі потенціалів 
ядерно-ядерної взаємодії, отриманих у модифікованому наближенні Томаса - Фермі. 
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Використовуючи отримані потенціали ядерної 

частини ядерно-ядерного потенціалу (див. табл. 1) 

для дійсної частини взаємодії, у рамках оптичної 

моделі було одержано перерізи пружного розсі-

яння для систем 16O + 56Fe та 40Ca + 40Ca. Викори-

стана нами форма уявної частини ядерного поте-

нціалу оптичної моделі складається з об’ємної та 

поверхневої частин і має такий вигляд: 
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 (10) 

 

де WW, rW, dW, WS, rS та dS  сила, радіус та дифуз-
ність об’ємного (W) та поверхневого (S) доданків 
відповідно. Параметри для уявної частини ядер-
ного потенціалу (табл. 3) було знайдено шляхом 
підгонки експериментальних перерізів пружного 
розсіяння, використовуючи потенціал Вудса -
Саксона, який отримано за допомогою ядерно-
ядерного потенціалу в рамках модифікованого 
методу Томаса - Фермі (див. табл. 1).  

 

Таблиця 3. Параметри уявної частини ядерного потенціалу 
 

Реакція Ww, MeВ rw, Фм dw, Фм Ws, MeВ rs, Фм ds, Фм 
40Ca + 40Ca 29,776 1,1999 0,3782 19,999 1,1500 0,7134 
16O + 56Fe 22,000 1,1021 0,6999 3,224 1,2344 0,8845 

 

Результати розрахунків перерізів пружного 

розсіяння для системи 16O + 56Fe за енергії пучка 

Elab = 44 MеВ та для системи 40Ca + 40Ca за енергії 

пучка Ecm = 71,8 MеВ представлено на рис. 6. Для 

порівняння на рисунку також наведено експери-

ментальні дані. Експериментальні дані для сис-

теми 16O + 56Fe взято з роботи [51], а для системи 
40Ca + 40Ca з роботи [52]. Як видно з рисунка, 

знайдені нами перерізи пружного розсіяння доб-

ре узгоджуються з експериментальними даними.  
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Рис. 6. Перерізи пружного розсіяння для систем 16O + 56Fe та 40Ca + 40Ca, одержані на основі потенціалів 

ядерно-ядерної взаємодії, отриманих у модифікованому наближенні Томаса - Фермі. 
 

4. Висновки 
 

Таким чином, нами було розраховано потен-

ціали ядерно-ядерної взаємодії для систем 
16O + 56Fe та 40Ca + 40Ca в рамках модифікованого 

методу Томаса - Фермі з використанням нуклон-

них густин, одержаних у наближенні Хартрі -

Фока - БКШ. Потенціали розраховано в набли-

женні «заморожених густин», яке може бути  

застосовано при енергіях зіткнення, що лежать в 

околі бар’єра. Використовуване наближення до-

зволяє детально досліджувати властивості ядер-

но-ядерної взаємодії в околі точки дотику ядер.  

На основі отриманих потенціалів розраховано 

перерізи підбар’єрного злиття для систем 
16O + 56Fe та 40Ca + 40Ca, що цілком задовільно збі-

гаються з наявними експериментальними даними.  

Проведено розрахунки перерізів пружного  

розсіяння для систем 16O + 56Fe та 40Ca + 40Ca, 

використовуючи потенціал Вудса - Саксона, 

отриманий за допомогою ядерно-ядерного поте-

нціалу, знайденого в рамках модифікованого ме-

тоду Томаса - Фермі. Показано, що знайдені пе-

рерізи також добре узгоджуються з експеримен-

тальними даними.  
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РАСЧЕТЫ ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ ПОДБАРЬЕРНОГО СЛИЯНИЯ И УПРУГОГО РАССЕЯНИЯ 

ТЯЖЕЛЫХ ИОНОВ С ПОМОЩЬЮ МОДИФИЦИРОВАННОГО ПОДХОДА ТОМАСА – ФЕРМИ 
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Ядерно-ядерные потенциалы для реакций 16O + 56Fe и 40Ca + 40Cа рассчитаны в рамках модифицированного 

метода Томаса - Ферми с использованием функционала плотности энергии Скирма. На основе полученных по-

тенциалов найдены сечения подбарьерного слияния и упругого рассеяния, которые хорошо согласуются с экс-

периментальными данными.  
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The nucleus-nucleus potentials for the 16O + 56Fe and 40Ca + 40Ca reactions are calculated in the framework of the 

modified Thomas - Fermi method with the Skyrme energy density functional. Using these potentials, the cross-sections 

of sub-barrier fusion and elastic scattering are obtained, which are in good agreement with the experimental data. 
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